CORRIGE DE L’EPREUVE MATH 1 DE L’X 2009

Premiere partie

(1) Soit g(t) = f(e'x) alors ¢'(t) = xe! f'(e'x) dou ¢'(0) = zf'(x) = (Af)(x).

(
(2) Soit p € N et f(x) = 2P alors, par une récurrence immédiate, (A" f)(x) = p"aP d’ou

L) = P

n!

qui est le terme général d’'une série exponentielle convergente. On a alors
tn
ST A @) = el = (o) = (@f) (@)
n>0

Par linéarité, cette propriété s’étend aux polynomes.
(3) Tmmédiat : (D"X)(f)(z) = (2 ()™ = 20 (@)+nf0D(z) = (XD"+nD")(f)(x).
(4) Pour n =1 on sait que A = X D, on procede alors par récurrence sur n avec fi1 = 1.
Supposons la propriété vraie a l'ordre n,

(A" f)(2) = A (Z fin 1 X kD'“) (f) (=)

k=1
= (i pin et f) ($)>
k=1

=D gt (@) + 3 gD (@)
k=1 k=1

J

v~

n+1
= ,u'n,kflxkf(k)(x)
k=2

On obtient la formule a l'ordre m 4+ 1 en posant pni11 = fn1, Hntintl = Hnn €
Ptk = Kpbn g + fnk—1 Pour k € [2,n].
On déduit de ceci les relations pi,, 1 = 1 et i, ,, = 1.

(5) On applique le résultat du 2 avec la formule du 4 :

et il suffit de permuter les sommes.
Compte tenu la aussi de la linéarité de la formule, il suffit de prouver le résultat pour

flw) = ar.
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n | . .
TG mra? stk < min(n, p)

400
Soit Uy, = cUng = 0, Y Upgk et D> u, g conver-
k n k=1

si k > min(n, p)
gent aussi donc on peut appliquer le théoreme d’interversion des sommations :

') = 1)+ 5 z)
o
S z)
k=1

n=k
t’n
0+ 3 (3 ) 00
k=1 \n>k

ce qui permet de conclure.
(6) C’est du cours !
(7) (a) On a PI% |(e! —1)z| = 0 d’ou l'existence d’un réel v, tel que

t| < ve = |(e" =1)z| < R — |x|.

On peut aussi utiliser 'inégalité | e! —1| < el —1 obtenue par exemple en utilisant
le développement en série entiere de I’exponentielle puis raisonner par équivalences
en supposant x # 0 :

R- R
(e —1)z| < R— 2| el =1 < | ||x| N
xr
4 _ R R
sl =S t|<ln— =",
|z |z

avec v, > 0 car |z| < R (et 7 peut prendre n’importe quelle valeur positive). Ceci
fournit explicitement une valeur de 7,.
(b) On applique la propriété rappelée avec h = e’z —x = (e! —1)z, |h| < R — |z| :

t — (¢ =D* , (k)
fla+h) = fe"z) = fle)+ 2 (@),
k=1
t -1 k
Or e’ —1 est D.S.E., de rayon infini, il en est de méme pour e]gil) :

(et _1)k _ n
TR DR

et on remarque que A\, = 0 si n < k (on peut mettre tk en facteur) et les Ank D€
dépendent pas de f.
(c) Pour f(z) = (z — 1)? on obtient 2 développements de f(e’x) :

flx) + Z <Z gﬂnk> 2t (@) = f(x) + Z (Z Z_n')\nk> o O (x)

k>1 \n>k E>1 \n>1

p! —k .
(x —1)P sik<p

avec fR)(z) = & (p—k)! En prenant x = 1 dans chaque
0 sinon
terme de 'égalité, il ne reste que le terme d’indice £ = p et on obtient
+o0

tn
Z mp'(,un,p - An,p) =0

n=1
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(on a rajouté les termes nuls pour n < k). Compte tenu de I'unicité du dévelop-
pement en série entiere, on obtient directement p,,, = A, , pour tout n et ceci est
valable pour tout p.
(d) On utilise la relation de récurrence du 4 : A\ 115 = kAp g + Ang—1 et on fait une
récurrence sur n :
epourn=1,A\;=1<2et A\, =0 pour & > 1.
2"n!
(k—1)!
—OnaXg11=1<2""(n+Dlet \py1ppr =1 <20

tions larges !).
— Si k € [2,n] alors

e On suppose qu’a lordre n, A, x < ; pour tout k€ [1,n].

(n+1)!

(majora-
n!

2"n! 2"n! 2n
Apis <k - % — 1
e Skt o T o R Y
2"n!
< G _nl)'XQn c.q.f.d.
1 R
(e) On prend n = 5 et a = 5 alors
™ 2"n!
Z0s] < Sox a0 o)
2| f®) ()]
< (2t x L T
e

A A 0]

1—2f¢" (k—1)! et on sait (question 6) que

Or Z | Zn. 1| converge, de somme

"“f(’“( ) ’“f(’“( )

ont méme rayon de convergence (en 'occurrence R —

k| £(k)
la|). Avec a = x on en déduit que ) W

R
(f) Si |t| < 1/2 alors |e' —1| < 1/2 et |(e' —1)x| < 3 < R — |z|, on peut alors utiliser

2o etk

converge pour |z| < 7

le résultat de la question 7.b :
En appliquant le théoreme d’interversion des sommations, on obtient :

Zavena-ro g {ge)
) + <Z Zn k)

= (Pef)(z

Deuxiéme partie

M
(8) Soit My(f) = s%p |2 f ()] alors au voisinage de I'infini, |2* f(z)| < 2+

x +— a2 f(x) est intégrable sur R (elle est localement intégrable car continue).
(9) (a) La encore, le probleme se pose au voisinage de +00 :

lv?g(y)] < Mi(g)
|f(z —y)| < Mo(f)
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M (g) Mo(f)

On a ainsi, au voisinage de l'infini, |f(z—y)g(y)| < ) et, par domination,

y — f(x —1y)g(y) est intégrable sur R.
(b) Montrons que f * g est continue :
o y— f(xr —1y)g(y) est continue sur R,
o r— f(zr —y)g(y) est continue sur R,
e Pour tout = € R, |f(z —y)g(y)| < Mo(f)|g(y)| € L'(R)
donc, en vertu du théoreme de continuité sous I'intégrale, f % g est continue.
Soient f et g dans F alors

xk/ﬂkf(y)g(w—y)d ':

(e —y+ 9" T ()gle — ) dy\

( )= 0t = )3 )y

k

Z( )Mk - /ypf(y)dy,

p=

car i — yPf(y) est intégrable sur R. 2% f * g(z) est bornée pour tout k et f * g est
continue donc fx g € F.
On a, en appliquant Fubini

crtae (o smn)
()/(/R Vi) —?J)’“‘pg(w—y)dy)dx

(le) /Rypf(y) ( /R@" — )" Pyl —y) daj) dy

=0 S

WIIM

iS]

g

:mk—p(g)

WE

-

p

i
o

On a pu appliquer Fubini ici car, en posant M, (f) = M, 2(f) + M,(f), on a

o y— yPf(y)(x—y)"Pg(x —y) est borné par M;_,(g)|y*f(y)| donc intégrable
sur R,

o /ypf(y)(:p — )" Pg(x — y) dy est intégrable car elle est majorée par

R
[ M0, i
Ry2‘|‘1 ($—y)2+1
MAPLE).
Il nous faut aussi l'intégration en intervertissant les variables :
o — ypf( Y(x — y)*Pg(x — y) est intégrable car on peut la majorer par

2
dy = M;(f).]\/[,;_p(g)ﬁ qui est intégrable (merci
T

M,(f) —y|*P|g(z — y)| qui est intégrable car majorée par Lp(g),
(y —z)*+1
°*y — / Y f(y Pg(x — y)dz = ypf(y)/u’“‘pg(u) du qui est aussi
R
intégrable.

OUF !
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(10) e On sait que mqo(f1*f2) = mo(f1).mo(f2) = 1 (formule du 9.b) et par une récurrence
immédiate, mo(fy *---* f,) = 1.

e Avec la méme formule, m(f1 * fo) = mi(f1).mo(f2) + mo(f1).mi1(f2) = 0 et, par

récurrence et associativité de *x, my(f; % ---x f,) = 0 (en fait Fy est stable par x).

o my(f1x f2) = mo(fi)ma(fa) + 2mi(fi1)ma(f2) +ma(fi)mo(fa) = ma(fi) +ma(f2).

Par récurrence, on suppose que ma(fi * -+ * f,) = ma(f1) + - -+ + ma(f,) alors

ma[(f1% -+ % fo) % fagr] = mo(fr* -+ % fa)ma(fagr) +2ma(fix - % fru)ma(fair)

+ m2(f1 koo k fn)mO(fnJrl)
= ma(fror1) +ma(fi) + -+ ma(fn)

ce qui acheve la récurrence.

(11) Immédiat : my(T,(f)) = /kaf(ax) d(azx) = %mk(f).

(12) (a) On a mo(T,F,) = %mg( n) = — ng(fl) g — 0 puis

Os;ijalﬂg@ﬂdeiL%w<£>2@}E0@ﬂdx

o

1

+o0
Donc / (T, F,)(x)dx — 0.
C’est exactement pareil avec / (T, F,)(x) dz.
(b) Supposons donc dans un prem{er temps que h(0) = 0.
e Choisissons « pour que |h(z)| < £/2 des que |z| < «,
e N € N pour que sup |h(z)|x (T, F,)(x)dx < e/2 dés que n > N.

zeR |z|>a

Alors, pour tout n > N, en remarquant que /(TnFn)(x) de =1letque T, F,(z) >0

<

~

Amwmmmwm

/<M@mmmwm

’ ’/|m|>a h(x)(TnF) () da

giﬁQﬂum@mmmwm@ﬂ (TuF,)(x) da

z€R o] >a

<§4m@mmmwm+%<g

donc lim /h(x)(TnFn)(x) dz = 0.

n—-+o0o

Si h(0) # 0, on remplace h par ho(xz) = h(x) — h(0) et, par linéarité de l'intégrale,
ml/mwgmm@mxzmm

n—-+00 R

(13) (a) A l'aide de Cauchy-Schwarz :

malf)? = ( [ dx)2 < [t o [ f@de <mh),
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(b) Procédons par récurrence sur n :
4

w5 = 3 () mp(Fome( )
p=0

= ma(f1)mo(f2) + mo(f1)ma(f2) +4ms(f1)ma(f2) + ma(f1)ms(f2) +6ma(f1)ma(f2)

=ma(f1) =ma(f2) =0

= m4(f1) + m4(f2) + 6m2(f1)m2(f2)

donc la propriété est vraie a l'ordre 2.
On suppose que cette relation est vérifiée a ’ordre n :

my(fi* ok fopn) = ma(fi - fo) * frid]
=my(fix % fo) +6ma(fi* - % fr)ma(foyr) +ma(frr)

car JFy est stable par % et qu’on a la propriété a 'ordre 2

= Zm4(fz) +m4(fn+1) +6 Z mQ(fZ)m2(f])

i= 1<i<j<n

+6(ma(f1) + -+ -+ ma(fn)) xma(fui1)
ce qui termine la récurrence.

-1
(c) Comme ma(fi) < C et que la somme > ma(fi)me(f;) comporte nin—1)
1<i<j<n
termes alors
my(F,) < im4(fl-) + 6(72M < im4(fi) +3C*n?
i=1 2 i=1
puis on procede comme au 12.a :
+oo +o0o T4
/ T, Fy(x) dz < / (£) (mR)(@) ax
64 [e% Q
1 11
< ¥m4(TnFn) = @FWM(Fn)-
+oo n
Conclusion : (T,.F,)(z) dz converge si, par exemple, > my(f;) = O(n?)...

TL?l o =1



