CORRIGE DE L’EPREUVE X MP 2011, MATHEMATIQUES B

1. SUITES COMPLETEMENT MONOTONES

la. Soit, pour p € N*, Iassertion (H,) :

"pour toute fonction f indéfiniment dérivable de R+ dans R et tout entier naturel n, il existe
x €]n,n + p| tel que (APu),, = f@(z).”
(La suite (u,,) étant définie par Vn € N, u,, = f(n)).

e Soit f indéfiniment dérivable de R+ dans R et n € N ; d’apres 'égalité des accroissements
finis, il existe = €]n,n + 1] tel que (Au), = f(n+ 1) — f(n) = f'(z) : (H;1) est donc vraie.

e Soit p € N* ; supposons (H,) vraie ; soit f indéfiniment dérivable de R+ dans R.
Définissons g : R+ — R par : Vo > 0,9(z) = f(z + 1) — f(z), et la suite (v,) par :
Vn € Nyu, = g(n), i.e. v, = (Au),. Alors g est indéfiniment dérivable, et en lui appliquant
(H,) : pour tout n € N, il existe y €]n,n + p[ tel que

(AP ), = (APV), = ¢ (y) = fP(y + 1) — FP)(y).
On peut réappliquer 1’égalité des accroissements finis & f® (indéfiniment dérivable), et il existe

€ly,y + 1[CIn,n +p + 1] tel que fP(y+ 1) — fP(y) = fP+D(z). 1l sensuit que (H,.1) est
vraie, et le résultat requis s’en déduit par récurrence sur p.

1b. Lasuite (ay) est associée & la fonction f : R+ — R définie par : Vo > 0, f(z) = 5. f est
indéfiniment dérivable, et une récurrence triviale montre que Vp € N,Vz > 0, f®)(z) = ( ;R;ﬂ!.
En appliquant le 1a., il vient :
Vp > 1,¥n € N, 3z €]n,n + p|, (APa),, = ﬂ.
’ ’ ’ ’ (z + L)+t

!

(H’f)pﬂ > 0. Comme de plus Vn € N, (A%), = a, > 0, il en

découle que | (a,) est complétement monotone.

Il s’ensuit que (—1)?(APa), =

2a. Notons T': E — E défini par : Vu € E,Vn € N, (Tu),, = ty4+1. C'est un endomorphisme
de F, et A =T —Idg. Comme T et Idg commutent, on peut appliquer la formule du binéme
de Newton dans I'anneau L(F) :

p
vp e N, AP = 3 (— 1y (i) ",

k=0

p
Dou |Vu € E,Vp > 1,Vn € N, (APu),, = Y (—1)P* (Z)U"Jrk

k=0

Remarque : La formule précédente est vraie aussi pour p = 0 ; observons de plus que,
puisque Vk € N, (=1)% = (=1)7* :

p
> 0.0 € N, (<1780, = (0} )

formule que je noterai (7).
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p
2b. La formule (i) fournit V(p,n) € N2, (=1)P(APb),, = > (—1)* (Z) btk = (1 — b)? (en
k=0
réappliquant le binéme de Newton au développement de (1 — b)?). Comme b €]0, 1], il s’ensuit

que | (b,) est completement monotone.

3a. Soit N e N;on a:

N B 1 N B 1 1(_t)N+1
Z(—n’mk_/o I;(—t)’fw(t)dt_/o 1—+tw(t)dt—/0 e

k=0
(Somme partielle d’'une série géométrique de raison —t # 1.)

Notons Ry = 01 (_?;V:l

w(t) dt, et soit M = sup |w(t)| (bien défini, puisque w est continue
telo, 1}

sur le segment [0, 1]). Comme pour tout ¢ € [0,1], 117 < 1, il vient :
1
M
Ryl <M [ tN*hdt = —.
B /0 N +2

Il en résulte que lim Ry =0 : c’est dire que
N—+o00

+oo 1 t
la série numérique > (—1)*u converge, et > (—1)*uy, = / —iu%(—)t dt.
k=0 0

3b. D’apres la formule (i) (¢f. 2.a), et en utilisant les calculs effectués au 2.b :

Y(p.n) € N2, (—1P(APu), /0 ()t"*kdt /Olt"(l—t)pw(t)dt.

Cependant ¢ — " (1—t)Pw(t) est continue, positive sur [0, 1] ; il en découle que (—1)?(APu), > 0
et que si cette quantité était nulle, alors V¢ € [0, 1],¢"(1 — ¢)?w(t) = 0. En particulier, on aurait
Vit €]0,1[,w(t) = 0 et par continuité : V¢ € [0,1],w(t) = 0, ce qui est exclu par hypothese.
Ainsi : V(p,n) € N2 (—=1)P(APu),, > 0 et | (uy,)nen est complétement monotone.

3c. Pour tout ¢ € [0, 1], on peut développer (puisque 0 < Tt < %) :

1 11 1+§(1—t>”
L+t 21-(5) 24\ 2

Définissons donc, pour p € Nz f, : [0,1] — R par : V¢ € [0,1], f,(t) = (5%)Pw(t). Chaque f, est
continue sur [0, 1], et on a de plus : V¢ € [0, 1], |f,(¢)] < 2 (avec les notations du 3.a). Ainsi,
la série de fonctions continues Y f, converge normalement sur [0, 1], et on peut intervertir :

/olf%d’f:/::ifp“)d’f:i/;fp(t)dt

) oo 1 +°° 1—t
Compte-tenu du 3.a, on a bien : | Y (=1)* / ( ) (t)dt.

k=0
Remarque : on peut traiter cette question comme au 3.a en exprimant le reste de la série
géométrique.
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3.d Pour tout p € N, on obtient, en développant le binome (1 — ¢)? et d’apres 2.a :

/01<1;t>pw<t> dt = g_lpzi:(—l)k@) /oltkw(t) = (_21’)10 ” (_1)p_k(i)uk

k=

= ﬂ(Apu)o.

op
. . P Xy
D’ot, d’apres 3.c: | Y (=1)Fuy, = > A (APu)o.
k=0 p=0

4. Appliquons ce qui précede a w : [0, 1] — R, définie par : V¢t € [0,1],w(t) = 1 (qui vérifie
bien les hypotheses du 3.) ; ici
1 w( 1
Wt = [ 7 dt = [In(1+ )] =n2,

0 14t
+o00o +oo
o« L(-Due=3 S;ii’“,
k=0 k=0
o Vp € N, fo Tt fo Tt pdt = m (effectuer le changement de variable
u=1-—t).
S _ Ny ™
D’apres 3.a et 3.c , il vient : |In2 = Zo T = ZOW.
n= p=

Remarque : La premiere égalité peut se déduire du développement

(D)t €] — 1, 1], In(1 + ) :fw

n=0

?

n-+1

et du fait que cette série de fonctions converge uniformément sur [0, 1] (majorer les restes en

utilisant le critere spécial des séries alternées) : par continuité de ¢ — In(14t), (D) reste valable

en 1. La seconde égalité revient a appliquer (D) en %1

5a. Les calculs faits au 3.d impliquent 1’égalité requise.
5b. D’apres ce qui précede (et, toujours, le 3d.), on a :

+oo +o00
s-al=1 Y Gl =l3 Y [ ¢t rew

p=n+1 p=n+1

Or on a vu que la série de fonctions continues ) | f,, (donc aussi, a fortiori, Y, f,) convergeait
p=n+1

normalement sur [0, 1] ; il s’ensuit qu’on peut intervertir la série et I'intégrale, et, compte-tenu

des calculs du 3.c :

00 1 +oo
1—t
Z/ Pw(t) dt| = / Pu(t) dt
pn+1 pn+1
1 1—tn+1+°° 1t B /1 1—t. ., w)
—2/0< e =| [ )
1—t

Enfin, puisque w > 0 et comme V¢ € [0,1],0 < < 1, on peut conclure :

2

1 L w(t) S
— < dt = .
|S 5n| 2n+1 A 1 + t 2n+1
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2. TRANSFORMEE D’EULER

6a. La série Y (—1)"u, converge, donc lim wu, = 0 et pour tout £ € N, lim wu, 4 = 0. Or,

n—-+o0o n—+o0o
P
p étant fixé, le 2.a fournit : Vn € N, (APu), = > (—1)P~F (i) Up1. Dol lir}ra (APu),, = 0.
k=0 n—-r+oo
6b. La suite (r,),en converge, donc est bornée : notons R = sup |r,|.
neN
Soit € > 0 ; comme IHJP r, = 0, il existe Ny € N,Vn > Ny, |r,| <3 . Alors, pour tout p > Ny,

AAEEPIE
comme - < o5 —
2]9121\71 k 2/€:0 k
1 < /p 1 & R /p 1 & /p\e R /p €
5?@' zpz()W QPZ(k>+§I;\; (k)ﬁgﬁko(k>+§'
- - 2 -

Ni—1
Or, N, étant fixé, la fonction p — > (Z) est polynomiale en p (écrire (Z) = w),

k!
k=0
Ni—1
R Ni—1
donc lim — E Py o Ainsi, il existe Ny € N tel que pour tout p > Ns, |2ﬁ; > b | < 5.
n—+oo 2P o k k=0 k

1 < 1 <
Finalement, pour tout p > max(Ny, Ns), b rgl <e,et| lim — p re = 0.
o k k

k=0 k=0

7a. Soit N € N ; notons

N
R AN (=1)° 1o (=DM v
sv=3 |5 e, | = Sl - I v,
p=0
(-
= U, — W(ANJAU)”.
L N+l
Le 2a. permet d’écrire (_;T(ANH o = (27\,%)1 (VI (1) *u, . Or on vient de
k=0
voir au 6a. que lirJlra u, = 0 : le 6b. appliqué a la suite ((—1)"uy)pen fournit alors
(-p¥
NETOOW(ANHU)" = 0 ; on en déduit que 1—1>r-Ii-100 SN = u,, cest-a-dire que la série
+oo
S [ (avu), — S (AP ), converge, et | 50 [SE (APu), — G (AP W), = up,
p=0 p=0

7b. Notons, pour simplifier : Vn € N, w,, = (APu),. Soit N € N ; notons également

Uy = (—1)"(2(A%), + (A u),) = Y (=1)" (2w, + (Aw)y).

Comme ¥n € N, 2w,, + (Aw),, = wy41 + wy, on a :

N N N+1

Uy = Z(_l)nwnﬂ + Z(_1>nwn = Z(_l)nilwn + Z(—l)"wn = (—=1)Nwpyy1 + wo.

n=0 n=0 n=1
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Or, p étant fixé, le 6a. montre que lim w, = 0, donc lim Uy = wy = (APu)y. Il s’ensuit

n—>+oo N—-+o00
1
que la série > (—1)"((72—?17(Apu)n - 2pf1+ (AP*Ly),,) converge, et
n=0
RESS (=1t

G (APu), — S (AP ),) = S (AP,

n oo 1
(=1 (=1P"
By= 3 S DM (A - S ()
p=0 k=0
+oo n 1
(=1 (=DP"
= YOS @ S )
k=0 p=0
+oo
(_1)n+1 n
k=0
Comme >~ (—1)*uy converge, ce qui précede montre que > ;L:H (A" ly), aussi, et, d’apres
k>0 k>0
2a. :
1 +o00 +o00 n+1 n +1
E,—S= TS Z(_1>n+1+k<An+l 2n+1 Z Z k+p( )Uk+p
k=0 k=0 p=0
n+1 400
-1 n+1 &
~ | gn+1 Z( D >Z(_1) W
p=0 k=p
+o0
8b. Posons, pour n € N*, R, = > (=1)*u; ; en tant que reste d’une série convergente, on
k=n
n+1
1 1
a: nkrfoo R, = 0. On peut alors appliquer le 6b. : nETw TS Z <n;— >Rp = 0, d’ou aussi
p=0
. . Xy »
nETooEn -8 =0,ie |S= 2:0 s (AP)o.
p:

3. UNE AMELIORATION DE LA METHODE

9a. On a vu au 3a. que S = fl fift dt, d’oti, comme P,(—1) #0 :

T, = Pn(l_l)/o P”(_?J:tp”(t)w(t) dt = S—/O Pn—(t)w(t) dt

I S 10
et S—Tn—/o mw(t}dt.

9b. w étant positive, pour M,, = sup |P,(t)], on a
t€(0,1]

w SMy
1S =T < M, fo e \)(l-i—t) dt = IPn](w Dk
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Remarque : Il faut ne pas lire ces questions pour ne pas y répondre ; les deux questions
suivantes satisfont d’ailleurs la méme condition nécessaire.

10. Ici, immédiatement : P,(—1) = 2" et M, =1, dou||S —T,| < 2.

11. Ici P,(—1) = 3™, et comme Vt € [0,1],—1 < 1 —2t < 1 et 1 est atteint pour t = 0 :
M, =1,et||S—T,| <.

12a. Développons, pour n € Net t € R :

cos(2nt) = Rlexp(2int)] = R[(cos(t) + isin(t)]*" = %Z (2]?) (i sin(t))* (cos(t))**

k=0

— lno (227) (—1)'sin? () cos®™ 2 (1) = Xn:(—m" (227> sin? (¢)(sin?(¢) — 1)" .

no (2
Définissons donc | P,(X) = (—=1)" > (27;) XX — 1)L
=0

e P, est un polynome de degré a priori < n, et comme le coefficient en X" vaut
no(2n 2n
(=)™ > (2l> # 0 (car VI € [0, n] (2l> > 0), on a bien deg P, = n.
1=0

e En outre, par définition et d’aprés les calculs précédents : Vt € R, P,(sin*(t)) = cos(2nt)
(relation notée (ii)).

e Enfin, soit @, un autre polynéme vérifiant (44) ; sin? étant surjective de R dans [0, 1], les
deux polynomes @,, et P, coincident sur la partie infinie [0, 1], donc sont égaux : d’ou 'unicité
de la suite (P,)nen vérifiant la relation (i7).

Remarque : on peut aussi exploiter la relation de récurrence

Pu(X) = 2(1 = 2X) P, 1(X) = Po_o(X)

qui nous donne la réponse directement et permet aussi de traiter plus simplement la question
suivante.

12b. Par définition :

P = (03 () v

=

Il
T 3
o
s
[\
~ 3
~_
(o)
3
Il
I 3
(@)
VS
[NRV)
= 3
~_
—~
=
DN
=

2n 2n
(en posant p = n — [, et compte-tenu de = ).

[ n— 2l
Posons a, = P,(—1) = pi:?o @Z) (V2), ethn = 2222(2;% 1> (v/2)22+1 il vient
o attn =3 () WB = e vER
o at= 3 () VR = (- vE = (vE -

D'olt | P,(—1) = 3[(1 + v2)™ + (V2 — 1)™].

12c. sin? étant (une fois de plus) surjective de R sur [0, 1] :

Vo €[0,1],3t € R, P,(x) = P,(sin?(t)) = cos(2nt).
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D’ou |M,| <1 (on a méme M, = 1, atteint pour z = 0), et
25
[(1+v2)* + (V2 - 1)>]

S —T,| <

4. COMPARAISON DES METHODES SUR UN EXEMPLE

13. Question ouverte, et intéressante ;
notons, pourn € N: Ry, =5 —-5,,Re, =S5 — E,,R3,, =5 —T,.

e On peut écrire, d’apres le calcul effectué au 3a. et en posant u = t"*!, qui définit un
C!'-difféomorphisme de 0, 1] sur ]0,1] :

1 (_4\ntl _1yn+1 pl 4
Rl,n — / L dt = ( 1) / u +11 du
0

1+t n+1 Jo 14 ymet
1
Formons alors g, :]0, 1] —]0, 1] définie par : Yu €0, 1], g,(u) = ““—. C’est une suite de fonc-
+ n+1

tions continues et intégrables sur |0, 1], qui converge simplement vers la fonction constante =, et
telle que ¥(n,u) € Nx]0,1] : |g,(u)| < 1, fonction constante intégrable sur |0, 1]. Le theoreme de

1 n+1
1 —1)"t
convergence dominée s’applique, et hrf gn(u)du = 7 Dou|Ry, =955, ~ %
e La méme idée peut étre appliquée & Ry, = fo (455" g7 dt (¢f. 5b.). On a, en posant

v = (1—¢t)"*" (C'-difféomorphisme de [0, 1] sur ]0,1]) :

1 L ymm
Ry, = dv.
2 (7’L + 1)2n+1 /0 92— ’U’n‘lf'l

On forme, de méme, h,, :]0, 1] —]0, 1] définie par Vv €0, 1], b, (v) = 225

2 pafl
(h) est une suite de fonctions continues intégrables sur |0, 1], qui converge simplement vers
1, et telle que V(n,v) € Nx]0,1], |h,(v)] < 1. D’apres le théoreme de convergence dominée :
1

1
lim hn(v)dv =1, et donc |Ry,, =S — E, ~ ——.
n—+oo Jq ' n2ntl
e Comme0<+2-1<1<+v2+1,0ona hm (V2—-1)" =0 et liril (V2+1)*" = 400 ;
n2ntt
de plus : lim —————— = 0. Il s’ensuit, en utilisant 12c. et ce qui précede, que
n—too (/2 4 1)
25 28
S —T,| < =o0(S—E,).

(1+v2 + (VZ— 1] [(1+v2)>

(T,,) converge donc plus rapidement que (S,,) ou (E,).

e Reste a obtenir un équivalent de S — T}, ; pour ce faire, on écrit, en posant ¢ = sin®u

(C'-difféomorphisme de ]0, Z[ sur |0, 1[), puis v = 2u :

P (—=1)(S —1T,) = /01 Pn—(t) df — /O% 2 cos(2nu) sin(u) cos(u) du

1+t 1 + sin®(u)
_ /% 2cos(2nu) sin(2u) du = /” cos(nv) sin(v) d
0 3 — cos(2u) o 3—cos(v)
On forme enfin F' : [0,7] — R définie par : Yv € [0, 7], F(v) = Bfi?(f:()v). F est C* sur [0, 7], et

en effectuant une triple intégration par parties, Vn > 1
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/ﬂ cos(r0) Fv) dv = _sin(nv)F(v)]” - /ﬂ sin(nv) F'(v) /ﬂ sin(nv) F'(v)

I n n n
[cos(nv)F'(v)]™ /” cos(n’u)F”('U)d
— - =~ 7 — — 7 7 dw
i n2 A n2
r F’ ™ T o F(3)
_ Cos(nvz (v)} +/ sm(nv)3 (v) do.
L n 0 0 n
Cependant Yo € [077T] . F’(U) _ %’ ot [cos(nZ)QF/(v)]g _ (—1)"F/7§72r)—F/(0) _ _2+Z(17:21)n. En

outre, en notant Mz = sup |F®(v)|, on a N Sm(m’iﬂ dv] < @ = 0(%),
ve[0,]

2+ ()" 2+ (L)
4n? 2n2(\/2 + 1)2”.

d’ou finalement | S — T, ~ —P,(—1)

Pour toute remarque ou suggestion concernant ce corrigé, contacter denis.favennec@prepas.org.



