SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

PARTIE I

I1. (X)) = AX & (A + 1) X = Tr(X).I d’ou les deux cas :

e \=—14 Tr(X) =0 et le sous-espace propre associé est de dimension n* — 1 (c’est

un hyperplan). .. ... .

e N -1 A+ 1)Tr(X)=nTr(X) et Tr(X) #0 (X #0 et le cas Tr(X) =0 a été

traité). On a donc A = n — 1 et le sous-espace propre associé est de dimension 1.

I.2. M est somme directe de ses sous-espaces propres donc I' est diagonalisable. ........
Si l'on écrit I" dans une base de vecteurs propres alors on vérifie que

2~ (n—2T —(n—1)Id = 0.

et on tire directement de cette relation la valeur de ™! :

(T = (n—2)1d) = (n—1)1d = T~ — %
soit T7H(X) = LX) ;(_nl— )X (on a aussi (X)) = —X + E;(_Xl) I o
L3. Ona Rg(D(X)) =n < Tr(X) € Sp(X). oo

1.4. a.

I1.1. a.

. . . . b
. Pour terminer, une question calculatoire : soit A = (?; s ) alors, avec X = (Cé )

Sin =2 alors Tl = T

Si X = (Z cci) alors I'(X) = (—db —ac) donc X et I'(X) ont méme polynéome

CATACEETISEIQUE. . ..ttt

Conclusion : RgI'(X) = Rg X (T bij.), det T(X) = det X et SpT'(X) = Sp X.

o

et apres calcul, on trouve que I'(X) = AXTA* est équivalent a

aaa + fab+ afBc+ fBd =d

d

¥ b + ad od = —
Y(a,b,c,d) € C* (Xza+ﬁj +oz_c+ﬁ_ ¢
~vyaa + dab+ yBec+6Bd = —b
VYa + 67b + yoc+ 86d  =a
ce qui est encore équivalent & « = § = 0, /7 = —1 et en tenant compte du fait que
det A =1 et A unitaire, on obtient Sy = —1 et |3| = |y| = 1 d’ou les seules matrices
recherchées A, = (_01 (1)) et Ay = —A; (la vérification est immédiate). ........

Remarque : On aurait pu commencer par la et conclure directement...

PARTIE 11

Si Rg(X) = 1 alors il existe une colonne C; non nulle et toutes les autres sont pro-

portionnelles a C; donc Vi € [1,n], 3\; € C tel que C; = N\;C;. On pose alors © = C;

et y = (\;). = # 0 par hypothese et y # 0 car A\; = 1.

La réciproque est immeédiate. ........... .
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On a Az = zyT2 = Ax en posant A\ = y'z par conséquent Im A = Vect(z). Ensuite

Ker A={z€ FE |y e =0} o

Si A=axy" =2'y'T = A alors Im A = Im A’ donc Vect(z) = Vect(z') i.e. = ax’ et
Y I Y. o

. La, il existe C; et C} deux colonnes linéairement indépendantes et toutes les autres

sont combinaison linéaire de ces deux. Donc Vi € [1,n], I(\;, ;) € C? tel que C; =
)\iCj + ui(]k.

On pose x = Cj, 2z = Cy, y = (Ni), w = (). x et z sont linéairement indépendants
par hypothese, \; = 1, u; = 0 et Ay = 0, pup = 1 permet d’assurer I'indépendance

lindaire de g et wW. ..o

yT
wT

Réciproquement : soit U = [z z x3...x,] derangnet V = [ | de rang n alors
Yn

A=UJV et REA = 2. o

Remarque : on pouvait traiter directement cette question (et de la méme maniere la
question précédente) en écrivant que

Rg(A) =2 < I(P,Q) € GL,(C) | A= P ({)2 8) 0.

Comme ® conserve le rang et Rg(ry') = 1 alors Rg(®(zy")) = 1 donc il existe

(p,q) € E* tel que ®(zy™) =pgT. ..
1

Il n’y a pas unicité car si A # 0 alors (A\p) (XqT) =pqt.

(z1 + 22)yg est de rang < 1 et ® [(z1 4+ 22)yg ]| = prai + p2gs . Si q1 et go Staient

linéairement indépendants alors Rg(p1gi + p2qa) = 2 ce qui est impossible donc ¢; et

G2 SONb 188, .
Soit x € E'\ {0} alors ®(zy]) = pq*.
e Si p et p; sont libres alors ¢ = Aq; (sinon Rg[®((x + x1)y] )] = 2 impossible).
e Si p et p; sont liés alors p et p, sont libres et donc ¢ = Ags. Or ¢o = pgy donce
q = Ao
Dans les deux cas, on peut choisir qog = q1. -

. Le vecteur p dépendant de x est unique car si p’ est un autre vecteur convenant alors

(p—p')gd = 0 donc p = p' (en appliquant le IT.1.a). L’application z +— p est alors
évidemment linéaire donc il existe une matrice A telle que ®(xyy ) = Axg). ... ..

Siz#0,onavuque Ar # 0 donc A est injective donc inversible. ..............

I1.3. Soit py associé & xg, si ®(zy)) = pq’" et p = Apy alors on obtient O(xys) = poq’ en

POSANt @ = AQ . o
Comme au II.2.a, ¢ est unique, x — ¢ est une application linéaire et ¢ = 0 = x = 0 donc

il existe B inversible telle que ®(zyg) =poxTB. .« .ooiiiii i

I1.4. a.

Par 'absurde, on suppose que ¥, et y(, sont linéairement indépendants i.e. y = Ayp.

Quitte a remplacer B par XB’ on aura alors

Azqy = por' B



I1.5. a.

I1.6. a.

III.1. a.
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1
donc Az = \py et BTz = qu en vertu du II.1.ai.e. RgA < 1 ce qui est impossible
carm>2et R A = m. oo

- Reg(®(zyg +a'yy)) = 2 et

®(ryy + ') = Awgy + por’' B
= pogy +por’ B
=po(qp + 2" B)
qui est de rang 1 donc I'hypothese H est inacceptable. ..........................

D’apres la question I1.4, on est, pour tout y, dans le cas de la question I1.2 donc on

peut écrire
®(zy") = Ayaq”.

Si (z,2’) est une famille libre alors Rg (®(zyg + 2'y")) = 2 (cf. question IL.1.b)
or ®(zyd + 2'y") = Azql + Ax'q" est de rang 1 si (go,q) est liée donc (qo,q) est
nécessairement libre. .. ...

Le choix de A; n’est pas unique (on remplace ¢ par % et Ay par AAy). ..........

. Comme ® [x(yo —I—y)T} = Azqy + Ajzq", pour tout z # 0, Rg (qug +A1$QT) =1

et, comme (qo, q) est libre, alors, vu le II.1.b, Az et A;x sont liés soit z et A~ 1A x
sont liés. A71A; est une homothétie et donc on peut choisir A, = A. ...........

Le vecteur ¢ est alors unique (méme chose qu’en I1.2.c) et I'application y +— ¢ est
linéaire donc il existe B (inversible comme au I1.2.c) telle que ¢ = BTy d’ou

®(zy") = Avy'B

ol A et B sont deux matrices Inversibles. . ...

. Soit X € M alors, si on pose x; = C1,...,z, = C, (ou les C; sont les colonnes de X)

et (y1,...,yn) la base canonique de C" alors X = >_ z;yf donc
i=1

Zcb ziyl) (Z iy, ) B=AXB.

Rg(®'(X)) = Rg(P(X)) donc ' conserve le rang. ...,

Ensuite ®'(X) = BTzpl, on se retrouve dans le cas de la question I1.5 et on en

retrouve les conclusions : @ (X) = BTXAY. ... ... ...

. On a donc ®(X) = AXTB (d’on deux formes possibles pour une application ® con-

servant le rang ®(X) = {AXTB e
AXB

PARTIE 111

On a {é:ﬁég donc pX +Y = P(pJ, + K)Q d’ou

det(pX +Y) = det Pdet Q det(pJ, + K) = Ap".
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b. On sait que V(X) = P'J,Q’, on pose aussi ¥(Y) = P'K'Q’" d’ou
p+an

det(p¥(X) + ¥(Y)) = det P’ det @’ K
P + Qs
Ko K3
qui est un polynome de degré < s. ...
Or det(p¥(X) + U(Y)) =det(V(pX +Y))=Ap" donc r < 8. ovvvvviiiiiinn...

Si s =0 alors r = 0 donc V¥ est injective et comme on est en dimension finie, ¥ est

D CtIVE. o

c. U~! conserve aussi le déterminant. Or, on vient de voir que Rg(¥(X)) > Rg(X), on

a aussi Rg(U~1(X)) > Rg(X) d’ou I'égalité Rg(¥(X)) = Rg(X). ....coovvrn....
Vu les résultats de la partie II, on a donc
AXB
U(X)= 4 ou avec det Adet B = 1.
AXTB
III.2. On remarque tout de suite que, si ¥ conserve le spectre, alors W conserve le rang et le
déterminant.
a. On a det(pl — GU(X)) = det G. det(p¥(I) — (X)) = det G.det(p] — X) .......

d’olt, en posant Y = U(X),
Sp(GW(X)) = Sp(GY) = Sp(X) = Sp(Y)
et comme W est bijective, ceci est réalisé pour tout Y de M. ...................

b. Avec X = I on obtient Sp(G) = {1}, G est donc semblable & H = . En

posant G = PHP™! et X = P~'Y P on peut écrire :
Sp(GY) = Sp(PHP™'Y)
= Sp(PHXP™') = Sp(HX)
(le spectre de deux matrices semblables est le méme)

=SpY =5SpX

donc

Sp(HX) = Sp(X) pour tout X de M.
Supposons H # I alors si aj3 # 0 (par exemple), on prend X = Fis, Sp(X) = {0} et

a2
ax—=|1 , Sp(HX) = {ai2} ce qui est impossible donc G est semblable a [
0 0
e, G=Tie W) =1, .o
Si on revient a I'expression du 11, AB = I donc

AXA!

U(X)= ¢ ou :

AXTAY



