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PREMIERE PARTIE

(=) On prend ¢,, = sgn (z,,), dans ce cas e,z,, = |z,| donc Y _ |z,| converge.
(<) > e, est absolument convergente donc convergente.

Montrons que > x,, est inconditionnellement convergente ssi »  ||x,|| converge.

(=) On prend une base B de E et, comme les normes sont toutes équivalentes, on choisit
(sans restreindre la généralité de la démonstration) ||z|| = ||z]l« dans cette base. Si on
éerit @, ; les coordonnées de z,, dans la base B de E alors ) | x,; est inconditionnellement
convergente donc absolument convergente vu la premiere question et ceci pour tout i.
Comme chaque série coordonnée est absolument convergente, on en déduit que ) x,, est
absolument convergente.

(<) La réciproque est évidente.

N
™ = (0,. "707n+r1707 ...) donc Z:O&‘nx(”) = (€0, 5+ » 747, 0, ) qui converge vers la
ite 2 € co défini =k S e !
suite z € ¢y définie par x), = car ||z — T = —.
’ P = = . N+2

Conclusion : la série > 2™ est inconditionnellement convergente.

1
On a ||z = 1 et la série Y ||#(™||o diverge. Ceci prouve qu'en dimension infinie
n

on n’a pas 1’équivalence de la question 2.

DEUXIEME PARTIE

K est un compact (fermé borné en dimension finie), ® est continue (A +— det A est
continue en tant que fonction polynomiale, u — A est continue en tant qu’application
linéaire en dimension finie et x — |x| est continue) donc ® est bornée sur K et atteint ses
bornes.

Conclusion : il existe uy € K tel que sup ®(u) = ®(uyp).

uceK
L I 1
On a évidemment ®(/) = 1. On pose alors w = T € K, d(w) = Ml par
w n
conséquent ®(ug) > P(w) > 0 et en conclusion ug est inversible.
On remarque que si |||w]||| < 1 alors ®(w) < $(ug) (en effet, en posant v = |||w||| alors
w

O (w) = |||w]||™ ®(v)) donc, comme |||ug+ev||| < 14¢|||v]|| (inégalité triangulaire) alors,

<1 <®(uo)
en posant w = ot Ev on obtient
1+ elffol]]
det (M)‘ < | det ug|
1+ elffoll]

soit | det ug| det(I +eug ' ov) < |detuo|(1+€|||v]||)™ et on obtient le résultat demandé en
simplifiant par | det ug| > 0 (si det(ug + ev) = 0, c’est immédiat).
Remarque : on a noté detuy le déterminant de la matrice de uy ce qui correspond ici a

une notation impropre car ug n’est pas un endomorphisme.
1
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Résultat classique sur les polynomes caractéristiques que 'on peut également démontrer
en dérivant la fonction polynomiale P(t) = det([, + tA) ou A est la matrice de f dans la
base canonique de R™:

P(t) = det(C’l(t), N Cn(t)) avec Cz(t) = (tali, ey 1+ taii, c. ,tam)T

ona P(0)=1et
P'(t) = Zdet(C’l(t), O, .., Cu(t) avee CUt) = (a1, - - - Giy - - - Qi)
i=1

donc P'(0) = Tr(A) puisque det(C1(0),...,C%0),...,Cy(0)) = a; et finalement
det(Id+tf) = 1+t Tr(f) + o(t) car P(t) = P(0) 4+ tP'(0) + o(t).
On rassemble les résultats des deux questions précédentes

1+ tTr(uy'ov) +o(t) = det(Id +tf) < | det(Id +tf)] < (1 +t][|v]|])"

[l[vll[+o(t)
=1+nt|||v o

soit, en soustrayant 1 et en divisant par ¢ > 0, on obtient Tr(uy" o v) < nf|jv]|| + o(1) et,
en passant & la limite quand ¢ — 07,

Tr(uy ' o v) < nll[vlll.

Ensuite on a sup{Tr(uy' ov) | v € L(¢4, E) avec |||[v]|]| < 1} < n or, pour v = ug on a
égalité donc

sup{Tr(ug' ov) | v € L(Ly, E) avec |||v]|]| <1} =n

TROISIEME PARTIE
a. Soit v = ug o P, on applique le I1.5, d’ou
Tr(ug ' ov) = Tr(P) =n —i < nl||lugo P|||

ce qui donne le résultat.

b. |||ug o P||| = sup [jup o P(z)|| et comme la spheére unité est compacte, la borne
llzl|l2=1
supérieure est atteinte donc 3z € 5 t.q. ||z||2 = 1 et |||ug o P||| = |Jug o P(x)||.
P
P(z) # 0 car |jugo P(x)|| > 0, on peut alors poser y = ﬁ € FtcarImP = F+.
T)|2
Comme ||P(z)]|s < 1,o0n a:
|ug o P(x)| n—i
luoW)Il = == = lllwo e Pll| = et [lyll2 = 1.
1P()]l2
On sait qu’il existe un vecteur y; € E t.q. ||yil2 = 1 et ||uo(y1)|| = 1. Soit F' = Vect(y;)
alors, grace & la question précédente, on sait qu’il existe y, € F* t.q. |yallo = 1 et
n—1

luo(y2) |l > . En outre on a (y1]y2) = 0.

On procede alors par récurrence. Supposons construite la famille orthonormale (y1, . . ., yx)
. . n—j+1 o
vérifiant Vj € [1, k], |luo(y;)|| > DT On prend F' = Vect(yi,...,yx) et on choisit

n—=k

Yr+1 & l'aide de la question II1.1.b. On a effectivement ||ug(yg+1)| > s Nyksalle =1
et (y;|ye+1) = 0 pour j < k car ypy1 € F-. Ceci acheve la récurrence.

Conclusion : on a ainsi construit une base orthonormale (yi,...,y,) de ¢4 telle que

n—j+1 :
[Juo ()|l = pour tout j € [1,n].
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—7+1 — 1 — 2 1
IIL3. Sij <malors "= Lo m=mEL  n= /2] oo gone — 1
n n n Huo(y
Posons b; = 4 b? <4a?. Ona > aw; = Z biuo(y;) = uo (Z blyz> d’ou
[uo(yi)” i=1 i=1 i=1

E a;V;

i=1

iYi

< |[Juoll]-
~——

=1

=(3° b)1/2 car (i) b.on.
=1

QUATRIEME PARTIE

[

c
IV.1. On peut prendre ng =0 car »_ ¢ = T c?
n>0

La suite u, = Y ¢2 est décroissante de limite nulle.
n>p

On prend n; = 1 (qui convient bien ici) puis, par récurrence sur k, si on a choisi ny on
prend pour ny4 1 le plus petit entier > ng + 1 tel que uy,,,, < 24~ (k4D

IV.2. Soit F} un sous-espace vectoriel de E de dimension 2(ngy1; — ng) — 1 (ceci est possible
car E est de dimension infinie), on a vu au III que I'on pouvait définir une suite v,, 4, de

vecteurs de norme 1 telle que, pour tous réels an, 41, ..., ay,,,, on ait
NE+1 N1 1/2
2
E a;v; || <2 E a;

ce qui est le résultat attendu.

IV.3. Posons x, = ¢,v, et montrons que, quelque soit le choix des ¢, la série Y e,x,, converge.
m+p

Y. Enln '
=m

que ng + 1 < m et ny le plus petit entier tel que m + p < ny, alors, en prenant la propriété
du III.2 avec a, = epcpsim<n<m-+peta,=0sin,+1<n<mona

N1 1/2
<2 (Z ) < 2e27k,

n=m

On utilise le critere de Cauchy, majorons . On note ny, le plus grand entier tel

N1

E EnTn

demémeavecan2081m+p<ngnhona

1/2
m-+p m-+p
g Enlnll <2 E ci < 2¢2~(h=1)
’I’LZ’I’Lh,1+1 ’I’LZ’I’Lh,1+1

D’ou, en utilisant 'inégalité triangulaire

m-+p

E Endn

n=m

S 20(2716 4 27]671 N 27(h71))

< 4¢27F,

la série vérifie bien le critere de Cauchy, elle converge.



4 CORRIGE DE L’EPREUVE DE MATH ENSAE 2001

1
IV .4. 1l suffit maintenant de choisir ¢, = ———t

n
Remarque : ceci généralise le résultat du 1.4.

CINQUIEME PARTIE

V.1. e A(T) est un sous-ensemble non vide minoré de R, il possede une borne inférieure
(7).
e Montrons que 7(7") € A(T).
Soit h > 0 alors 7(T)+h € A(T) (en effet, A(T) est un intervalle de R car si C' € A(T)
alors VC' > C, C" € A(T)). On a ainsi

et on sait que I'on peut permuter les quantificateurs V donc V(zy, ..., x,) € X?,

Z&‘Jx] ; € = j:l}

i Lj

V(z1,...,2,) € XP, Z||T(xj)||'§( (T) + h) sup{

j=1

Vh> 0, Y I T(z)| < (n(T) +h) Sup{

J=1

et quand A — 0, on obtient

V(zy,...,2,) € XP, ZHT )" < (T sup{

J=1

soit m(T") € A(T) c.q.f.d.

V.2. On prend p = 1 alors || T(x1)||" < w(T') sup{||e1z1]| ; €1 = £1}. Soit T est continue et en
——

=[lz1 |

outre |||T]|| < 7(T) (et en général, on n’a pas égalité, cf. V.5).

V.3. On note AS(X,Y’) 'ensemble des applications absolument sommantes de X dans Y.

e AS(X,Y) # () car application nulle est absolument sommante et si 7(7T") = 0 alors
T = 0 or, vu l'inégalité de la question 2, 7(T) = 0= |||T||| =0=T = 0.
e SiT e AS(X,Y) alors AT € AS(X,Y) et on a w(AT) = |A\|7(T") (évident).

e Montrons I'inégalité triangulaire (et la stabilité pour +) :

p

DT+ U)(ay)ll < Z 1T ()l + Z 1U ()]

j=1
sup{ il 5j:i1} sup{

< [n(T) 4+ =n(U)] sup { iijj g5 = il}

donc T+U € AS(X,)Y) et n(T +U) <7n(T)+n(U).

iLj

=
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p p p
V.4. > | fi] est continue sur [0, 1] donc Iz € [0, 1] tel que > | fi(xo)| = || | fil
- i=1 i=1

. On pose

[e.o]

7=1
| fi(zo)| = € fj(z0) ot &) = £1 selon le signe de f;(zp). On a ainsi

Z |fj($0)| = Z’f}fj(ﬁo)

p
<|[2_eif;
i=1 o
p
< sup Zejfj ; g5 ==*1
j=1

[e.e]

p

1P
Comme /0 Z |fi(z)|de < Z | fj(xo)] alors
=1 j=1

ST = [ 1) < 3 e

< sup ; g5 ==1

[e.9]

V4
> el
j=1

donc J est absolument sommante et m(.J) < 1.
Enfin en prenant f =1 qui appartient a X on obtient

L=/l <7 (D[ flloc = 7(J).

Conclusion : 7(J) = 1.

V.5. C’est une conséquence immédiate de la partie I.
En effet, la série Y 2™ est inconditionnellement convergente mais n’est pas absolument

P .
convergente. On a X, = > g2 = (g,. .., %,O, ...) donc || X,|| = 1. Or s'il existe
j=1 p

P :
7(I) alors les sommes partielles > || I(z")) || sont majorées et cela entraine que la série
j=1
—20)

Zx(j) est absolument convergente ce qui est faux.

P
V.6. a. Soit M, = || €;z;|| (la borne supérieure est atteinte car on opére sur un ensemble
3=0

fini) on utilise alors I'inégalité suivante :

p p
E 6j[L‘j = 1|2 E 6j[L‘j
Jj=0 Jj=0

2

p p
= E €5Tj + Tpy1 + g E;Tj — Tpy1
j=0 7=0

p
+ Zgjxj — Zpy1|| < 2Mp4
§=0

p
< E €% + Tpy1
Jj=0

ce qui donne effectivement M, < M, ;.
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b. On raisonne par ’absurde en supposant que ligrn M, = +o0.
p—-+oo

Montrons par récurrence sur n qu’il existe une suite (p,) d’entiers strictement crois-

Pn
sante et une famille (¢;) € {—1,+1}" telle que || g;2;|| > n.
j=0
e n =0 : immédiat.
e On suppose la propriété vraie a l'ordre n. Choisissons p,.1 > p, tel que

Pn+1

/ _ /
M, Zo elxj|| et on pose g; = ¢
j:

Pn+1

> 1+n+2M,,. On écrit que M,

Pn+1 =

pour j € [pn, + 1, pny1].
On a alors

Pn+1 Pn+1 p
P— / Ppp—
E €j$j = E €j$]
J=0 Jj=0 J
Pn+1

Z has|| — 2M,,
=0

> M

Pn+1

n Pn
/
€T + g €T
0 j=0

v

—2M,, > n+1.

Conclusion : la série >z, n'est pas inconditionnellement convergente ce qui est
contraire a I’hypothese donc la suite M), est croissante et majorée donc convergente.
c. Si T est absolument sommante et ) z,, inconditionnellement convergente alors, en

notant M = sup M, qui existe d’apres la question précédente, on a
peN

Z 1T ()" < = (T)M

donc la série Y ||T'(z;||" est convergente.

V.7. e OnavuaulV.4 que dans un espace de Banach de dimension infinie, il existe une suite
(x,,) de vecteurs inconditionnellement convergente mais non absolument convergente.
e On vient de voir a la question précédente que, si I est absolument sommante alors

toute suite inconditionnellement convergente est absolument convergente.

On a donc l'implication suivante : si I'identité d’'un espace de Banach est absolument
sommante alors cet espace est de dimension finie.
Montrons la réciproque : supposons que dim £ = n, on munit £ d’une base et on choisit

p p
la norme 1 associée, on va montrer que Y ||z;||1 < nsup{|| > ¢;z;|| }.
j=1 j=1 1
p p n n P
Bu e, 3 o = 3 (£ ol ) = 5 (£ bl ).
J=1 j=1 \i=1 i=1 \ j=1

) p
Soit ig tel que ) |z;,;| = max Z |z;;| | et prenons ¢ = sgn (z;,;) alors, vu que 'on a
J=1 ‘ j=1
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p n p p
évidemment n ) |z;;] = Y ( \xw\> = > |lz;|l1, on en déduit que
j 1 j=1

7j=1 =1 j=

n

p
= E E €5
1 i=1]j=1
p
25 ‘xioj‘
j=1

1 p
> ;Z [z
j=1

Conclusion : [ est absolument sommante.
Finalement on a I’équivalence : 'identité d'un espace de Banach est absolument sommante
ssi cet espace est de dimension finie.

p
E :€j9€j
j=1

SIXIEME PARTIE

VI.1. Soit u; = ug o w.

e 1, inversible : évident.

e ||[lugowl||| = sup |ugow(x)|| = sup ||uo(y)|| = |||uol|| car w est bijectif et conserve
[[z]l2=1 llyll2=1
la norme.
o Tr(u;'ov) =Tr(w  ouy'ov) = Tr(ug' ovow™) < nl|lvow™!||| = n|||v]|| car w™*

est aussi un automorphisme orthogonal.

VI.2. a. Classique : f* o f est diagonalisable (endomorphisme autoadjoint) et il existe une
base orthonormée dans laquelle M (f* o f) = Diag();) avec A; > 0. On prend pour s
I'endomorphisme de matrice Diag(y/A;) dans cette base. s est bien symétrique défini
positif (donc inversible).

b. Soit u = fos talors u* = s to ffet utou=s"1of*ofos ' =1Iddoncu est
orthogonal et f =wu o s.

VI1.3. On applique la question précédente a f = u, Loy,
VI.4. Onas=u"'ou;' ouy et s symétrique > 0 d’on

| det uq|

0 < dets = |dets| =|detu .

car le déterminant d’un automorphisme orthogonal vaut +1. Or, par définition, | det ug| >
| det uq| donc det s < 1.
Enfin, comme s~ = u; ! o (ug o u) on éerit
Tr(s™") < nllug o ull| = nllluoll] = n.
cf V.1

VI.5. Classique : on prend le logarithme et on utilise sa stricte concavité. Il y a égalité pour
to=...=t,.

VI.6. Si \j,...,\, désignent les valeurs propres de s (A; > 0) alors dets = A;...\, < 1 et
1

1
Tr(sfl):/\——k----I—)\—Sn.
1 n
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1
Si on applique l'inégalité de 5 a t; = — on obtient

Ai

n 1/n n
1 1
1< — <—E A < 1.
_<g)\k> _nk=1 £

On a ainsi égalité dans I'inégalité du 5 ce qui signifie que \y = ... =\, = 1.
Conclusion : s = I (s est diagonalisable et admet une seule valeur propre 1) et u; = ugou
donc il y a “unicité” de ug a un automorphisme orthogonal pres.



