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I.1.

I.2.

I.3.

1.4.

TN

Partie I. Somme de parties

. Par récurrence sur n en utilisant la formule de Pascal.
. On associe a un t-uplet a = (aq, ..., a;) d’entiers naturels la suite finie a valeurs dans

un ensemble a deux éléments {e, |} :

(,O(CL):(0---0|.---.|,,,|0---0),
a1 fois  ag fois at fois

Cette association définit clairement une bijection entre les suites finies d’entiers na-
turels et les suites finies a valeurs dans {e, |}. Et cette bijection envoie les t-uplets de
somme N sur les (N + ¢ — 1)-uplets comportant N symboles e et t — 1 symboles |. Il

N+t-1
y a * ) tels (N +t — 1)-uplets, d’ou le résultat (cf. sujet d’étude n "3 sur
I'algebre élémentaire).

1 /(N+t—-1
( +N > = %(1 + %) (T4 %)(1 + %) décroit par rapport a t a N fixé,

1 1 N+t-1
vaut 1 pour ¢t = 1 et tend vers i lorsque t — oo d’ou MtN < ( +N ) <tV

. Soit x € G, AN (z — B) # 0 car la somme de leurs cardinaux dépasse Card G ; il

existe donc a € AN (x — B) et b € B tels que a = x — b, c’est-a-dire x = a + b. Ainsi
G C A+ B et l'inclusion inverse est triviale.

. G=17Z/2Z, A= B = {0 mod 2}.
.Sibe BonaA+bC A+ B dou Card(A) = Card(A +b) < Card(A + B). De méme

Card(B) < Card(A + B), ce qui donne la premiere inégalité.
Par ailleurs I'application (a,b) — a + b induit une surjection de AxB sur A+ B d’ou
Card(A + B) < Card(AxB) = Card(A) Card(B).

. La suite (Card(kA)) est croissante d’apres la question précédente.

Pour prouver la derniere inégalité on note t = Card(A4), A = {x1,...,2¢}, et on
remarque que tout élément x de nA s’écrit d’au moins une maniere sous la forme
r=a1r1+- -+ @ o ay,...,a sont des entiers naturels tels que a; +---+a; =n
(réordonner une décomposition de x). Ainsi Card(nA) est majoré par le nombre de

+t—-1
t-uplets (ay,...,a;), soit par (n ) d’apres 1b.
n

.SiA={a,...,a,} et B={by,...,b,} avec avec a; < --- < a, et by < --- < b, alors

al—l—bl<a1+b2<'--<a1+bq<a2+bq<---<ap+bq,

donc on a ainsi mis en évidence p + ¢ — 1 éléments distincts dans A + B.

. Avec les notations précédentes, si on a Card(A + B) = p + ¢ — 1 alors en posant

C={a1+0by,...,a1 +bg,a2 +by,...,a,+b,}, C C A+ B et ces deux ensembles ont
meéme cardinal, il sont donc égaux. Les nombres as + by, ..., a2 + b,—; forment une
suite strictement croissante dans cet ensemble, strictement comprise entre a; + by et
as + by, d’olt ag +b; = a1 + b;41 pour 1 < ¢ < ¢. En particulier b;41 —b; = as —a; donc
les éléments de B forment une suite arithmétique de raison d = ay — a;. Par symétrie

des roles, les éléments de A forment une suite arithmétique de raison by — by = d.
1
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I.5. a. 0 € H est évident. Stabilité : si hy et hy € H alors hy + (he + A) = hy + A = A.
Symétrique : si h+ A= A alors A= —h + A.
Deplussia € H,ona H C a — A donc H est fini et Card(H) < Card(A).
b. On a Card(A+b) = Card(A) < Card(A+B). Or A+B C A+b+H = A+H+b= A+b
d’'ot A+ B =A+beton abien Card(A + B) = Card(A).
Réciproquement, si Card(A + B) = Card(A), soit b € G et B = B —5b. On a
A+ B = (A+ B) — b contient A car 0 € B’ et est de méme cardinal que A par
hypothese sur B, d’ou A+ B’ = A, c’est-a-dire B’ C H. Et donc B=b+ B C b+ H.
1.6. Positivité :
Card(A — B) > max(Card(A), Card(—B)) = max(Card(A) Card(B))
> /Card(A) Card(B)
d'ou dr(A,B) =0
Inégalité triangulaire : soit 'application ¢ : (z,y) € (A— B)x(B—-C) — 2 —y € G.
Siz=a—ce& A—C alors pour tout b € B on a z = p(a — b,b — ¢) donc z a au moins
Card(B) antécédents distincts par ¢. On en déduit :
Card(A— B) Card(B—C) = Z Card(yp Z Card(y¢ ™" (2)) > Card(B) Card(A—C).
zeG zeA-C
En divisant les deux membres extrémes par y/Card(A) Card(B)+/Card(B) Card(C) puis
en prenant les logarithmes, on obtient I'inégalité triangulalre demandee
1.7. Sidg(A, B) = 0 alors Card(A— B) = max(Card(A), Card(B)) = /Card(A) Card(B) d’ott
Card(A) = Card(B) dans un premier temps puis Card(A B) Card(A) = Card(B).
D’apres 5, —B C —b+ H4 ou —b est un élément quelconque de —B et H 4 le sous-groupe
associé a A en ba.
Ainsi B C b— Hy = b+ Ha, puis Card(B) < Card(H,) < Card(A) = Card(B), donc
B=b+Hy, deméme,sia € A, A=a+ Hg. Enfin, si gy € Hy alorsa+gs € A=a+ Hp
donc g4 € Hg i.e. Hy C Hp et par symétrie, Hy = Hp.
Réciproquement, si A = a+ H et B = b+ H avec a,b € G et H un sous-groupe fini
de G alors A— B = (a—b)+ H, d'ou Card(A) = Card(B) = Card(H) = Card(A — B) et
dr(A, B) = 0.
Partie II. Valeurs aux entiers de formes quadratiques définies positives
IT.1. Soit M la matrice de (vy,...,v,) dans la base canonique (ej,...,e,) de R™.
La famille (v7,...,v,) est une base entiere si et seulement si M € M, (Z) et ef,..., e,
sont combinaisons linéaires & coefficients entiers de (v7, ..., v, ),
soit si et seulement si M € M, Z et il existe P € M, Z telle que MP = I,.
Dans ce cas, det(M) det(P) = 1 donc det(M) € {—1, 1} car les deux facteurs sont entiers.
Réciproquement, si M € M,,(Z) et det(M) = £1 alors P = det(M)‘com(M) € M, (Z)
et MP = I, donc (v7,...,0,) est une base enticre.
I1.2. Lorsque s(7') = 1, ¥ est au signe prés un des vecteurs de la base canonique et il existe

s —
donc une base entiere commencant par v’.
. . —> 7 [N
Supposons la propriété vraie pour tout vecteur v a coordonnées premieres entre elles tel
que s(7 ) < N et considérons v = (ay,...,a,) € Z" & coordonnées premieres entre elles
avec s(v) =N > 1:
.. . , — . .
Soit iy tel que |a;,| soit minimal parmi les coordonnées non nulles de v" et j # iy tel que
. . . — — — , —
aj # 0 (j existe sinon v = a;,€;, avec |a;,| = s(v) > 1 donc les coordonnées de v" ne
sont par premieres entre elles).
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On note a; = qla;,| + r la division euclidienne de a; par |a;)| et on considere le vecteur

— — — NI
W= v+(r—aj)e; =Y ae;+(a;—qla;,|)e; (c’est-a-dire le vecteur obtenu en remplagant
i#j
—_ 7z
a; par r dans v et en conservant toutes les autres coordonnées).

n
Comme 0 < 7 < |a;,| < |a;], on a s(wW) < s(¥) = N. De plus, si 3 a;b; = 1 alors
i=1

D aibi + aig(1+ @)y, + bi(a; — glag|) = 1,

1710,J
donc les coordonnées de w sont premieres entre elles. Par hypothese de récurrence il existe
une base entiere commencant par w, donc une matrice M € M, (Z) de déterminant +1
dont la premiere colonne représente le vecteur w.
Soit P = I,,+sgn(a;,)qE; i, la matrice de I'opération élémentaire L; < L, +sgn(a;,)qL;, :
on a P € M,(Z), det(P) = 1 et la premiere colonne de PM représente v .
Enfin PM € M, (Z) et det(PM) = £1 donc PM représente une base entiere qui com-
mence par v .

Remarque : Victor nous propose une autre démonstration. Toujours par récurrence mais
. . . N ’ . —_
sur n cette fois-ci. On fait '’hypothese de récurrence suivante : pour n > 1, v; € Z" de

, RN . . “ — —

coordonnées premiere entre-elles dans leur ensemble, il existe une base entiere (v7, ..., v,)
. N . . —_ . —_ —_

et, quitte a multiplier v{ par —1, on peut supposer que la matrice M,, = (v1|...|v,) admet

un déterminant qui vaut 1.

e n=1: immédiat (on peut éventuellement multiplier v; par -1).
e On suppose la propriété vraie a l'ordre n — 1, n > 2. Soit d = a1 A ... N\ ap_1,
on a par hypothése d A a, = 1 soit, il existe (u,v) € Z* tel que ua, + vd = 1.

—
alors, avec M/ | la matrice issue de la récurrence, formée a partir du vecteur v} /d

ou v_{ = (ai,...,a,_1) et en multipliant la premiere colonne par d, on peut poser
—uay/d
M, = M;,_4 :
—Uay,_1/d
a, 0 ... 0 v

En effet, en développant par rapport a la derniere ligne, on a a,(—1)""!det M” | +
vdet M, . Or det M]_, = d et M) _, s’obtient a partir de M],_, en faisant la per-
mutation circulaire ¢! ot ¢ = (1,2,...,n) et en multipliant la derni¢re colonne par
—u/d. On a ainsi det M | = (=1)""tu/ddet M!_, = (—1)""u et, par conséquent
det M,, =1 c.q.f.d.

I1.3. Soit A la matrice (symétrique) de ®, M la matrice de u dans la base canonique et X celle
d’un vecteur de R™ alors ®(z) = ‘X AX et Pou(x) ="'X'MAMX d’on

disc (®1) = det "M det Adet M = det M?* det A = det(u)*disc (®).

11.4. a. ® étant définie positive, V/® est une norme sur R™.

En particulier, A = {%" € Z"\ {0} tq ®(7") < ®(e])} est une partie bornée de Z",
non vide, donc finie. Ainsi il existe v; € A tel que ®(v;) est minimal.

Alors pour v € Z"\ {0}, on a ®(V) > ®(v7) si v € Aet ®(V) = ®(ey) > ®(v7)
si v ¢ A. Ceci prouve que ®(v;) = min{®(v'), ¥ € Z" \ {0}} et ce minimum est
strictement positif car v; # 0 et ® est définie positive.

b. II suffit de prouver que les coordonnées de v7 sont premieres entre elles.
De fait, si d est le pged des coordonnées de vy alors d > 0 car v; # 0 et v7 /d € Z™\{0}.

Donc ®(v7) < ®(vy/d) = ®(v7)/d?, d'ott d < 1 et donc d = 1.
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Soit f la forme polaire de ®.
Pour x¢,...,x, € R on a, en notant 7:@1}_2)—1—---—1—20”@ :

q’(l‘l’U_f +- iL“nUn) = 951<D(U1) + 2951f(U17 ) + @(7)

d.

= @

= m(®)(z1 + f(vu Y)/m(®)* + @(Y) = f(01,Y)*/m(®).

N S
-~

L1(11, HTn) @1 (x2,...,2n)

On reprend les notations de la question précédente.
Soit (79,...,2,) € R* T et 1y = —f(v1, ¥)/m(®), ®1(xs,...,2,) = P(x10] +7) >

Oy (x9,...,x,) = 0si et seulement si T 0] + 7 = 0, soit si et seulement si 7 0, SOlt

encore si et seulement si 9 = --- =z, = 0. Donc ®; est définie positive.

Considérons a présent les endomorphismes u, v de R™ définis par
uw(wy, ... xn) = (L(x1, ..., 00), Zoy oo, X)), (T, .., ) = 2107 + -+ + Ty 0y

On a det(u) = L(1,0,...,0) = 1 et det(v) = det,_ z=)(v1,...,v,) = +1 car
(v1,...,0,) est une base entiere.

Notons enfin @ (z1,...,z,) = m(®)2? + &1 (zs,...,2,). Avec 3, on obtient :

disc(®) = disc(®) det(v)? = disc(® o v) = disc(P o u)
= disc(®}) det(u)? = disc(®)) = m(P)disc(®,).

Prendre pour z; l'entier le plus proche de —f(v1, y)/m(®).

Soit (z2,...,%y) E Z" 1\ {0} tel que @y (zo,. .. xn) = m(Py) et x; € Z tel que
|L(xq, ... :L‘n)| <3

On a donc m(®) < ®(z101 + - + z,0,) < 2m(®) + m(Py), ce qui donne l'inégalité
demandée.

. Avec 4d et 4f on obtient

m@®)" _m(®) (é)“ m(®)"
disc(®)  disc(®;) ~ \3 disc(®y)’

o))" o, )"
3)1+'"+(n_1)7m( ) < (%)IJF'"JF(”_Q)L( V qui est une fonction décroissante

d = < -

one (3 disc(®) disc(®y)
de la dimension.

Pour n =1 elle vaut clairement 1, et 'on en déduit I'inégalité demandée (inégalité de

HERMITE).

. Pour n =1 c’est évident.

Pour n > 1 on choisit v; € Z" \ {0} tel que ®(v;) = m(®) et on complete (v7) en
une base entiere (U_f, cee U_n)) Soit ®; la forme quadratique sur R"~! définie en 4c.
Par hypotheése de récurrence il existe une base entiere (us, ..., u,) de R"! telle que
Oy (u3) ... 01 (uy) < (%)("fl)("”)/zdisc(él).

Soit u; = (w9,...,%in) et 2,1 € Z tel que |Ly(zig, ..., Tin)| < % On pose alors
w; = xmv_f + -+ xmﬁ et on vérifie que (v7,ws, ..., w,) répond au probleme :
ona ®(w;) = m(P®) L3 (w1, ..., Tin)+P1 () < P(w;)+P(u;) done ®(w;) < §P1(u;).
Ainsi :

BT .. () < m(®)(2)18, () .. By(@) < (20D 2dise(D).

Si v € Z", il existe des entiers aq, ..., q, tels que v = ayv] + -+ a,v, et il existe

des entiers By, ..., 3, tels que (ag, ..., an) = Biug + -+ - + Buit,. Alors :

Qo3 + -+ + U, = ﬁ2(172> - $2,1U_1>) + -+ 571(?771 - $n1?f_1>)

. — . . o, N . . — — —
Ceci prouve que v est combinaison linéaire a coefficients entiers de (vy,ws, ..., w,)

et donc cette famille est bien une base entiere de R™.
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Partie III. Transformation de Fourier et somme d’ensembles

ITI.1. Calcul immédiat.

II1.2. a.

I11.3.

I11.4.

I11.5.

b.

Y f@e = Y fhwt = Y f()w®®?. La somme in-

TEZL/nZ TEZL/nZ bEL/nZ bEZ/NZ x€Z/nZ
terne vaut 0 si b # a et N f(a) si b = a donc la somme double vaut N f(a).

Y f@a=2) =" Y fl@glaw ™ =>" Y fa)glaw
T€EL/nZL 2€Z a€Z/nZ a€”Z z€Z/nZ
— Y Nfa)gla)
a€Z/nZ
Frg@) = > (Fxg)aw= > > fb)gla—bw
a€Z/nZ a€Z/nZ bEL/nZ
=D D fBgla—bwr= 3 > fHglowo
bEZ/NZ a€Z/nZ bEZ/NZ cEZ/nZ
= (X roe) (X g(c)w“) ~ f(@)j(@).
beZ/nZ cEZ/nZ
On peut remarquer que % = ?(—x) et on utilise le 2.a (merci Martin) d’ou
Z/ |[fa(@))> = bz N = N Card(A).
TEL/nZ aca b=a

Ensuite, un peu de calcul

D M@= 3 > D > D W= 5 > > N

x€L/NL z€Z/nZ a€A bEA cEA deA a€A bEA c€A d=a+b—c

= N Card{(a,b,c,d) € A*tqa+b=c+d}.
Onademéme Y |f(x)|[*w ™ = N Card{(a,b,c,d) € A*tqa+b—c—d =t} donc

z€Z/nL
il existe t € 24 — 2A ssi cette somme est non nulle.

Si z € X alors (x1,...,2,2) n'est pas indépendante au sens de ’énoncé, donc il

K
existe €1,...,&x,6 € {—1,0,1} non tous nuls tels que > e;z; +ex =0. Onac # 0
i=1

K
car (z1,...,x,) est indépendante, d’ou x = > (—eg;)x;.

. On apoura € Z: dy(amod N) = +d(a, N_Z) ou d est la distance ordinaire sur Z.

En particulier dy satisfait a I'inégalité triangulaire.
Soit x € B(K,r/k) : dy(az) < r/k pour tout a € K, donc dy(azx) < r pour tout a de
K

la forme a = ) g;x; avec g; € {—1,0,1}, en particulier pour tout a € X. Ceci prouve
i=1
B(K,r/k) C B(X,r).

Dériver deux fois.

. La courbe de y — exp(ty) est au dessous de sa corde entre les points tels que y = —1

et y = 1 d’ou, avec le polynome d’interpolation de Lagrange

y—1 y+1 F(1)—-F(-1) F()+ F(-1)
—9 o FED+ 2 2 + 2

ysinh ¢ 4 cosh t.

F(1) =

F(y) <
<
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oo t2n oo 2n

c. cosh(t) = nz::O 2n)] < ;::0 ST = exp(t?/2) car (2n)! =n! x (n+1)...(2n) > 2"nl.

II1.6. a. On utilise le résultat de la question III.1 :

— Zg(a)wam _ %Z i(cjwa(m—wj) _}_ija(m—l—zj))

acA acA j=1
N K
+ o JE—
Z(CJ DWW g y Wit ) =35 Z(Cj5m,m]- +Cj0s,—a;)

acA a€A j=1
Si x € K alors il existe un unique j tel que z = z;, z; # 0 et on a & # —z;, pour
tout k € {1,...,k} car (x1,...,2,) est indépendante. On a donc g(z) = %cj dans ce
cas.
De méme si z € —K, x = —z;, alors §(z) = J¢;.

Enfin, si x ¢ K U (—K) alors g(x) = 0.
C’est en particulier le cas pour =0 donc 0 = g(0) = > g¢g(a).
a€Z/nZ
b. D’apres 2b, en supposant N impair pour que = # —z

Y oglaP= > d@i-x)= > )i~

a€Z/NZ x€Z/NZ zeKU(—K)
IR N g
=23 4@)i(-r) =5 D> lef

TeK j=1

c. On prend ¢; = e % et on utilise la question a : cjw™ M = e”'(%”i*@j), la somme
considérée est donc nulle.

d. Poura € Zet j € {1,...,x}, on écrit : tR(cw ) = t|ej| cos(3Eaz; +0;) = tle;ly;(a)
avec §; € R et y;(a) € [—1,1]. Alors, en utilisant la majoration du 5.b et en

développant les produits :

1 N— 1 N—-1 &k
N exp(tg(a N (cosh(t|c;|) + y;(a) sinh(t|c;]))
a=0 a=0 j=1
=
<% > [wila)sinh(te;]) [ ] cosh(t|e;))
a=0 jc{1,. /@}JEJ J¢d
1
< Z — Z Hy] ) sinh(t|c;|) Hcosh(t|cj|)
a=0 jeJ JgJ
=
< Y (W > H%(@) [ [sinh(tle;)) [T cosh(tle;))-
T} a=0 jeJ jeJ jgJ

D’apres la question précédente, la somme entre parenthese ci-dessus est non nulle que
dans le seul cas ou J = () (encore une facétie de Victor). Il vient, en utilisant la
question 5.c :

N— K K

%Z <p(tg(a)) < [ cosh(tle)) < [Texp (3°1es)

a=0 j=1 j=1

t2 K t2 N-1
= exp (E Z |cj|2> = exp (N Z g(a)2>
j=1 a=0



II1.7. a.

b.

II1.8. a.
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en utilisant pour conclure la question 6.a.

D’apres 6b,
2 ~ ~ o F
5 2 9@ =Y 1 fal@)l? = 3 fal@;)falz;)
a€Z/NZ j=1 j=1
S ) S = 33 falay e
=1 acA acA j=1

Cette somme est réelle, donc égale a la somme des parties réelles :
2
N Y og@?=) gla)= Y fla)g(a).
a€Z/NZ acA a€Z/NZ

Par convexité de la fonction exponentielle et 1’égalité précédente, on a :

CarldA Z exp(tg(a)) > eXp(CarldA Z tg(a)) - eXp(% 2 g(a>2>‘

€A €A a€Z/NZ

Mais on a aussi avec 6d :

1 1 N t?
e o < gl 3 )
e 2 (@) S g > ew(ty(0)) < gy exp(5 D 9
acA a€Z/NZ a€Z/NZ
<! <t2 > gl )2>
< —expl|— :
o P N g
a€Z/NZ,
. t? , 2t ) . .
Ainsi : V't € R, In(1/a) + = > g(a)* = — >. g(a)®. Comme ceci est vrai
N wez/nz, N sezjnz

pour tout ¢, le discriminant en t de la différence est donc négatif ou nul, ce qui donne
I'inégalité demandée.

N &
. D’aprés 6.b,ona > g(a)*= B 21 | fa(z;)|* don
]:

a€Z/NZ

N Card(A)’In(1/a) > Y gla)® = gz | falz;)? > gmﬂ Card(A)?.

a€Z/NZ

D’apres 3a on sait que S |fa(z)|* = N Card{(a,b,c,d) € A* tq a+b=c+d}. Vu
TEL/NL

que Card(A) > aN, il suffit de prouver que le nombre de quadruplets (aq, as, as, as)

de A* tels que a; + as = as + a4 est minoré par Card(A)?/o = Card(A)*/ Card(2A4).

Soit n ce nombre, on a :

n Card(2A) = Card(2A) Z Card{ (a1, as, as,ay) € A* | a; +ay =t = as + a4}

te24
= Card(24) Z Card{(a;, ay) € A?|ay + ay = t}x Card{(as, as) € A*|az + ay = t}
te24
= Card(QA) Z Cardz{(al, a2> € A2 | a; + as = t}
te24
_ (Z 12) (Z Card?{(a1,as) € A? | ay + as = t})
te2A te2A

2
> <Z Card{(a;,az) € A? | a1 + ag = t}) = Card(A)*.

te2A
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Card(A)
2o

. Card Card(A)? A N Card(A)3
S )t < SHAA 5 7 g ¢ QAT g p gy o N Card(A)

4o 4o
¢ X ¢ X x€Z/NZ

b. Pour z ¢ X on a \fA(x)\ < pCard(A) = , d’ont

Si I'on suppose Card(A) = aN alors on obtient I'inégalité demandée.

Dans le cas général 'inégalité demandée est fausse :

Prenons N =5 et A= {0,1}. Alorso =2 et p= %.

Par ailleurs, [f4(0)] = 2, [fa(1)] = [fa(4)] = 2cos(Z) ~ 1.6 et |fa(2)] = |fa(3)] =

2 cos(%) ~ 0.6, tandis que p Card(A) = \/g ~ 0.8.

Ainsi Z/5Z\ X = {2,3} et Z | fa(z)]* > 0. Cette somme ne peut rester majorée par
a’N* /o = La? sous la seule condltlon 0 < a < Card(A)/N = 2.

c. Soit a € Z et b€ a+ NZ tel que dy(a) = |b/N].
On a |l —w"| =2 sin(wb/N)| 27|b/N| = 2wdyn(a).

Soit alors a € B(X, 15). Pour z € X on a |1 —w ™| < 2ndy(az) < &, d'olt :
)ZUA = @) o < 2D | falx)!
reX zeX reX
On en déduit :
| @] 2 Y @) | = S 1)t
z€Z/NZL z€X x¢X
> (1=5) > 1fa@) =3 fal@)]*
zeX ¢ X
>(1-%) Z |fA($)|4—(2—%)Z|fA($)4
2€L/NT ogX
N Card(A)? N Card(A)?

On sait que > |fa(x)|* > (a) et que Y- [fa(@)]* < e (b),

©€Z/NZ o z¢X
il vient alors :

S e fwee| 5 YORUA e g ey

40
x€Z/NZ

N Card(A)?

2 —31) > .
yy ( )

8

=

D’apres 3b, ceci implique a € 2A — 2A.

Remarque : on a par les mémes calculs que B(X,r) C 24 — 2A pour tout r < —.
d. Soit (1, ...,z,) une suite indépendante maximale dans X, et K = {xy,.. xﬁ}

Donc Card(K) = k < 2p 2 ln(l/a) = 8o ln(l/a)

Et, d’apres 4b, B(K,r) C B(K, 1+-) C B(X, 15) C 24 — 2A.



IV.1. a.

IV.2. a.

. Soit u 'endomorphisme de R™ défini par u(zy, ...
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Partie I'V. Progressions arithmétiques

Soit ¢ tel que &; n’est pas divisible par N, comme N est premier, &; est premier a N ;
soient a, b; € Z tels que a&; +Nb; = 1. Alors pour tout choix des b;, j # ¢, les nombres
a&1 + Nby, ..., a&, + Nb, sont premiers entre eux dans leur ensemble puisque I'un
d’entre eux vaut 1.

%
. On choisit v; = a & + N b de sorte que I'une des coordonnées de vy soit égale a 1

(question précédente), soit a&; + Nb; = 1, puis on complete avec les vecteurs e_]?, j#i.

. . . 2N 7 — — .
On obtient ainsi une base entiere de R", notée (vy,...,v,). En effet, la matrice de
. — — — — — < —
passage de la base canonique (e7,...,e,) dans la base (e7,...,v{,...,€,) (ou v] a

pris la place de ¢;) est & coefficients entiers et a un déterminant 1.

N — — N — — — — — ;
Onavi=al +Nbet&ui =a§;& +NED = & +N(E b —b; €) par conséquent
— _ — —

Les groupes L = Z ¢ + NZ" et L' = Zv, + NZ" sont égaux.

En particulier un vecteur # = t101 + - - - + t,0,, appartient & L si et seulement s’il
appartient & L, c’est-a-dire si et seulement si ¢; est entier et ¢, ..., ¢, sont des entiers
divisibles par N.

et ® la forme quadratique sur R™ définie par ®(7') = ||u(7)|>

On a disc(®) = det*(u) = N?*2det*(v1,...,v,) = N?*72, donc il existe une base
entitre (1, ...,7,) telle que ®(z7) ... ®(z,) < (3)"""V/2N2"=2 d’apres 11-4h. Alors
la famille définie par w; = u(Z;) convient : c’est une base de R™ car image par u —
linéaire bijectif — de la base (77, ...,7,), et elle est constituée d’éléments de L d’apres
la question précédente.

m\_/l

Par définition, 3 @, — p(u) € = 3 ui(@, — 2, € ) € N2
=1 =1

Done p(p) = p(p') = 3 (1 — p;)wi € NZ".
i=1
Or, pour u, i’ € M, on a

ng _

B AL
< 2w
< 2Nr < N.

On en déduit p(p) = p(y') = Z(,ul i) w; = 0= p =i car (wy,...,w,) est libre.

. D’apres 2a p € M — p(p) 6 P est injective donc Card(P) = Card(M).

Or Card(M) = H <1 +2 L ] J) car le nombre d’entiers y; satisfaisant les inégalités
i=1
Nr Nr
< i < Vaut1+2{ _)J.
~nl[w] nll@i]| n|[will

n . N
Par conséquent, vu le 1.c, Card P > [] < d

i=1 n||17§||

n N — _
. Comme Y p;w; — p(p) § € NZ", on a pour tout j :
i=1

<r

() = dn (3 s () < 2|3

donc p(p) € B(X,r).
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IV.3. SiX ={&,...,&} # {0}, on pose ? = (&, ...,&,) et on applique les résultats précédents
(c’est possible car il y a au moins un §; non divisible par N). L’ensemble P défini en 2
est une progression arithmétique au sens de 1’énoncé, de raisons xy, ..., x, et I'injectivité
de la restriction de p a M montre que c’est une progression arithmétique propre.

Si X = {0} alors B(X,r) = Z/NZ est une progression arithmétique propre de dimension 1

et de raison z1 = 1. Et la taille, N, de Z/NZ est bien minorée par (2)°(£)!N.

IV.4. Cette question est fausse : si 'on prend A = Z/N7Z, on a 0 = 1 et on peut choisir
a € ]0,1] arbitrairement. Le minorant de I’énoncé est donc non majoré alors qu’il est
censé minorer la taille d'une partie incluse dans Z/NZ.

Tentative de correction de 1’énoncé : avec III-8, on a l'existence de K C Z/NZ
tel que B(K,r) C 2A —2A ou Card(K) = d < 8cIn(1/a) et r = 1/(128cIn(1/a)). Si
I’on suppose r < % — ce qui est faux en général, cf. contre-exemple ci-dessus — alors on
peut appliquer la question précédente, qui met en évidence une progression arithmétique
propre de dimension d et de taille supérieure ou égale a (%)d(d_l)/ 4rdN/d?. Ce minorant,
compte-tenu de la valeur de 7, est celui demandé au coefficient 1/d¢ pres. . .

Partie V. Théoréeme de Freiman-Rusza-Chang

V.1. a. Prolonger les listes (z1,...,zx) et (y1,...,yx) en ajoutant un méme élément x € A,
k — p fois a chaque liste.
b. Il faut vérifier que la quantité f(a;)+---+ f(am)— f(b1) —--- — f(b,) ne dépend que
dea;+---+a, —by—---—0b,. Soient aq,...,d, des éléments de A. On a :
a4ty —b == b= b ey —dy— - —d,

>a+ t+a,+di+--+d,=c;+---+cp+b+---+0b,
= flar) + -+ flam) + f(d) + -+ f(dn) = f(er) + -+ f(em) + (1) + -+ f(bn)
= flar) + -4 flam) = f(b1) =+ = f(bn) = f(c1) + -+ fem) = fldr) = = f(dn).
c. Immédiat.
d. On note A = {zo + 30 nizs, 0<n; < N;}. Pouri € {1,...,d} tel que N; > 1, la
quantité f(z + x;) — f(x) ne dépend pas de x € AN (A — ;) puisque f est 2-tendue ;
soit y; cette quantité. Pour ¢ tel que N; = 1, on choisit pour y; un élément arbitraire

dans H. Ainsi f(x 4+ ;) = f(z) + y; pour tout z tel que = + x; et x appartiennent
a A. On en déduit par récurrence sur les n; :

d d
V (n1,...,nq) € [0, Ni[x--- x [0, Nq, f(xo + Zm%) = f(xo) +any@
=1 =1

Ainsi f(A) est la progression arithmétique de premier terme f(zy), de raisons y1, . .., yq
et de taille Ny ... Ny, = M.

V.2. a. Soient f : A — Betg : B — A deux applications k-tendues réciproques et
F, G les fonctions associées telles que définies en 1b. Alors F' et G sont p-tendues si
p < k/(m+n) et I'on a par construction :

GF(ar+ -+ am—by—-- —by)) = G(f(ar) + -+ flam) = f(br) =+ = f(bn))
= g(f(a)) + -+ 9(f(am)) = g(f(br)) —--- — g(f (b))
:a1_|_...+am_b1_..._bn.

Ceci prouve que G o F = Id,,ao_na et 'on a de méme F o G = Id,,p_,5.
b. Avec p = 1 on obtient une bijection entre mA — nA et mB — nB donc ces ensembles
ont méme cardinal.



ENS MPI 2009 MATHS-1 D’APRES LE CORRIGE DE M. QUERCIA 11

V.3. a. Soient @1, ..., 25, Y1,y € [HI(J)) tels que zy + -+ + 2 = y1 + -+ + Y. Donc

Val,...

flz) 4+ -+ f(zx) et f(y1) + -+ f(yx) sont deux éléments de [(j — 1)p, jp[ NN
congrus entre eux modulo p ; ils sont égaux.

. Si N =0, on considere que Z/0Z = 7Z et que la relation de congruence modulo N est

k
I'identité sur Z. Partitionnons uA = {ux, © € A} = U(uA) N f(I(4)). La restric-
j=1
tion de f, a chacun de ces sous-ensembles est k-tendue d’apres la question précédente
et 'addivité de 'application t € Z +— t mod N € Z/NZ, et comme u € (Z/pZ)*, on a

k
Card(A) = Card(uA) = > Card((vA) N f~1(I(j)). L'un de ces ensembles a donc un
i=1

cardinal supérieur ou égafé Card(A)/k.

. Si N > 1, les éléments x de (Z/pZ)* tels que f(z) = 0 (mod N) sont les classes de
p

congruence modulo p des entiers jN avec 0 < j < &. Ily a L’%j tels x. Pour
z € (kA —KkA)\ {0}, les uz, u € (Z/pZ)* sont distincts non nuls, donc il y a au plus

Lp—;,lj valeurs de u telles que f(uz) =0 (mod N).

Supposons N > Card(kA — kA) (et donc N > 1) : il y a au plus N — 1 éléments
non nuls dans kA — kA et (N —1)|22+| < p — 1, donc il existe au moins un élément
u € (Z/pZ)* tel que :

VzekA—EA, f(luz)=0 (mod N) < z=0.
Je dis que pour un tel u, on a :
o € A(u), fular)+. .. fular) = fu(br)+. .o fulbr) © a1+ .ap = b+ -+ b (x)

Démonstration :

soit j € {1,...,k} tels que f(uay),..., f(uby) € 1(j). Alors f(uay) + -+ f(uag) =
f(u(ar+---4ax))+(j—1)p car les deux membres sont congrus entre eux modulo p et
appartiennent & l'intervalle [(j — 1)p, jp[. De méme, f(uby) +---+ f(uby) = f(u(b +
<o+ bg)) + (j —1)p. Ainsi :

fular) + ... fulag) = fu(by) + ... fu(br)

& flular+---+ap) = (G = p= flulby+---+b) + (- 1)p mod N
< flulay +---+ag)) — flu(by+---+b) =0 mod N

Or,
f(U(a1+---—|—ak))—f(u(b1-|_..._|_bk)):{ flular + -+ ap — by — - = b)) s?a}ﬁ,
< -~ RS ~ - —f(u(by +-+-+by—a; —---—ay)) sinon.

a B

Comme kA — kA et la relation de congruence modulo N sont stables par opposé, on
obtient :

sSulay+--+ap—by—---—b) =0
Sap+ -4 ap=b;+---+ b, par choix de u.
Ainsi (x) est prouvée. On en déduit en prenant ay = a3 = -+ = a, = by = by =

-+ - = by que la restriction de f, a A(u) est injective, donc fy|4(,) induit une bijection
de A(u) sur son image. Enfin f, () et sa réciproque sont k-tendues d’apres (x).

V.4. a. On sait depuis I-4a que Card(24) > 2 Card(A) — 1, soit 0 > 2 — 1/ Card(4) > 3.
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b. On suppose k > 1 dans cette question. Soit p un nombre premier majorant strictement

Val,...

kA — kA (il en existe) et ¢ 'application Z 3 x — x mod p € Z/pZ. Par choix de p et
stabilité de de kA — kA par opposé, on a :

b € A, plar) + -+ plar) = ob1) + -+ o(bk) S a1+ +ag=br + -+ by

Comme on l'a vu en 3c, ceci implique que ¢ induit une bijection k-tendue de A
sur ¢(A) dont la réciproque est elle aussi k-tendue.

. On applique 3 & ¢(A) C Z/pZ : si N > Card(kp(A) — ke(A)) alors il existe une

partic B C A telle que ¢(B) est k-semblable a une partie C C Z/NZ et Card(¢(B)) >
Card(p(A))/k. Ceci est vrai en particulier si N > ¢ Card(A) car on a :

Card(kp(A) — kp(A)) = Card(p(kA — kA)) < Card(kA — kA) < 0** Card(A),

d’apres l'inégalité de PLUNNECKE admise. Par ailleurs Card(¢(A)) = Card(A) et
Card(p(B)) = Card(B) car la restriction de ¢ a A est injective. Enfin la k-similitude
est manifestement une notion transitive, donc B est k-semblable a C'.

. L’existence de N résulte du postulat de BERTRAND : pour tout n > 2, il existe un

nombre premier dans lintervalle |n,2n[. La partie C' C Z/NZ définie & la question
précédente vérifie :

Card(A) N
Card(C') = Card(B) > S 2 I6o16’

Card(2C) Card(2B) > 8 Card(2A)
Card(C) _ Card(B) ° ° Card(4)

= &0.

Donc en admettant la question IV-4 (contestée), 2C' — 2C' contient une progression
arithmétique propre de dimension d < 640 In(160'%) et de taille supérieure ou égale

(%)d(d—l)/ﬁl 0,16(%)(1((1_1)/4
¢ N(1280’ In(16016))d > Card(4) (10240 In(16016))d" D’apres 1d, cette progression

arithmétique est 2-semblable a une progression arithmétique ayant méme dimension
et méme taille (donc aussi propre), incluse dans 2B — 2B et par conséquent incluse
dans 24 — 2A.

Comme o > 2, on a 16 < 07, d’'ott d < 640 In(0?®) = 14720 In(0). Par ailleurs,

27
(3)@-D/4
10240 1n(16016))
—1
> —dIn(10240 In(160'°)) — % In(3)

2
> —dIn(10240 In(0*?)) — dzln(g)

16(3)d(d—1)/4

ln< 7
(10240 In(16016))4

) = 16lna—|—dln<

2
> —dIn(1024 x 23 x oln(0)) — dzln(g)

d2
4
> —puo?1n®(o),
ou A et u sont deux constantes que l'on pourrait calculer explicitement. En prenant
¢; = max(1472, 1) on obtient le résultat demandé.

Remarque : des calculs similaires peuvent étre menés avec la minoration effectivement
établie en IV-4 — la condition r < % est satisfaite dans le cas étudié — et conduisent
au meme résultat avec des constantes différentes.
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V.5. a. Les relations Card(P;) = ¢ Card(P) et P, C (t + 2)A — 2A sont évidentes. On en
déduit avec l'inégalité de PLUNNECKE : 2'¢' Card(P) < ¢! Card(P) = Card(P,) <
o™ Card(A), ce qui implique la majoration demandée.

b. Soit z € A. Six ¢ S; alors il existe y € S; tel que x+ P, et y + P, sont non disjointes ;
soit x+p = y+q un élément commun. On ax = ¢—p+y € P,— P,+.5;. On obtient la
méme conclusion si x € S; car P, — P, contient 0. Ainsi A C P, — P, + S, = (P+ S{ +

S )= (P+Sy+ -+ S )+ S =(P—P)+ (S, —Sy) +- -+ (S, —Si_1) + ;.

c. Soit S = {s1,...,8,}. Ona S C {0+> " ns;tq0 < n; <1}, donc S — 8 C
{0+ nis; tq —1 < n; < 1}. Ce dernier ensemble est une progression arithmétique
de dimension n = Card(S) et de taille 3". On en déduit que S — S),...,S_; — S;_;
sont inclus dans des progressions arithmétiques convenables et S; est lui aussi contenu
dans une progression arithmmétique de dimension Card(S;) et taille 264450 En ce
qui concerne P — P, écrivons P = {x¢ + Zd 1T 1q 0 < nl < N;}. Alors P — P est
une progression arithmétique de dimension d et de taille H L(2N;—1) < 2¢ H?Zl N; =
24 Card(P). D’ou finalement A est inclus dans une progression arithmétique dont la
dimension § est la somme des dimensions et la taille 7 est le produit des tailles des
progressions précédentes.

Majoration de ¢ :
§ = d+ Card(S)) +- - -+ Card(S;_,) + Card(S;) < d+ (t+1)c < d+2tc < d+2cln(o*/B)/ In(2).

La derni¢re majoration vient de I'inégalité 2° < 0?/3 vue en a. On a de plus ¢ <
20+ 1< %a, d’ou finalement :

§ <d+ 5% 0ln(c*/p).
Majoration de In(7/ Card(A)) :
In(7/ Card(A)) < dIn(2) + In(B) + In(3)(Card(Sy) + - - - + Card(S;_;)) + In(2) Card(S;)
<dIn(2) +In(B) +In(3)(t + 1)c
< dIn(2) + In(B) + 225 1n(0?/3).

On n’obtient pas les majorations demandées, et je ne vois pas comment obtenir ces
dernieres, mais cela suffira pour la question suivante.

V.6. D’apres 4, on peut trouver P telle que d < ¢;o In(o) et In(1/8) < ¢;0?In®(0). En reportant
ces majorations dans celles obtenues a la question précédente, on obtient :

§ < cioln(o) + 250 1In(0) + 1510 In?(0) = O(0®In*(0))

On trouve de méme que In(7/ Card(A)) est majoré par O(c® In?(c)).

Fin du corrigé



