SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR LIBRE SUR LES ESPACES
ULTRAMETRIQUES

PARTIE I
(1) Sid(x,z) <d(z,y) alors d(z,y) < sup{d(z, 2),d(z,y)} < d(z,y).
e Sid(z,y) > d(z,x) alors d(z,y) < sup{d(z,y),d(z,y)} < d(x,y) d’on, par double
inégalité, d(z,y) = d(z,y).
e Sid(z,y) < d(z,x) alors d(z,y) < sup{d(z,z),d(z,y)} < d(z, ) ce qui est contraire
a I’hypothese.
Conclusion : d(z,y) = d(z,y).
(2) Si d(z,z) < r alors, comme d(y, z) < sup{d(y,x),d(z,2)} <r, onaz € B(y,r) donc
B(z,r) C B(y,r) et par symétrie (d(z,y) < r), on a 'autre inclusion.
Conclusion : B(z,r) = B(y,r).
(3) Soit B(x,r) et B(y,r’) les deux boules en question, supposons r < 7’
S’il existe z € B(x,r) N B(y,r’) alors B(x,r) = B(z,7) C B(z,r") = B(y,r’) sinon
B(z,r) N B(y,r") = 0.

PARTIE 11

(1) (2) et (i) sont immédiatement vérifiés. Prouvons que v(z + y) < sup{v(z),v(y)} (on

écarte le cas ou x ou y est nul).
/

e Siv(r) <wv(y)alors x = p’"%, Y= psg et r>s.

s pT’—Sa// C/
rT+y=p b +E

Sprfsa/d/ "‘ C/b/
B vd
et comme b/, b'd’ ne sont pas divisibles par p alors v(x 4+ y) = v(y).
Jad+vd

! Al

o Siv(zx)=v(y)alorsz+y=p mais ici on ne sait pas si a’d’ + b'c’ est ou

non divisible par p donc v(x + y) < v(z).
Conclusion : on a montré dans tous les cas que v(x +y) < sup{v(z),v(y)} ce qui s’écrit
encore v(z' — ') < sup{v(z’' — 2'),v(z —y')} en posant . =2’ — 2/, y =2 —y/.
/ / alcl

a c
Six = p’"y et y = psj alors xy = p’“+sw. Or p ne divise ni d’¢’ ni v'd’" donc
vizy) = o = a"a® = v(z)v(y).

(2) Tout d’abord, comme dans tout espace métrique, il y a unicité de la limite.

(i) Si z = —1 alors u,, —z = 2" donc v(u, —x) = a"™! et lirJqu u, = —1.
n—-+0oo
1

’ _l 20 ' _
(77) On a v, = 3 + 34 donc ngrfoovn =3
(3) On sait que Ve > 0, AN, Vn > N, v(Uupi1 — uy) < €.
On a alors v(u,19 — uy) < sup{v(Unpi2 — Uny1), V(Unt1 — uy)} < € et par une récurrence
immédiate v(up4p, — up) < €.

(4) a) On utilise la relation de Bézout avec bAp =1 : ub+ vp = 1, on multiplie par a
cette relation puis on pose z = au d’ou xb = a — avp donc il existe © € Z tel que
br = alp).

1
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11 suffit alors de prendre pour xg le reste de la division par p de x : © = pk + ¢ avec

zo € [0,p — 1]. bzg = bz — bpk = a[p].

Si zy € [0,p — 1] et une autre solution alors b(zg — x1) = 0[p| donc p|b(xy — 1) et

comme pAb=1, plrg — x; d'ott zg = x1 car xg — 1 € [1 — p,p — 1].

On pose alors z,, = x¢ + py,_1 et on obtient
bx,, — bxg bx, —a

byp-1 = ——— =c+ =c[p
p p

nfl].

b) On procede par récurrence sur n avec ’hypothese suivante
Vn € N*, I’équation bx = a[p"] admet une unique solution modulo p"
T=uygtwup+-+ U p" 1t + X,p" ot u; € [0,p — 1] et ne dépend pas de n.
e Sin =1 on reprend le résultat de la question de la question a.

e P(n) = P(n+1) : les solutions de bz = a[p"™!] vérifient Ttl 790 golution

a — bug

de bx = ¢[p"] ot ¢ = et, d’apres I’hypothese de récurrence, on sait que
T — Ug

p

=y +up+ -+ upp"t + X, 1p" ot u; € [0, p — 1], indépendant de
n.
On obtient alors © = ug + uyp + - - - + upp"™ + X 1p" ™ ot u; € [0,p — 1].
Il reste a prouver l'unicité :
e Tout d’abord, si z et y vérifient bz = a[p"| et by = a[p™] alors p"|b(x —y) donc
plz —y.
=up+wp+ -+ U p" T+ X"
y =votvip+-o o, pt Tt + Yt
premier point, ug +uip+ -+ Up 1PV P =voFvip+ -+ v,_1p" ! don, par
récurrence, ug = vy (reste de la division par p), on simplifie et on divise par p,
uy = vy et, de la méme fagon, u; = v;.
c) On abr =b(ug+up+--+up_1p" 1) + 0X,p" = a+ K,p" d’oti, en divisant par
b7

e Ensuite si alors, compte tenu du

bX, — K,
7p .

a
—=ugtwp+ -+ upap” !+ 5

b

a
Ce qui donne v (6 — (up +wp+---+ un,lp”_1)> = " — 0 donc on peut écrire

0 <X
7= Z Upp".
n=0

Montrons maintenant que la suite est périodique a partir d’un certain rang.
D’apres la question b on sait qu’il existe un unique zo € [0, p — 1] tel que bzy = alp).

. . a 1
On a ainsi a—bxy = pa; (ici a1 = ¢) donc — = z¢+p—. On remarque que Ty = ug et

b b
la;| < la] +1b]. On résout alors I’équation bx = a;[p] ce qui va donner u; € [0,p—1]

comme unique solution.

ar — bu
On utilise alors la récurrence suivante : on pose a1 = 5 " 6t la résolution de
br = ayy1|p] fournira uyq :
@ s W]
en effet onaE:uo—i—p?:...:u0+u1p+~~—|—ukp —|—Tp .
lal | plb]

On prouve ensuite la majoration suivante : |ag| < — + " (immédiat lorsqu’on
p p-
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connait la majoration) : en fait on montre par récurrence que

la| 1

1 a b
|M<—+W@+~%wr“)<U+M|

p p—1

Les entiers relatifs a; sont dans un ensemble fini donc il existe k£ et h > k tels que
ay = ap. 1l est alors classique de prouver que ay,, = an.,, par récurrence sur m ce
qui entraine U, = Upim et la périodicité de (ug) a partir d’un certain rang.
Algorithme :

e On cherche ¥ € [1,p — 1] l'inverse de b dans Z/pZ, soit avec Bézout comme
dans la question a, soit en calculant b*~! et en utilisant le petit théoreme de
Fermat : oP~ = 1[p].

e On effectue la division de b'a par p, ce qui donne wug.

e On effectue alors la boucle

n:=1;
al0] :=a;
while n<=|al/p+p*|bl/(p-1) do
a[n] :=(a[n-1]-b*u[n-1])/p;
u[n] :=b’*a mod p;
print(uln]);
for i from 0 to n-1
do if a[il=a[n] then print(i,n); end;
od;
n:=n+1;
od
end;

(algorithme non vérifié¢) et on sait que cet algorithme se termine grace a la

périodicité de la suite (ay,).
/

o . a a
d) On a vu que l'on pouvait écrire le rationnel 7 sous la forme pry avec p A a =
!/

p AV = 1. 1l suffit alors d’appliquer la question précédente a la fraction %. ug # 0

sinon on pourrait mettre p en facteur dans o’ ce qui a été écarté.
e) a=1et b=>5 on trouve la suite périodique (a partir du rang 1)

1
g:1_|_22+23+26+27+‘.‘+22+4n+23+4n+.‘.
a=>5et b=7T7,la c’est un peu plus long mais on trouve

5
=24 (232437 +231 +3%) - 4 (230042 4 307 4 2,30 4 30H0) .

7
104
_p gl

PARTIE III
(1) On a v(a/b) = %, v(z) = v(l)v(z) = v(l) = 1 et v(—1) = 1. On utilise alors la
v
décomposition de tout entier en produit de facteurs premiers :
sia=pi"...p* alors v(a) = v(p1)™ ... v(pK)**.
Conclusion : il suffit de connaitre v sur I’ensemble des nombres premiers pour connaitre
v sur Q.

(2) a) p* A g’ =1 et on utilise 1’égalité de Bézout.
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b) On a v(u) < 1, u( )< 1doun
= v(up® +vq") < v(Wv(p®) + v(v)v(q")
<v(p

)" +v(q)"

Si on fait tendre a et b vers +o00, on obtient 1 < 0 ce qui est contradictoire.
c¢) Conclusion : v(p) < 1 et Vg premier, ¢ # p, v(q) = 1, v est bien une distance
/

p-adique car v(a/b) = a” ou 7= pr% avec a Ap=b A =1.

a) On a v(z) < zv(1) = x par l'inégalité triangulaire et récurrence sur z.
b) On écrit que
v(z) <xzg+zp*+ -+ xpp" <p(l+p*+---+p")
(n+l)a __ 1 a+1
p - p

a+1
et comme p" < z alors (p")* < 2% d’ou v(x) < cz® oul ¢ = T
pa —
c) v(z) = [p(@™))V/™ < /™m(z™)2)V/™ d’olt, pour tout m € N*, v(x) < c/™x® et en
passant a la limite quand n — +o00, on obtient v(x) < z* car hrﬂ ct/m=1.
m—r—+00

a) p"™' = x + y donc, par inégalité triangulaire, v(p" ™) < v(z) + v(y) d'ou v(z) >
V(") — 1y) ot comme w(y) < y° < (P — )" alors

l/(ZL‘) > pa(n-l—l) . (pn+1 . pn)a _ pa(n—i—l)b'

b) Comme z < p"*! alors v(z) > 2% et par le méme raisonnement qu’au 3.c, on en
déduit que v(z) > 2z
Conclusion ; v(z) = z°.
Remarque : comme v(z) < z pour x € N alors 2% < 2 donc 0 < a < 1.

¢) On peut alors énoncer le théoreme d’Ostrowski :
si 'on excepte la métrique discrete, il n'y a sur Q que les métriques p-adiques et la
métrique classique (si a < 1, les distances associées aux métriques |x|* et |z| sont
topologiquement équivalentes).
Il reste quand méme a s’assurer que |z +y|* < |z|*+|y|* pour tout couple (z,y) € R
et tout a €]0, 1].
Pour cela, on remarque que |z +y|* < (|z]| 4 |y|)* donc on se ramene au cas ou x et
y sont positifs. On étudie alors la fonction g(x) = 2% 4+ y* — (z + y)* sur [0, +o0].
gdx) =a(@ ' —(z+y)* ') > 0 (pour z > 0) et g(0) = 0 d’ou le tableau de
variation suivant

T 0 +o00
ga) | — +
+00
g9(z) e
0

donc g(x) = 0 ce qui prouve la relation et permet de conclure.



