
Corrigé de la deuxième épreuve de mathématiques MP 2009
ÉCOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSÉES.

Question préliminaire

(1) Montrons par récurrence sur n que toute sous-famille à n éléments de (φλ)λ>0 est libre.
Si n = 1 c’est immédiat.
On suppose la propriété vraie à l’ordre n, montrons-là à l’ordre n+ 1 :

si
n+1
∑

i=1
µiφλi

= 0 alors, en simplifiant par xλj où λj = min(λi) et en prenant la valeur en 0, on

obtient µj = 0. On utilise alors l’hypothèse de récurrence, la famille (φλi
)i6=j est libre donc les

µi sont tous nuls ce qui permet de conclure la récurrence.
Conclusion : comme toute sous-famille finie de la famille (φλ)λ>0 est une famille libre, cette
famille est libre dans C([0, 1]).

A. Déterminants de Cauchy.

(2) On suppose R(X) est de la forme R(X) =
n
∑

k=1

Ak

X + bk
.

On multiplie la dernière colonne Cn par An et on lui ajoute la combinaison linéaire des autres

colonnes
n−1
∑

i=1
AkCk . On obtient :
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∣

∣

∣

∣
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∣

∣

∣

∣
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

On développe par rapport à la dernière colonne, on obtient

AnDn = R(an)Dn−1

(3) S’il existe (k1, k2) ∈ [[1, n]] tel que k1 6= k2 et ak1
= ak2

ou bk1
= bk2

alors Dn = 0, et alors

Dn =

Π
16i<j6n

(aj − ai)(bj − bi)

Π
16i6n

16j6n

(ai + bj)
en supposant ai + bj 6= 0...

Supposons maintenant que les termes de la suite (ak)16k6n sont deux à deux distincts ainsi
pour la suite (bk)16k6n.

Par récurrence montrons que pour tout n ∈ N
∗, Dn =

Π
16i<j6n

(aj − ai)(bj − bi)

Π
16i6n

16j6n

(ai + bj)
.

Pour n = 1 on a D1 =
1

a1 + b1
.

Soit n > 2, supposons que Dn−1 =

Π
16i<j6n−1

(aj − ai)(bj − bi)

Π
16i6n−1

16j6n−1

(ai + bj)
.

On a d’après la question précédente

AnDn = R(an)Dn−1

1
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On a R(X) =
n
∑

k=1

Ak

X + bk
donc

An = ((X + bn)R(X))x=−bn
=

n−1
Π

k=1
(−bn − ak)

n−1
Π

k=1
(−bn + bk)

=

n−1
Π

k=1
(ak + bn)

n−1
Π

k=1
(bn − bk)

et R(an) =

n−1
Π

k=1
(an − ak)

n

Π
k=1

(an + bk)
donc puisque An 6= 0

Dn =
R(an)

An
Dn−1 =

Π
16i<j6n

(aj − ai)(bj − bi)

Π
16i6n

16j6n

(ai + bj)

B. Distance d’un point à une partie dans un espace vectoriel normé

(4) Soit

d(x,A) = 0 ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃a ∈ A , ‖x− a‖ < ε⇐⇒ ∀ε > 0 B(x, ε) ∩A 6= ∅ ⇐⇒ x est adhérent à A.

(5) Supposons que (An)n>0 est une suite croissante de parties de E telle que A = ∪
n>0

An .

Soit x ∈ E.
Posons pour tout n ∈ N, αn = d(x,An) et β = d(x,A). çç Puisque (An)n>0 est une suite
croissante et A = ∪

n>0
An, alors (αn)n>0 est une suite décroissante minorée par β, donc la suite

(αn)n>0 converge vers un réel α, on a β 6 α.
Soit ε > 0, il existe y ∈ A tel que β 6 ‖y − x‖ < β + ε. y ∈ A donc il existe no ∈ N tel que
y ∈ An0

et alors αn0
6 ‖y − x‖ < β + ε donc α < β + ε.

On fait tendre ε vers 0, on a α 6 β.
Enfin d(x,A) = lim

n−→+∞
d(x,An).

(6) On a la partie B est un fermé de E et B ⊂ B(0, 2 ‖x‖) donc B est bornée.
Ainsi B ∩ V fermée bornée de V qui est de dimension finie, donc B ∩ V est compacte.
Soit x ∈ E, on a B ∩ V ⊂ V donc d(x, V ) 6 d(x,B ∩ V ).
Soit y ∈ V,
si y ∈ B alors y ∈ B ∩ V et donc d(x,B ∩ V ) 6 d(x, y).
si y /∈ B alors ‖y − x‖ > ‖x‖ = ‖x− 0‖ > d(x,B ∩ V ) car 0 ∈ B ∩ V
donc pout tout y ∈ V, d(x,B ∩ V ) 6 d(x, y), donc d(x,B ∩ V ) 6 d(x, V ).
Ainsi d(x,B ∩ V ) = d(x, V ).

(7) On a l’application
B ∩ V −→ R

y 7−→ ‖y − x‖ est continue sur le compact B ∩ V , donc bornée

et atteint sa borne inférieure sur B∩V , alors il existe y ∈ B∩V tel que d(x,B∩V ) = ‖x− y‖ .
D’après la question 6) d(x, V ) = d(x,B ∩ V ) donc d(x, V ) = ‖x− y‖ .

C. Distance d’un point à un sous-espace de dimension finie dans un espace
euclidien.

(8) Soit V un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, et π la projection orthogonale sur V
( elle existe car V est de dimension finie donc il admet un supplémentaire orthogonal )
Soit x ∈ E, , on a pour tout v ∈ V , ‖ x−v ‖2=‖ x−π(x) ‖2 + ‖ π(x)−v ‖2 car x−π(x) ∈ V ⊥

et π(x) − v ∈ V.
donc pour tout v ∈ V ‖ x− π(x) ‖2

6‖ x− v ‖2 et alors ‖ x− π(x) ‖6 d(x, V )
Comme π(x) ∈ V alors d(x, V ) =‖ x− π(x) ‖ .
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Supposons qu’il existe y ∈ V tel que d(x, V ) = ‖x− y‖, alors ‖ x− π(x) ‖= ‖x− y‖
On a ‖ x− y ‖2=‖ x− π(x) ‖2 + ‖ y − π(x) ‖2 car x− π(x) ∈ V ⊥ et y − π(x) ∈ V.
donc ‖ y − π(x) ‖2= 0 et alors y = π(x).
D’où l’unicité.

(9) Soient (x1, x2, ..., xn) ∈ En et V un sous espace vectoriel de E de dimension n contenant
V ect(x1, x2, ..., xn).
Notons B0 = (e1, e2, ...., en) une base orthonormée de V et M = MatB0

(x1, x2, ..., xn). la
matrice du système de vecteurs (x1, x2, ..., xn) dans la base B0.
On a M(x1, x2, ..., xn) = tM.M .

En effet, posons pour tout j ∈ [[1, n]] , xj =
n
∑

i=1
ai,jei , on a M = (ai,j) ∈ Mn(R).

Posons tM.M = (ci,j) ∈ Mn(R).

On a pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2, ci,j =
n
∑

k=1

ak,iak,j = (xi | xj).

Donc rg(M(x1, x2, ..., xn)) = rg(tM.M) = rg(M) = rg(x1, x2, ..., xn).
Ainsi G(x1, x2, ..., xn) = 0 si et seulement si la famille (x1, x2, ..., xn) est liée.

(10) On suppose que la famille (x1, x2, ..., xn) est libre et l’on désigne par V l’espace vectoriel
qu’elle engendre.
Soit x ∈ E.
On a

G(x1, x2, ..., xn, x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

M(x1, x2, ..., xn)

(x1 | x)
...

(xn | x)
(x | x1) · · · (x | xn ‖x‖2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Soit π le projecteur orthogonal sur V.
∀i ∈ [[1, n]] , (xi | x) = (xi | π(x)) + (xi | x− π(x)) = (xi | π(x)) car x− π(x) ∈ V ⊥.

‖x‖2 = ‖x− π(x)‖2 + ‖π(x)‖2, donc

G(x1, x2, ..., xn, x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

M(x1, x2, ..., xn)

0
...
0

(π(x) | x1) · · · (π(x) | xn ‖x− π(x)‖2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

M(x1, x2, ..., xn)

(x1 | π(x))
...

(xn | π(x))

(π(x) | x1) · · · (π(x) | xn ‖π(x)‖2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ‖x− π(x)‖2G(x1, x2, ..., xn) +G(x1, x2, ..., xn, π(x))

On a d’après 9) rg(M(x1, x2, ..., xn, π(x))) = rg(x1, x2, ..., xn, π(x))
Donc G(x1, x2, ..., xn, π(x)) = 0 car π(x) ∈ V = V ect(x1, x2, ..., xn).
Ainsi

G(x1, x2, ..., xn, x) = ‖x− π(x)‖2G(x1, x2, ..., xn).

D’autre part d(x, V ) = ‖x− π(x)‖ et G(x1, x2, ..., xn) 6= 0 car la famille (x1, x2, ..., xn) est
libre, donc

d(x, V )2 =
G(x1, x2, ..., xn, x)

G(x1, x2, ..., xn)
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D. Comparaison des normes N∞ et N2

(11) Soit f ∈ C([0, 1]), on a

N2(f) =

(∫ 1

0
|f(x)|2 dx

)

1

2

6

(∫ 1

0
N∞(f)2dx

)

1

2

= N∞(f).

Soit A une partie de C([0, 1]) et f ∈
−∞

A alors il existe une suite (fn)n>0 d’éléments de A telle
que lim

n→+∞
N∞(fn − f) = 0.

Comme 0 6 N2(fn − f) 6 N∞(fn − f) alors lim
n→+∞

N2(fn − f) = 0 et donc f ∈
−2
A.

Ainsi
−∞

A ⊂
−2
A.

(12) φ0 désigne la fonction constante 1.
On considère la suite de fonctions (fn)n>1 de C([0, 1]) définie par :

∀n > 1 , fn(x) =







n.x si x ∈
[

0, 1
n

]

1 si x ∈
[

1
n
, 1
]

On a pour tout n ∈ N, fn ∈ V0.

(N2(fn − φ0))
2 =

∫ 1

n

0
|fn(x) − 1|2 dx =

1

3n
−→

n→+∞
0

donc φ0 ∈
−2
V0.

(13) Soit g ∈ C([0, 1]) et f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = g(x) − g(0) pour tout x ∈ [0, 1],
donc f ∈ V0 et g = f + g(0)φ0.

On a φ0 ∈
−2
V0 donc il existe une suite (ϕn)n>0 d’éléments de V0 telle que lim

n→+∞
N2(ϕn−φ0) = 0.

donc lim
n→+∞

N2(g(0)ϕn − g(0)φ0) = |g(0)| lim
n→+∞

N2(ϕn − φ0) = 0.

Posons pour tout n ∈ N gn = f + g(0)ϕn , on a gn ∈ V0 et lim
n→+∞

N2(gn − g) = 0.

Donc g ∈
−2
V0 et alors V0 est dense dans C([0, 1]) pour la norme N2.

On a φ0 /∈
−∞

V0 , en effet , sinon il existe une suite de fonctions (fn)n>0 de V0 qui converge
uniformément vers φ0. En particulier (fn)n>0 converge simplement vers φ0 sur [0, 1] et donc
φ0(0) = lim

n→+∞
fn(0) = 0 ce qui est absurde.

Donc V0 n’est pas dense dans C([0, 1]) pour la norme N∞.

(14) Supposons que V est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé.

On a V ⊂
−

V donc
−

V 6= ∅.

Soient x et y deux éléments de
−

V et λ ∈ K, il existe deux suites (xn)n>0 et (yn)n>0 d’éléments
de V qui convergent respectivement vers x et y.
On a la suite (xn + λyn)n>0 d’éléments de V converge vers x+ λy.

Donc x+ λy ∈
−

V et alors
−

V est également un espace vectoriel.

(15) Soit V un sous-espace vectoriel de C([0, 1]).
On suppose que V est dense dans C([0, 1]) pour la norme N∞ alors il est clair que pour tout

m > 0, φm ∈
−∞

V = C([0, 1]).

Réciproquement supposons que pour tout m > 0, φm ∈
−∞

V et soit f ∈ C([0, 1]).
Soit ε > 0, on a d’après le théorème de Weierstrass, il existe une fonction polynomiale P définie
sur [0, 1] telle que

N∞(P − f) 6 ε
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Puisque pour tout m > 0, φm ∈
−∞

V et
−∞

V est un espace vectoriel , on a P ∈
−∞

V et alors f

appartient à l’adhérence de
−∞

V pour la norme N∞ qui est égal à
−∞

V .
Ainsi V est dense dans C([0, 1]) pour la norme N∞.

(16) Soit V un sous-espace vectoriel de C([0, 1]).
On suppose que V est dense dans C([0, 1]) pour la norme N2 alors il est clair que pour tout

m > 0, φm ∈
−2
V = C([0, 1]).

Réciproquement supposons que pour tout m > 0, φm ∈
−2
V et soit f ∈ C([0, 1]).

Soit ε > 0, on a d’après le théorème de Weierstrass, il existe une fonction polynomiale P
définies sur [0, 1] telle que

N∞(P − f) 6 ε

D’après la question 11) on alors

N2(P − f) 6 ε

Puisque pour tout m > 0, φm ∈
−2
V et

−2
V est un espace vectoriel , on a P ∈

−2
V et alors f

appartient à l’adhérence de
−2
V pour la norme N2 qui est égal à

−2
V .

Ainsi V est dense dans C([0, 1]) pour la norme N2.

E. Un critère de densité de W pour la norme N2

(17) On a la suite (Wn)n>0 est une suite croissante de sous-espaces vectoriels de C([0, 1]) et W =
∪

n>0
Wn donc d’après la question 5) pour tout entier µ > 0 lim

n→+∞
d(φµ,Wn) = d(φµ,W ).

Supposons que l’espace W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N2 et soit φµ telle que µ
entier positif, on a d’après la question 4) d(φµ,W ) = 0 donc lim

n→+∞
d(φµ,Wn) = 0.

Réciproquement, supposons que lim
n→+∞

d(φµ,Wn) = 0 pour tout entier µ > 0 alors

d(φµ,W ) = 0 pour tout entier µ > 0 et donc d’après la question 4) pour tout entier µ > 0,

φµ ∈
−2
W l’adhérence de W pour la norme N2 et alors d’après la question 16) W est dense dans

C([0, 1]) pour la norme N2.

(18) On a d’après les questions 1) et 10)

d(φµ,Wn)2 =
G(φλ0

, φλ1
, ..., φλn

, φµ)

G(φλ0
, φλ1

, ..., φλn
)

Pour tout (α, β) ∈ N , on a (φα | φβ) =
∫ 1
0 x

α.xβdx =
1

α+ β + 1
Posons ∀k ∈ [[0, n]] βk = λk + 1 et β = µ+ 1.
On a ∀k ∈ [[0, n]] λk + βk 6= 0 et µ+ β 6= 0.
On a

G(φλ0
, φλ1

, ..., φλn
, φµ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

λ0 + β0

1

λ0 + β1
..........

1

λ0 + βn

1

λ0 + β
1

λ1 + β0

1

λ1 + β1

1

λ1 + βn

1

λ1 + β
: : : :
1

λn + β0

1

λn + β1

1

λn + βn

1

λn + β
1

µ+ β0

1

µ+ β1

1

µ+ βn

1

µ+ β

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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D’après la partie A) on a

G(φλ0
, φλ1

, ..., φλn
, φµ) =

Π
06i<j6n

(λj − λi)(βj − βi)

Π
06i6n

06j6n

(λi + βj)
×

Π
06i6n

(µ− λi)(β − βi)

(µ+ β) Π
06i6n

(µ+ βi) Π
06i6n

(λi + β)

De même on a

G(φλ0
, φλ1

, ..., φλn
) =

Π
06i<j6n

(λj − λi)(βj − βi)

Π
06i6n

06j6n

(λi + βj)

donc

d(φµ,Wn)2 =

Π
06k6n

(µ− λk)(β − βk)

(µ+ β) Π
06k6n

(µ+ βk) Π
06i6n

(λk + β)

=

Π
06k6n

(µ− λk)
2

(2µ+ 1) Π
06k6n

(λk + µ+ 1) Π
06i6n

(λk + µ+ 1)

et par suite

d(φµ,Wn) =
1√

2µ+ 1

n

Π
k=0

|λk − µ|
λk + µ+ 1

(19) Soit µ > 0. Supposons que la suite (λk)k∈N tend vers +∞ alors il est clair que la suite
( |λk − µ|
λk + µ+ 1

)

k∈N

tend vers 1.

Réciproquement, supposons que pour tout µ > 0, la suite

( |λk − µ|
λk + µ+ 1

)

k∈N

tend vers 1

Soit µ > 0.

Considérons la fonction h(x) =
µ− x

x+ µ+ 1
pour tout x ∈ [0, µ].

On a h est dérivable sur [0, µ] et pour tout x ∈ [0, µ] h′(x) = − 1 + 2u

(x+ µ+ 1)2
6 0.

Donc ∀x ∈ [0, µ], 0 6 h(x) 6
µ

µ+ 1
= h(0).

Soit α =
2µ+ 1

2(µ+ 1)
, on a α ∈

]

µ

µ+ 1
, 1

[

.

La suite

( |λk − µ|
λk + µ+ 1

)

k∈N

tend vers 1 donc il existe k0 ∈ N tel que ∀k > k0 on ait

h(λk) =
|λk − µ|
λk + µ+ 1

>
2µ+ 1

2(µ+ 1)
.

donc ∀k > k0, λk > µ.
Ainsi la suite (λk)k∈N tend vers +∞.

(20) D’après la question 17) l’espace W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N2 si et seulement
si lim

n→+∞
d(φµ,Wn) = 0 pour tout entier µ > 0.

Donc il suffit de montrer que : lim
n→+∞

d(φµ,Wn) = 0 pour tout entier µ > 0 ⇐⇒ la série
∑

k

1

λk

est divergente.
On a la suite (λk)k∈N est une suite de réels > 0 deux à deux distincts.
Supposons pour tout entier µ > 0, lim

n→+∞
d(φµ,Wn) = 0 alors en particulier pour µ = 0 on a
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lim
n→+∞

n

Π
k=0

λk

λk + 1
= 0,

donc lim
n→+∞

n
∑

k=0

ln

(

1 +
1

λk

)

= +∞ .

D’autre part on sait que : ∀x ∈ R
+ ln(1 + x) 6 x.

Donc
n
∑

k=0

ln

(

1 +
1

λk

)

6

n
∑

k=0

1

λk

et alors lim
n→+∞

n
∑

k=0

1

λk

= +∞ .

Ainsi la série
∑

k

1

λk

est divergente.

Réciproquement supposons la série
∑

k

1

λk

est divergente et soit µ un entier positif .

La suite (d(φµ,Wn))
n∈N

est une suite décroissante minorée par 0, donc converge , soit α =
lim

n→+∞
d(φµ,Wn).

On a α = 0.
Car sinon α > 0 et

lim
n→+∞

|λn − µ|
λn + µ+ 1

= lim
n→+∞

d(φµ,Wn)

d(φµ,Wn−1)
= 1.

D’après la question 19) on a la suite (λk)k∈N tend vers +∞, donc il existe k0 ∈ N tel que
∀k > k0 λk > µ.

Posons ∀k > 0 , uk = ln

(

1 − µ

λk

)

− ln

(

1 +
µ+ 1

λk

)

.

On a uk = −2µ+ 1

λk

+ ◦
k 7−→+∞

(

1

λk

)

donc uk ∼
k 7−→+∞

−2µ+ 1

λk

.

Comme la série
∑

k

− 2µ+ 1

λk

diverge et à termes de signe constant, alors la série
∑

k

uk diverge

et vaut −∞.

D’autre part, en posant A =
k0−1
∑

k=0

ln

( |λk − µ|
λk + µ+ 1

)

on a

ln(d(φµ,Wn)) = −1

2
ln(2µ+ 1) +A+

n
∑

k=k0

uk.

et alors lim
n→+∞

ln(d(φµ,Wn)) = −∞, donc α = 0 ce qui est absurde.

F. Un critère de densité de W pour la norme N∞

(21) Supposons que W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N∞ alors d’après
la question 11) W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N2 et donc d’après la question 20)

on a la série
∑

k

1

λk

est divergente.

(22) Soit ψ =
n
∑

k=0

ak.φλk
un élément quelconque de Wn. On suppose que λk > 1 pour tout k ∈

{0, 1, ..., n}, et soit µ > 1,on a :

N∞(φµ − ψ) = sup
x∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

∣

xµ −
n
∑

k=0

ak.x
λk

∣

∣

∣

∣

∣

= sup
x∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

∣

µ

∫ x

0
tµ−1 dt −

n
∑

k=0

ak.λk

∫ x

0
tλk−1 dt

∣

∣

∣

∣

∣

6

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∣

µtµ−1 −
n
∑

k=0

ak.λkt
λk−1

∣

∣

∣

∣

∣

dt

D’après l’inégalité de Cauchy Schwarz on a

N∞(φµ − ψ) 6





∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∣

µtµ−1 −
n
∑

k=0

ak.λkt
λk−1

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt





1

2

= N2

(

µφµ−1 −
n
∑

k=0

ak.λkφλk−1

)
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(23) On suppose que la suite (λk)k∈N vérifie les deux conditions suivantes :
{

(i) : λ0 = 0
(ii) : λk > 1 pour tout k > 1.

et que la série
∑

k

1

λk

est divergente.

On pose ∀k > 1, λ′k = λk − 1, on a (λ
′

k)k∈N est une suite de réels > 0 deux à deux distincts.

On a ∀k > 1
1

λk

6
1

λ′k
donc la série

∑

k

1

λ
′

k

est divergente.

Posons W ′ le sous espace vectoriel de C([0, 1]) engendré par la famille (φλ′

k
)k∈N∗ , on a d’après

la question 20) W ′ est dense dans C([0, 1]) pour la norme N2.
Soit µ un entier > 1 , on a µ.φµ−1 ∈ C([0, 1]) et soit ε > 0, il existe g ∈W ′ tel que N2(µ.φµ−1−
g) 6 ε.

Il existe n ∈ N et une suite (αk)06k6n de réels tels que g =
n
∑

k=1

αkφλ′

k
.

On a d’après la question 22) N∞(φµ−ψ) 6 N2

(

µφµ−1 −
n
∑

k=1

αkφλ′

k

)

6 ε où ψ =
n
∑

k=1

αk

λk

φλk
.

Il est clair que ψ ∈Wn ⊂W .

Ainsi pour tout entier µ > 1 on a φµ ∈
−∞

W .

On a λ0 = 0, donc φ0 ∈W ⊂
−∞

W .
D’après la question 16) W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N∞.

(24) Si on remplace la condition (ii) par la condition plus faible :

(ii ′) : inf
k>1

λk > 0

Posons α = inf
k>1

λk > 0 alors pour tout k > 1, on a λk > α et alors
λk

α
> 1 ,

λ0

α
= 0 et la série

∑

k

α

λk

diverge

Posons pour tout k ∈ N, βk =
λk

α
et V = V ect(φβk

)k∈N , on a d’après la question 23), V est

dense dans C([0, 1]) pour la norme N∞.

Soit f ∈ C([0, 1]) et ε > 0, on a la fonction g : x 7−→ f
(

x
1

α

)

est un élément de C([0, 1]), donc

il existe h ∈ V tel que
N∞(h− g) 6 ε

h ∈ V, donc il existe n ∈ N et une suite (a
′

k)06k6n de réels tels que h =
n
∑

k=0

akφβk
.

On a en faisant le changement de variable y = x
1

α

N∞(h− g) = sup
x∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=0

akx
βk − f

(

x
1

α

)

∣

∣

∣

∣

∣

= sup
y∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=0

aky
λk − f(y)

∣

∣

∣

∣

∣

= N∞(P − f )

Où P =
n
∑

k=0

akφλk
∈W

donc
N∞(P − f ) 6 ε

Ainsi W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N∞.


