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Corrigé de la deuxieme épreuve de mathématiques MP 2009
ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES.

Question préliminaire

Montrons par récurrence sur n que toute sous-famille & n éléments de (¢x)r>o est libre.
Sin =1 c’est immédiat.
On suppose la propriété vraie a I'ordre n, montrons-la a 'ordre n + 1 :
n+1
si > pi¢py, = 0 alors, en simplifiant par x
i=1
obtient y1; = 0. On utilise alors ’hypothese de récurrence, la famille (¢y,);; est libre donc les
;i sont tous nuls ce qui permet de conclure la récurrence.
Conclusion : comme toute sous-famille finie de la famille (¢)),>( est une famille libre, cette

famille est libre dans C([0, 1]).

Aot Aj = min()\;) et en prenant la valeur en 0, on

A. Déterminants de Cauchy.

n Ak
k;;lX + bk.
On multiplie la derniére colonne C,, par A, et on lui ajoute la combinaison linéaire des autres

n—1
colonnes Y ApC} . On obtient :

On suppose R(X) est de la forme R(X)

=1
1 1 1 1
.......... R 0
ai+b ar+be (a1) ai+by  ap+be
An D = : : - : : 0
1 1 1 1
R(a, R(ap,
n+b1 an+b @l e T o et (an)

On développe par rapport a la derniere colonne, on obtient

AnDn - R(an)Dn—l

S’il existe (k1, k2) € [[1,n]] tel que k1 # ko et ax, = ag, ou by, = by, alors D,, =0, et alors

IT_ (a; — ai)(bj — bi)
1<i<i<n
D, = en supposant a; +b; # 0...
IT (a; + bj)
1<isn
1<<n

Supposons maintenant que les termes de la suite (ax); <<, sont deux & deux distincts ainsi
pour la suite (bg);<p<n:

I (a; —ag)(b; — bi)
, * 1<i<j<n
Par récurrence montrons que pour tout n € N*, D,, =
I (a; + bj)
1<i<n
I}
1
Pourn=1ona D; = .
ap + by
ai — ai)(bs — b
: 1<i<j§n71( 5~ as)(bj = bi)
Soit n > 2, supposons que D,,_1 =
11 (CLZ‘ + b])
1<i<n—1
1<j<n—1

On a d’apres la question précédente

AnDn = R(an)anl
1
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n

donc
k.le + bk

Ona R(X) =

nljl(_bn - ak) nﬁl(ak + bn)
An = (X + b R(X))my, = A2 _

71 n—
k;l;ll(_bn + bk) k;l;ll(bn - bk)
n—1
k—1(a” — )
et R(an) = — donc puisque A, # 0
1T
k:1(an + bk)
11 i —a;)(b; — b;
o R(an)D B 1<i<j<n(a] a )( J )
n — An n—1 — I ; [y
1<z‘<n(a + ])
1<<n

B. Distance d’un point a4 une partie dans un espace vectoriel normé

Soit

d(z,A) =0<=Ve>0 Jac A, ||lz—a|| <e<=Ve>0 B(z,e)NA# 0 <= z est adhérent a A.

(5)

Supposons que (An)n>0 est une suite croissante de parties de E telle que A = g A, .
n=0

Soit z € E.
Posons pour tout n € N, a,, = d(x,4,) et 8 = d(x, A). ¢¢ Puisque (4,),>( est une suite

croissante et A = g A, alors (an)n>0 est une suite décroissante minorée par (3, donc la suite
n=0

(@n)p>0 converge vers un réel o, on a 8 < a.
Soit € > 0, il existe y € A tel que f < |ly —z|| < B+e. y € A donc il existe n, € N tel que
y € Ay, et alors ap, < |ly —z|| < B+¢ donc a < f + €.
On fait tendre € vers 0, on a « < f.
Enfin d(z,A) = lim d(z,A4,).
n—--+00

On a la partie B est un fermé de E et B C B(0,2||z||) donc B est bornée.

Ainsi BNV fermée bornée de V' qui est de dimension finie, donc B NV est compacte.
Soit x € E,ona BNV C V donc d(z,V) <d(z,BNV).

Soit y € V,

siy€ Balorsy € BNV et donc d(z, BNV) < d(z,y).

siy ¢ Balors ||y — x| > ||z|| = ||z = 0| >d(z,BNV)car 0€ BNV

donc pout tout y € V, d(z, BNV) < d(z,y), donc d(z, BNV) < d(z,V).

Ainsi d(z, BNV) =d(z, V).

BNV — R

— lly—al
et atteint sa borne inférieure sur BNV, alors il existe y € BNV tel que d(z, BNV) = ||z — y|| .
D’apres la question 6) d(z,V) =d(z,BNV) donc d(z, V) = ||z — y|| .

On a l’application est continue sur le compact BNV , donc bornée

C. Distance d’un point 4 un sous-espace de dimension finie dans un espace
euclidien.

Soit V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, et 7 la projection orthogonale sur V'
(elle existe car V est de dimension finie donc il admet un supplémentaire orthogonal )

Soit z € E,,ona pourtoutv € V, || z—v ||>=|| z—7(z) ||> + || 7(x)—v ||? car z —7(x) € V+
et m(z) —veV.

donc pour tout v € V || z — 7(z) ||?°<|| * — v ||? et alors | # — 7(z) ||< d(z, V)

Comme 7(z) € V alors d(z,V) =|| x — 7w(x) || .



Supposons qu'il existe y € V' tel que d(z, V) = ||z — y||, alors || x — 7 (z) ||= ||z — v
Ona [[o—y|P=| & — (@) P + ||y - 7(2) |2 car 2 - m(z) € V" et y — n() € V.
donc || y — m(z) [|>= 0 et alors y = 7 ().

D’ou I'unicité.

Soient (z1,x2,...,2,) € E™ et V un sous espace vectoriel de E de dimension n contenant
Vect(xy,xa, ..., Tp).

Notons By = (e1,ea,....,e,) une base orthonormée de V et M = Matg,(z1,22,...,xy,). la
matrice du systeme de vecteurs (z1, 3, ..., z,) dans la base By.

On a M(z1,22,....,2,) = 'M.M .

n
En effet, posons pour tout j € [[1,n]] , z; = > a; e; , ona M = (a;;) € Mu(R).
i=1
Posons 'M.M = (¢; ;) € My (R).
n
On a pour tout (i,7) € [1,n]], cij = Y apiar; = (z; | z;).

Donc rg(M(x1, 72, ...,xy)) = rg(*M.M) = rg(M) = rg(z1, 22, ..., Tn)-
Ainsi G(z1, 22, ...,x,) = 0 si et seulement si la famille (z1, 22, ..., x,) est liée.

On suppose que la famille (x1, 9, ...,x,) est libre et 'on désigne par V' 1’espace vectoriel
qu’elle engendre.

Soit ¢ € F.
On a
(z1] )
G(x1,x9, ...y, x) = M1, 22, ..y Tn) :
(2 | 2)
(|z1) - (z]|2n [Els

Soit 7 le projecteur orthogonal sur V.
Vie [[L,n]], (x| 2) = (z; | 7(2)) + (2 | © — 7(x)) = (2; | 7(2)) car & — w(x) € VL.

2| = |l — 7w (z)]|* + [Iw(x)]|?, donc
0
G(x1,x2, ...y, x) = M1, 22, -, %n) 0
(r(@) | 21) -+ (7(@) |20 o —7(2)]?
(z1 [ m(2))
M(x1,x9, ..., xy) :
! (e | (2))
(m(@) [z1) - (7(z)|zn 7 ()1

= |z —7@)|? Gz, 2, ..., xn) + G(x1, T2, .oy 2y, 7())
On a d’apres 9) rg(M (z1,x2, ..., Tp, 7(x))) = rg(x1, T2, ..., T, T(T))
Donc G(z1,x2,...,xn,m(x)) =0 car w(z) € V = Vect(z1,z2, ..., Tp).
Ainsi
G(x1, 29, oy n, ) = |2 — 7(2)]|? (21, T2, .oy T9).
D’autre part d(z,V) = ||z — n(x)| et G(z1,22,...,2,) # 0 car la famille (z1,x2,...,2,) est
libre, donc

G(z1, 2, ..., Ty, T)
d V 2 — 9 9 9 9
(V) G(z1, T, ..., Ty)
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D. Comparaison des normes N, et Ny

= ([era) ([ raora) -

[ ]) et f e A alors il existe une suite (fn)n>=o d’éléments de A telle

Soit f € C([0,1]), on a

Soit A une partie de C
que hm Noo(fn— f)

-2
Comme 0 < No(fy, — f) < Noo(fn, — f) alors liIJIrl No(fn — f)=0et donc f € A.

-2
Ainsi A C A.

¢y désigne la fonction constante 1.
On considere la suite de fonctions (f,),>; de C([0,1]) définie par :

nxr si x€ [0, %]
L, fn(x) =
1 si € [%,1}
On a pour tout n € N, f,, € ).

1

(Nz(fn—éf)o))z:/()nIfn(x)—1|2dx:i o

3n n—+oo
-2
donc ¢ € V.
Soit g € C([0,1]) et f la fonction définie sur [0,1] par f(z) = g(z) — g(0) pour tout = € [0, 1],
done f & Vo et g = [ +9(0)¢n.
Ona ¢ € Vo donc il existe une suite (@n)n>0 d’éléments de Vj telle que lim Na(¢,—¢g) = 0.

n—-+00
donc lim Na(g(0)en, — g(0)pg) = |g(0)] lim Na(@, — ¢o) = 0.
n—-+00 n—+0o0
Posons pour tout n € N g, = f + g(0)¢,, , on a g, € Vj et lirf No(gn —g) = 0.
n—-+0oo

-2
Donc g € Vj et alors V}y est dense dans C([0, 1]) pour la norme Na.

—0o0
On a ¢o ¢ Vo , en effet , sinon il existe une suite de fonctions (f,),>o de Vo qui converge
uniformément vers ¢g. En particulier (f,),>o converge simplement vers ¢g sur [0, 1] et donc
®0(0) = lirJrr1 fn(0) =0 ce qui est absurde.
n—roo

Donc Vj n’est pas dense dans C([0,1]) pour la norme N.

Supposons que V' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé.
OnaVcv doncX_/yéQ.

Soient x et y deux éléments de Vethe K, il existe deux suites (21,),,>0 €t (Yn),>o d’éléments
de V' qui convergent respectivement vers z et y.
On a la suite (z,, + Ayn), >0 d’éléments de V' converge vers = + Ay.

Donc x4+ \y € V et alors V est également un espace vectoriel.

Soit V' un sous-espace vectoriel de C([0, 1]).
On suppose que V est dense dans C([0, 1]) pour la norme N4, alors il est clair que pour tout

m=0,éme V =C(01)).

Réciproquement supposons que pour tout m > 0, ¢, € ‘?O et soit f € C([0,1]).
Soit € > 0, on a d’apres le théoreme de Weierstrass, il existe une fonction polynomiale P définie
sur [0, 1] telle que

Noo(P—f)<e
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5

—0o0 —0o0 —00
Puisque pour tout m > 0, ¢, € V et V est un espace vectoriel , on a P € V et alors f

—00 —00
appartient a 'adhérence de V' pour la norme N4, qui est égal a V.
Ainsi V est dense dans C([0, 1]) pour la norme N.

Soit V' un sous-espace vectoriel de C([0,1]).
On suppose que V est dense dans C([0,1]) pour la norme Ny alors il est clair que pour tout

m >0, dm e V = C([0,1]).

—2
Réciproquement supposons que pour tout m > 0, ¢,, € V et soit f € C([0,1]).
Soit € > 0, on a d’apres le théoreme de Weierstrass, il existe une fonction polynomiale P
définies sur [0, 1] telle que

Noo(P—f)<e

D’apres la question 11) on alors

NQ(P—f) <e€

-2 =2 -2
Puisque pour tout m > 0, ¢, € V et V est un espace vectoriel , on a P € V et alors f

—2 —2
appartient a 'adhérence de V' pour la norme Ny qui est égal a V.
Ainsi V est dense dans C([0, 1]) pour la norme No.

E. Un critére de densité de W pour la norme N»

On a la suite (Wy,), > est une suite croissante de sous-espaces vectoriels de C([0,1]) et W =
U W, donc d’apres la question 5) pour tout entier p > 0 liI_’I_l d(¢p, Wn) = d(¢du, W).
n—-+0o0o

n=0
Supposons que 'espace W est dense dans C([0,1]) pour la norme Ny et soit ¢, telle que p
entier positif, on a d’apres la question 4) d(¢,, W) = 0 donc lirf d(¢,, Wy) = 0.

n—-+0oo

Réciproquement, supposons que lirf d(¢,, Wy) = 0 pour tout entier p > 0 alors
n—-+0oo

d(¢u, W) = 0 pour tout entier u > 0 et donc d’apres la question 4) pour tout entier p > 0,
—2

¢, € W 'adhérence de W pour la norme N et alors d’apres la question 16) W est dense dans
C([0,1]) pour la norme Nj.

On a d’apres les questions 1) et 10)

G(Drg> Dorrsoeos Drn> D)
d . 2 — 0 1 n I3
O ) = G omr oo )

1
P — (e By —
our tout (o, 3) € N, on a (¢ | ¢g) = [, x*.2 dx P
Posons Vk € [[0,n]] B =M +1 et B=p+1.
OnaVk e [0,n]] \p+Br#0et p+ 5 #0.
On a
1 1 1 1
pwor SR NI h o
0150 olﬁl olﬁ th g
AM+Bo M+ 5 AM+Bn A+
G(¢>\0)¢)\1) °"a¢>\na¢,u) = : : : :
1 1 1 1
; Bo ; B ; B ) B
ptfo  pt+ ptBn p+p



D’apres la partie A) on a

o in oy gy — GSin T o T M=)
Aor PArs - PAns P Ogl;[gn()\i +ﬁj) (N+ﬁ) <Z\n(ﬂ+ﬂi) \Elgn()‘i + )
0<j<n

De méme on a

o (A= \)(B5 = Bi)

0<i<j<n
T (\+ 5
Ogign( i ])
0<j<n

G(¢AO7 ¢)\17 b ¢)\n) =

donc

AL (1= 26)(B = Br)

RN
II + II (M, +
nggn(u ﬂk)ogign( K+ 06)

1 — )2
O<k<n(u k)

@ut1) T tp+1) T (g +p+1)
0<k<n i

RN \Z\TL

0
(1 +5)

et par suite
L g ey
V20 + Tk=0A +p+1

(19) Soit u > 0. Supposons que la suite (Ag)ren tend vers +oo alors il est clair que la suite

A\ —
(M) tend vers 1.
Metp+1) ey

d(¢ua Wn) =

A —
Réciproquement, supposons que pour tout p > 0, la suite <M> tend vers 1
Ak 41 pen
Soit p > 0.
1s . w—x
Considérons la fonction h(x) = ————— pour tout x € [0, p].
@=Ar 0.4
- p 1+ 2u
On a h est dérivable sur [0, u] et pour tout z € [0,u] A'(r) = —————= <
(x4 p+1)
Donc Vz € [0,u]l, 0< h = h(0
0.1, 0< hix) < - + e
2 1
Soita:Lonaae] [
2(p+1)°
A\ —
La suite (M) tend vers 1 donc il existe kg € N tel que Vk > kg on ait
Akt 1) e

Ae—pl _ 2p+1
Ae+p+17 2(p+1)

h(A\x) =

donc Vk > kg, A\ > .
Ainsi la suite (A\g)ren tend vers +o00.

(20) D’apres la question 17) l'espace W est dense dans C([0,1]) pour la norme Ny si et seulement
si lim d(¢u, Wy) =0 pour tout entier u > 0.

n—-+o00

Donc il suffit de montrer que : lirJrrl d(¢u, Wy) = 0 pour tout entier p > 0 <= la série Z)\
n—roo k

est divergente.

On a la suite (Ag)ren est une suite de réels > 0 deux a deux distincts.

Supposons pour tout entier pu > 0, lirf d(¢u, Wy) = 0 alors en particulier pour =0 on a
n—-r+oo
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(22)

lim ﬁ Ak
n—-+ook=0A; + 1

n 1
donc lim ) In (1—}—)\—) =400 .
k

n—+o0p—q

:0’

D’autre part on sait que : Vx € Rt In(1+z) <

n 1 L |
Donc Zln(1+)\—)< Z)\— et alors lim Z—:
k

k=0 E=0k n—+00r 2o Ak

1
Ainsi la série Z)\— est divergente.
k Nk

1
Réciproquement supposons la série Z)\— est divergente et soit p un entier positif .

k Ak
La suite (d(¢pu, Wn)), ey est une suite décroissante minorée par 0, donc converge , soit o =
lim d
n—-4o00 (Qbu, )
Onaa=0.

Car sinon o > 0 et
n—+00 )\n +p+ 1 nHJrood(ng’ n— 1)

D’apres la question 19) on a la suite (Ag)ren tend vers +oo, donc il existe ky € N tel que
Vk > kg A\ > p.

1
Posons Vk > 0 , up = In 1-2) 1—|—'u+ .
Ak Ak

2u+ 1 1 2u+1
0 =— —) d ~ = .
etk )\k * k;»—?—i—oo <)\k> ORe Uk kr—+o00 )\k

=1.

2 1
Comme la série ) — gt diverge et a termes de signe constant, alors la série Y uy diverge
k k k
et vaut —oo
D’ A= ko1 In ’ B /J,‘
autre part, en posant A = ——— | ona
P P P )\k +p+1

m(d(gp, Wn)) = =5 Lnu+ 1+ 4+ > .

k=ko

et alors lirf In(d(¢,, Wy)) = —oo, donc o = 0 ce qui est absurde.
n—roo

F. Un critere de densité de W pour la norme N
Supposons que W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N, alors d’apres
la question 11) W est dense dans C([0,1]) pour la norme N, et donc d’apres la question 20)

on a la série Y — est divergente.
k Nk

Soit ¢ = Zak ¢y, un élément quelconque de W,. On suppose que A\; > 1 pour tout k €
{0,1, ... n} et soit 4 > l,on a :

T n T
Noo(¢pp —tp) = sup |2V — Zak M| = sup ,u/ =L de _Zak’)‘k/ Ml de
z€0,1] = zef0,1]| Jo P 0
1 n
< / pth 1 —Zak.)\kt)"“_l dt
0 k=0

D’apres 'inégalité de Cauchy Schwarz on a

S

2

n
utu_l — Zak.)\kt)\k_l
k=0

1
Noo (s — ) < /0

dt] =N <N¢u1 - Zak-)\m,\k—1>
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On suppose que la suite (Ag)ren vérifie les deux conditions suivantes :

{(o: Ao =0

(#3) : Ag = 1 pour tout k > 1.

1
et que la série Z)\— est divergente.
& Ak
OnposeVk>1, A\, =X, —1,0na ()\;{;)kEN est une suite de réels > 0 deux a deux distincts.

1 1 1
)\_k; < )\—;c donc la série zk:)\—, est divergente.

Posons W le sous espace vectoriel de C'([0,1]) engendré par la famille (qb/\;c Jken+, on a d’apres
la question 20) W’ est dense dans C([0, 1]) pour la norme Na.

Soit p un entier > 1, on a p.¢,—1 € C([0,1]) et soit € > 0, il existe g € W' tel que No(p1.¢p,—1 —
g9) <e.

OnaVk>1

Il existe n € N et une suite (ax)o<r<, de réels tels que g = kilak(b/\;“'

On a d’apres la question 22) Noo (¢, —1) < Na <M¢u—1 — ki1ak¢/\;“> <e ou ¢ = zi: i—:gb)\k.
Il est clair que v € W,, C W.

Ainsi pour tout entier 4 > 1 on a ¢, € ﬁofo

On a A\ =0, don(:(boeWC_Vf/o.

D’apres la question 16) W est dense dans C(][0, 1]) pour la norme N.

Si on remplace la condition (i7) par la condition plus faible :

i) : inf A >0
A

A A
Posons a = inf A, > 0 alors pour tout £ > 1, on a Ay > « et alors Zk >1, 29 = 0 et la série
>1 Q@ Q@
a
Z)\— diverge
k Nk

Posons pour tout k € N, G, = ﬁ et V = Vect(¢s, )ren , on a d’apres la question 23), V est
dense dans C([0,1]) pour la norr?fe Neo.

Soit f € C([0,1]) et € > 0, on a la fonction ¢ : z —— f (mé) est un élément de C([0,1]), donc
il existe h € V tel que

Noo(h —g) <e
n
h €V, donc il existe n € N et une suite (a;)ogkgn de réels tels que h = ) appg,.
k=0
On a en faisant le changement de variable y = rw
n n
1
Noolh=g) = sup |3 o™ = f (a7 )| = sup |3 arg™ = fly)| = NoolP = 1 )
xE[O,l] k=0 ye[ovl} k=0
n
OuP = > arpy, €W
k=0

donc

Noo(P—f)<e

Ainsi W est dense dans C([0,1]) pour la norme N.



