SPECIALE MP* : DEVOIR LIBRE

(1) Dans tout le probleme, I désigne l'intervalle [0,1] de R et I? = I'x1.
(2) C(I) est l'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur 1.
On le munit de la norme de la convergence uniforme :

viec), Ifll = SIéII)If(l“)I-

M(I) est 'espace vectoriel des formes linéaires continues sur C(I).
On le munit de la norme naturellement associée a celle de C([I) :

Vi€ M(I), ||pll = sup [u(f)|
feB;

ou By est la boule unité fermée de C(I).
(3) C(I?) est l'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur 7%, muni de la norme de
la convergence uniforme :

VE e C(I?), |F| = sup |F(z,y)].

(z,y)el?

M (I?) est I'espace vectoriel des formes linéaires continues sur C(I?) muni de la norme
associée :

YA€ M(I7), [l = sup |A(F)|
FeBs
olt By est la boule unité fermée de C(I?).
(4) Soit F' € C(I?), z € I. On note F(x,.) I'application partielle
yel— F(x,y),

F(z,.) appartient donc a C([).
(5) Soit f € C(I), g € C(I). On désigne par f ® g I'élément de C(I?) défini par la formule :

V(z,y) € I’, (f@g)(z,y) = f(z)g(y).

(6) On dit qu'une fonction h est de classe C! sur I'intervalle J si h est continue et possede
un dérivée continue sur J.

PREMIERE PARTIE
1
Pour tout f € C(I), on pose m(f) = / f(z)dz.
0

I.1. Montrer que 'application ainsi définie de C(I) dans R appartient a M (I) et calculer ||m/]|.

I.2. Soit a € I. Pour tout f € C(I), on pose d,(f) = f(a).
Montrer que §, appartient a M (I). Calculer ||d,]|.
Calculer [|d, — || si a et b sont deux éléments distincts de 1.

I.3. Calculer ||m — d,]|.

I.4. Montrer que pour tout f € C(I), lirJqu d1(f) =do(f).
La suite (61 )pen+ a-t-elle une limite dans M ([) 7

A-t-on unenpropriété analogue dans M (I?) ?
1
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I.5. Soit A € M(I?), 6 € C(I). On définit deux applications py(\) et go(\) de C(I) dans R par
les formules :
Ve C), po(M(f) = Af ©0)
Vi el), gN(f) = A0 f).

Montrer que pg(\) et go(N) appartiennent a M (7).
Les applications pg et gy ainsi définies de M (I?) dans M (I) sont-elles continues ?

DEUXIEME PARTIE

I1.1. Soit F' € C(I?), v € M(I). Montrer que lapplication F, de I dans R définie par
Veel, F,(z) =v[F(z,.)]
appartient a C([).
Etablir inégalité ||E, || < ||F].|[v|.-

I1.2. Soit u € M(I), v € M(I). On définit une application de C(I?) dans R, notée p ® v, par
la formule

VE € C(1?), p®v(F) = u(F,).

a. Montrer que y ® v appartient & M(I?).

b. Calculer ||u ® v|| en fonction de |||l et ||v]|.

c. Que peut-on dire de l'application (u,v) — p® v ?

Dans la suite, £ désigne 'image de M (I)x M (I) par cette application.

I1.3. a. Soit A € £, A # 0. Montrer qu'il existe a € C(I) et 5 € C(I) tels que
Ma® fp) =1.
Montrer que pour tout couple (a, 3) de C(I)xC(I) vérifiant cette condition,
A =ps(A) @ ga(A).

b. SOlt )\:50®50—|—(51®(51
On considere 0 € C(I) défini par Vz € I, 0(x) = x.
Calculer pp(A) et go(A).

c. & est-il un sous-espace vectoriel de M (I?) ?

TROISIEME PARTIE

Dans cette partie, ¢ désigne une fonction de classe C! sur R, périodique de période 1, prenant
ses valeurs dans I.

II1.1. On pose

an, = /0 V1 + [ng' (nx))2 da.

Quelle interprétation géométrique peut-on donner du nombre a,, 7
Montrer que la suite (%*),ecn- a une limite /.
Exprimer [ a l'aide d’une intégrale.

II1.2. Pour tout g € C(I), on pose
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et pour tout entier n > 1

1 [
vn(g) = —/ o(nx)]\/1 4+ [ny'(nz))? dz.
n Jo
Montrer que v et v, appartiennent a M (7).

Montrer que la suite (v, )nen+ admet v pour limite dans 1'espace vectoriel normé M ().

I11.3. Soit F' € C(I?). Montrer que pour tout € > 0, il existe un entier N tel que les conditions

n>Net0<k<n, (nk)e N impliquent |[A, ;| < e ol A, désigne la différence
k+1

/n o(nx)]\/1 4+ [ny'(nz) 2dx—y{F(E,.)].
k n

(k+1)/n
(On pourra poser wy, x(F) = / F(z,¢(nz))y/1 4+ n2¢ (nx)?dz.)
k/n
I11.4. Pour tout F' € C(I?) et tout entier n > 1, on pose :
1 1
/\n(F):—/ o(nx)]\/1 4+ [ny'(nz))? dz.
nJo

Montrer que ), appartient & M (I?).
Montrer qu'il existe A € M(I?) tel que, pour tout F € C(I?),

lirJqu Mn(F) = A(F).
Montrer que A appartient a I’ensemble £ défini dans II.

QUATRIEME PARTIE

Dans cette partie, ¢ désigne une fonction de classe C! sur I, prenant ses valeurs dans I. On
se propose d’étudier v € M (I) défini par la formule :

Viec(l /f x)| da.

IV.1. Montrer que si  est monotone, il existe deux réels ay, as tels que
0<a;<ax<letVfel( / [z

IV.2. On suppose dans cette question que 1'équation ¢'(x) = 0 n’a qu'un nombre fini de racines
dans I. Montrer qu’il existe une fonction en escalier ¢ définie sur I et prenant ses valeurs

dans N, telle que
Vel / f(z

IV.3. Soit @ la fonction définie sur R par :

1
wo(x) = sin?(27z)  pour g << 1,
1
wo(z) =0 pourx<§oux>1.

Soit (ay) une suite décroissante de réels telle que

Vk € N, o €]0,1] et lim oy = 0.

k—+o00
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Pour tout n > 1, on pose :

k(po(Qkx).

2|2

Spn(x> =

a. Tracer le graphe de ¢ dans le cas ag = a1 = as = 1.

b. Montrer que pour tout n € N, ¢, est une fonction de classe C' prenant ses valeurs
dans [ et qu’il existe une fonction en escalier v, définie sur I et prenant ses valeurs
dans N telle que

Vi e (), / Flion(@)]|(x)| dz = / F(@)ba(a) da.

Expliciter ¢, associée a la fonction @9 du a.
1
Exprimer ~,, = / ¥, () dx en fonction des ay.
0

c. Montrer que la suite (¢,,) converge uniformément sur 7, que sa limite est de classe C*
et prend ses valeurs dans I. Etudier la convergence de la suite (7y,).

d. Si ¢ est la limite de la suite (¢,), montrer qu’il existe une fonction v définie sur I
et prenant ses valeurs dans N, intégrable sur tout intervalle [, 1] ou £ €]0, 1] et telle

que :
1

(i) }:I_I)I(l) ¥ (x) dx existe,
(i) Vf e C(I), v(f) =1lim | ¢(x)f(x)dz

(noté plus simplement v(f) = /01 Y(x)f(x)d).



