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PREMIERE PARTIE

e m est une folrme linéaire : immeédiat.

o |m(f)| < / |f(x)| dz < ||f]| d’ott m est continue et ||m]| < 1.
0

e m(1) =1 et en conclusion : ||m| = 1.

e § est une forme linéaire : immédiat.
o [0(f)] =|f(a)] <||f|l dou d est continue et 0] < 1.
e §(1) =1 et en conclusion : ||d]| = 1.

* da(f) = 0(f) = fla) = f(b) donc [6.(f) = 6(f)] < [f(a)] + [f(B)] < 2[[f] donc
160 — 05| < 2.

Supposons a < b et considérons f définie par
1 ix <

flz) = S% TS a’ f affine sur [a, 0]
-1 siz>=b

alors || f]| =1 et [0a(f) = (f)] = 2.

Conclusion : ||d, — &l = 2.

im(f) = da(f)] = | [} f(x)dz — f(a)| < 2| f]| donc [[m — 8,]| < 2.

Soit f,, affine par morceaux, définie par !

1 siz<a—1/n }
flz) =< -1 siz=a pour n assez |

1 stz =a+1/n a—l)n z% a+1/n
grand et a €]0, 1[. ||f]|:1etm(fn):1—%, }
0a(fa) = —1. l

-1

2
On en déduit que |m(f,) — 0.(fn)] =2 — — — 2 quand n — +oo donc |[|m — .|| = 2.
n

1
Sia=0oua=1,onauram(f,) =1——, d.(fn) = —1 et la conclusion persiste.
n

® 01/,(f) = f(1/n) — f(0) = do(f) par continuité de f.
® Si 61/, — p dans M(I) alors &y, (f) — p(f) donc p(f) = f(0) = do(f) soit p = do.
Or ||0g — d1/n]| = 2 ce qui est contradictoire avec ||6g — d1/n|| — 0 donc la suite (d;,,,)
n’a pas de limite dans M(1).
1
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® Soit 1 /n,1/m(F) = F(1/n,1/n) — F(0,0) = doo(F). Par le méme genre d’arguments,
on prouve que la suite (01/,1/,) n'a pas de limite dans M (1?).

e py(N) et gop(A) sont évidemment linéaires.

o [(f@0)(@,y)|l = I[f(@)0) < [IfI-IO]
Or [po(N)(f) = [A(f @ 0)] < [[AILILf @0l < [Al-IO]l-lf[] donc po(A) € M(I) et
[P (M) < [IIAILN16]]-
De méme, on obtient ||gg(N)|| < ||All-||€]]-

e Grace aux inégalités que I'on vient de démontrer, on en déduit la continuité de py et
qp ainsi que les inégalités : ||pg| < |10 et ||gs]l < 119]|-

DEUXIEME PARTIE

e F' € C(I?) et I? étant compact, on en déduit 'uniforme continuité de F :

Ve > 07 EIT] >0 | \V/(({L‘,y), ($,>y/)) € IQXI27 ||(x,y) - (ZL’,,y/)H < n= |F({L‘,y) - F({L‘/,y,)| <e.

On en déduit que, pour tout y € I, |z —2'| < n = |F(z,y) — F(2/,y)| < € ce qui peut
encore s’écrire ||F(x,.) — F(2,.)| <e.
On obtient alors |F,(z) — Fy)| = [v(F(x,.) — F(2',.))] < ||v|l.e ce qui entraine la
continuité de F,,.
e On a ensuite ||F(x,.)|| =sup|F(z,y)| < ||F] et, par continuité de v,
yel

|F ()| = [v(F (2, )] < WILE G )< (-
Conclusion : || F,|| = sup |F,(x)] < ||v].]|F].
zel

I1.2. a. e 11 ® v est bien une forme linéaire.

o [(n@v)(F)] = [u(E)] < Pl M < flpll[[)[HF]] ce qui prouve la continuité
de ¢ ® v ainsi que U'inégalité ||p @ v|| < ||ul|-||¥|-

b. On a déja [l @ vl < |lull.Jv]]

Soit F = f @ g alors F,(z) = v(f(z).9) = g@)v(g) d'ot u(F,) = u(f)v(g).
Comme |F(z,y)| = | f(x)|-lg(y)| alors

IF] = sup If(x)l-lg(y)lIilélglf(x)lxsuplg(y)l

(Ivy)el2 yEI
= [l71-lgll-

On suppose p et v non nulles. Par caractérisation de la borne supérieure, il existe
(fn) € C(D)N telle que || fu|l = 1 et lir+n w(fn) = ||i||. De méme, il existe (g,) € C(I)N

telle que [|go|| =1 et lim v(gy) = |[v].

On en déduit que

(1 @ V)(fn @ gn) = p(fn)v(gn) = - IV]]-

Or |[fn®gnll = 1 donc [|p@v|| Z (n@v)(fn®gn) et par conséquent [[p@v|| > ||ull.[[v]
Conclusion : en combinant les deux inégalités, on obtient ||u @ v|| = |||V
c. (i,v) — p® v est bilindaire continue de M (I)? dans M (I?).

I1.3. a. e On a vu a la question précédente que (u®@ v)(f ® g) = pu(f)r(g).

Si A e & alors A = p® v par définition et A # 0 entraine que p # 0 et v # 0.
Il existe donc (f,g) € C(I)* tel que u(f) # 0 et v(g) # 0. u(fv(g) # 0, il

suffit alors de normaliser pour avoir « et § (i.e. prendre par exemple @ = f et

. g
b= )
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e Montrer que A = pg(A\) @ ¢o(A) n'est alors qu'un probleme de notation.

Ps(A) @ qa(A)(F) = ps(AN) (Foan) = AFgu (2, ) © 5)
= (M® V) (Faon (@) @ 0) = p(Egun (2, ) (5)
p(a)plv(F(z,.))v(5)
car Fo, () (z,.) = qa( J(F () = Ma® Fz,.)) = (pn@v)(a® F(z,.))
= p(a)v(F(z,.)) dou
Ps(A) @ qa(A)(F) = p @ v(F) = A(F)
car u(a)v(p) = 1.
Conclusion : comme cette relation est vraie pour tout F' € C(I?), on en déduit
que A = pg(A) © ga(A)-
b. po(A)(f) = A(f ® ) = (do ® 0o + 01 @ 61)(f ® ) = f(1).
De méme gp(N)(f) = f(1).
c. Si A € & alors, comme A(f ®6) =1on a
A @g) = (ps(N) © 4N (f @ g) = f(1)g(1)
=01 ©@0)(f@g)
Si on prend f = g = 1 alors on arrive au résultat suivant : A(f ® g) = 1 et pg(\) ®

do(N)(f ® g) = 2 ce qui est contradictoire.
Conclusion : A ¢ &, £ n’étant pas stable par addition n’est pas un sous-espace vectoriel

de &.

TROISIEME PARTIE

III.1. e On sait que / V14 f(x)?dx désigne la longueur de la courbe y = f(z) entre les

a

points (a, f(a)) et (b, f(b)) donc a,, est la longueur de la courbe y = p(nz) entre les
points (0, p(0)) et (1, p(n)).

1
n 1 :
o In _ / — + ¢'(nr)? dz. On effectue le changement de variable u = nz dans cette
n o Vn

intégrale :

1
A + ¢'(u)? est 1-périodique.

1
On utilise alors I'encadrement |a| < va? + b% < |a| + |b] avec a = ¢'(u) et b = — d’out
n

/1| (w)|d <“"<1+/1| (w)|d
w)ldu < — < — )| du.
; 2 n n ; 2

1
a

Conclusion : la suite (—n) converge et sa limite [ vaut / |’ (u)| du.
n 0
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II1.2. e v et v, sont évidemment des formes linéaires.

1 1
A an
o) < [ lgle@I @) do < gl [ 1¢/@)]do e, de méme ona un(o)] < lg] 2
0

0
d’ou la continuité de v et v,,.
e En posant u = nx on peut réécrire v, :

o) = [ el + ez an

[vn(9) = v(9)| < / gle(@)|| VI/n2 % @ () = |¢'(w)] | du

>
g

d’ou

<1l/n
1
<~
n
. B < gl _ 1 - _
soit | (v, — v)(g)] < ie. ||lv, —v|| < —— 0 donc 11111 v, = v dans M(I).
n n n—-+o00
(k+1)/n
II1.3. e On transforme 'expression wy, ;(F') = / F(z,p(nz))y/1+n?¢ (nx)?dx en po-

k/n

sant t = nz — k d’ou

oni = [ Plk/n-+ tjn o0)/ T+ FOP

et on note A, = wy . — V[F(k/n,.)].
e F est continue sur le compact [0, 1]*> donc F' est bornée par M et F est uniformément

continue :
aN; e N |Vn > N, Vt € [0,1], |F(k/n+t/n,o(t)) — F(k/n,¢(t))| < %
2(1+[l¢'l))
e On majore alors |A, x| en introduisant un terme intermédiaire :
1
Bl < [ B0+ tn 0(0) | ST+ 5P - 0] ) de
0 gﬂ <I7n
/ | Ek/n +t/m, o(t) — F(k/n, (1)) |- [¢'(1)] d
e
<e/20+]¢']) <ll¥l

- M n €

S n 2

. M €
e On choisit alors N > N tel que — 5 pour n > N d'ou |A,| <
n
ITI.4. )\, est une forme linéaire, de plus A ()| < ||F H% donc elle est continue.
n
On écrit ensuite que A\, (F) = — Z wn.k(F) (notation de la question précédente) d’ou
1 n—1 n—1 1
M(F)—=>» v[F(k/n,.) —|A, k| <epourn >N
n n

k=0 k=0
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1 n=1
donc lirf [An(F) — AL (F)] =0 en posant A, (F) = — > v(F(k/n,.)).
oo " k=0

Cherchons la limite de A, (F') : par linéarité,

A;<F>:u< ] %F(k/m) -/ [Z %F(k/w(x))] ¢/ (2) da

k=0 k=0
1= [k !
=— Z F, —) — / F,(t) dt car on a une somme de Riemann
n n 0
k=0

= m(E) = (m & v)(F).
Conclusion : d’une part lnf [An(F)=AL(F)] = 0, d’autre part, hrn N (F) = (mev)(F)
T NF) =m@uv(F), \=mavecE.
QUATRIEME PARTIE

IV.1. Supposons, par exemple, que ¢’ > 0.
Soit F' une primitive de f alors (F o ¢)'(z) = f(¢(x))¢'(x) donc

et on pose 0 < ¢(0) = a3 < (1) =as < 1. Le cas ¢’ < 0 est similaire.

IV.2. Soient xp =0 < :L‘l < ...<xp_q <xp=1les racines de I'’équation ¢'(x) = 0. Sur chaque
intervalle |y, xpi1], ¢’ garde un signe constant.

/ f(y )| de = Z/+ & ()] dz
—Z’/k

o 1y (f) = / " Ho(o)le (@) do = / £ (0(2)) k()] dz en prolongeant g, ey, &

Tk
0, 1] par des constantes a gauche et a droite.
P g

1
A la question précédente, on a vu que vy (f) = / 17, () f(z) dz ou I}, = [pk(0), pr(1)] si

0r(0) < pr(1), sinon, on mtervertlt ces deux valeurs.

p—1
Conclusion : v(f) = > | 1, (x)f(z)dx = / Y(z)f(z) dr en posant ¢ = Z 1;, fonc-
k=0
tion en escalier prenant ses valeurs dans N.
IV.3. a. Avec le code Maple suivant
>phi:=x->piecewise(1/2<x and x<1, (sin(2*Pix*x))~2,x<=0,0,x>=1,0);
>plot (sum(phi(2°k*x)/2°k,k=0..5),x=0..1);

On obtient la courbe de la figure 1
b. e ¢, est de classe C! car c’est une somme de fonctions de classe C!.
e Les oy sont positifs ((agx) N\, 0) donc ¢, = 0. ¢o(2*r) s’annule sur le
complémentaire de |5, 55 donc

O .
- Spn(x> = ?900(2]{*%) S1 T E]leﬂ’%k[’
— @n(z) = 0 si z appartient au complémentaire de ]0, 1],
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On a tracé plus de courbes que ne le de-
mandait 1’énoncé mais on voit bien que les
différentes courbes ne se chevauchent pas et
que plus on somme de termes et plus on se
rapproche de I'origine.

0.2

0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 1

on en déduit que ¢, prend ses valeurs dans I.
e Le IV.2 s’applique & ¢, (on remplace I par [577, 1]) donc

Vi ec), / Flon(@)]|eh(x)] dz = / F (@) () da.

e Sur chaque intervalle I = [, 35), on a @,(x) = %wk(x) par conséquent

1 3

>0 sur 509, 593 , .
on(x) <~ 7 2k+2]. On décompose alors I'intégrale :
3 1

<0 sur [553, 5)

1/2F
[ flen@icito |dx—2 [ o e
n_ p3/2kt2 1/2%
= 2]l (x) de — W(2)])¢) () da
S [, Al @i [ el

= Z F[¢n(3/2k+2)] — Flpn(1/2%1)] = Flpn(1/2%)] + F[‘Pn(3/2k+2)]
ol F' est une primitive de f

n ay /2%
= 2F(ay/2) — 2F(0) = Z/O 2f(z)dx

k=0 k=0

car ¢, (3/2F2) = o @0(3/4) 2— et donc

/0 Flion(@)]le(x)] dz = / F(@)ba(z) da

ol Yy (x) = 2 Z L0, /297

LYo
e On en déduit immédiatement ~,, = 2 Z k
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c. e La suite (p,) converge uniformément sur I car c’est la somme partielle d'une
série normalement convergente de fonctions continues.
e Montrons que ¢ (limite de la suite (¢,)) est de classe C' sur I.

— Si x> 0 alors il existe k € N tel que z € I, = [1/2"F1,1/2¥] et, pour n > k,
on(z) = %@0(2’%). A la limite, on obtient (z) = %@O(ka) donc ¢ est
dérivable en x et de classe C! sur Ij.

— Si =0, on a toujours ¢, (0) = 0 donc p(0) = 0. De plus, si 0 <y < 1/2%
alors il existe h > k tel que y € I et ¢'(y) = anp)(2"y) dou |¢'(y)| <
apllesll < akllepll. Comme la suite (i) tend vers 0, on en déduit que
?lJiir(l] ¢ (y) = 0 ce qui permet d’affirmer que ¢ est continue et dérivable en

0.

Conclusion : ¢ est bien de classe C.

e On a vu a la question précédente que v, = 2 Z donc 7, est la somme

2k

partielle d'une série convergente : lirf Vo =7 =2 Z —
k.f

d. e Pour z > 0, on pose ¢(x) = 2 Z 1i0,a, /2% (%) qui est bien définie car In € N tel

’I’L

que z > o H donc ¥(z) = Z 0,05/2(Z) = ¥ () est une somme finie.
Opi1 Qp 0
e Pour St <e<K o on a ainsi

1 1 n
/w(:c)dx:/ 221[07%/2;@](95)&75
£ 3 —
+o00 a
2 Lig.a sor1 () d = 7, < 2 —
/Otn+1/2"+1 Z [0, k/2] X kZ:OQk

N

1
£ ¥(x)dz est une fonction décroissante et majorée donc lim [ ¥(z)dx

_
EOE

. X ag
existe et vaut v =2 ok
k=0

1
e — Posonsy,(f) = / flen(@)]|¢), (2)| dz. On sait que ¢, est nulle sur [0, 5]
0

donc

1 1
n(h= [ fe@ld@ld= [ fle@le)ld
1/2n+1 1/2n+1
car o(x) = ulx) sur [z, 1]
On déduit de ce résultat que 1_1)21 vn(f) =v(f).

1 1
— On sait aussi que v, (f) = /0 f(@)(x)de = /1/2n+1 f(z),(z) dz
1

- Sur [§58.1),¥(0) = v (a) done | fl)fbla) ~ dua)]d =0

/2n+1

Or, de méme que / Y(x) dz existe, / ¥(x) f(x) dr existe par conséquent
1

lim f(z)y(x)dx = 0.

n—-+00 1/2n+1
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— En rassemblant les résultats précédents, on obtient

wuvunmzuww—%qrﬁ/ fuwmmdx—Azmwﬂmdx

1/2n+1

1/2n+1
=wﬁ—%m—A F(@)d(x) dz — 0



