SPECIALE MP* : DEVOIR LIBRE

PREAMBULE
On désigne par E l'espace vectoriel sur le corps des complexes C formé par les fonctions
continues définies sur R a valeurs dans C et qui sont perwdzques de période 2m.
Pour n € Z, e, € E est 'élément e, (z) = ", z € R. A f et g dans E, on associe le nombre

complexe :
Flo) = 5- [ TG

et on note ||flla = \/(f|f). On admettra que (.|.) est un produit scalaire qui fait de E un
espace préhilbertien sur C

On désigne par |||l la norme de la convergence uniforme sur £ : || f||oc = sup,cg | f(2)].

On admettra que £ muni de cette norme est complet.

Pour N € N, Ey est l'espace vectoriel engendré par les e, pour n € Z, n € [N, N]. On note
N
Dy Télément de Ey défini par Dy = > e, et on pourra utiliser le fait que, pour z €]0, 27|,
n=—N

sin(N + 3)z

Pz
Sln2

DN(ZL') =

Pour m € N*, on désigne par F,, 'anneau Z/mZ.
Si (an)nez € CZ, on dit que (ay,)nez est sommable si

Z la,| et Z la_,| convergent

n=0 n=1
+oo +oo +oo
et on posera Y. ap = Y. an+ Y. a_p.
n=—oo n= Tl*l

Dans tout le probleme, N désignera un entier supérieur ou égal a 1 qui pourra varier.

PARTIE 1

A f € E, on associe la suite de ses coefficients de Fourier (f,,)nez :

fn=(€n|f)=% " fwyean

I.1. Soit (up)nez une famille telle que les sommes ZnN:_ ~ |un| solent bornées, on désigne par
Sy élément de £ : Sy = Zflv:_N Unen. Montrer que (Sy)n>1 converge vers un élément
u de E pour la norme ||.||oo-
Quels sont les coefficients de Fourier de u ?

I.2. Soit (uy,)nez définie par u, = 0 pour n <0, u; = —1 et u,, = ﬁ pour n > 2.
n(n —

Montrer que I’élément u de E obtenu par le procédé de la question 1.2 n’est pas dérivable
en z = 0 (on pourra écrire, pour N > 2 arbitraire et x 7é 0,

Im u(z) —u(0) Im Sy(z) — + Z sin nx

x T n—l

n= N+1
1
N

Im 2z désignant la partie imaginaire de z € C et conclure en prenant x =
1
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N e
I.3. On désigne par ¥y 1'élément de F défini par : Xy = -,
n=1
Montrer que la suite (Xn)x>1 est de Cauchy dans E pour la norme ||.||s.

I.4. Montrer que, si la suite (Xy)y>; converge vers o € E pour la norme ||.||2, alors, pour
tout r € R,

ou u a été définie en 1.2.

I.5. Déduire des questions 1.2 et 1.4 que E muni de la norme ||.||; n’est pas complet.

PARTIE 11

On notera Py f la projection de f € E sur Ey.
II.1. a. Montrer que, pour tout x € R,

1 ™
(Puf)@) = 5= | @)Dyl =)y
b. Montrer que, pour tout x € R,

(Pu)@) =5 [ =)Dt dy

IT.2. On désigne par ay la borne supérieure de I'ensemble des nombres || Py || lorsque f
décrit la boule unité de (E,||.||c)-
Montrer que ay < V2N + 1.

1 s
I1.3. Soit Ly le nombre Ly = 2—/ |Dy(x)| dz, et, pour € > 0, ¥5, € E défini par :
™ —T

DN(JZ)

Yy (z) = \/H—DW’

Montrer, en utilisant les 1% que ay > Ly (on pourra montrer que, pour tout y € R;
2

) |y
0 <yl ] < VA

Vet Vet A(Ver v+l

4
IT.4. Montrer que, lorsque N tend vers I'infini, Ly est équivalent a — In V.
™

zeR

I1.5. Que pouvez-vous en conclure concernant ’application linéaire P, ?

PARTIE III

On désigne par H; le sous-espace de E formé par les éléments f tels que (1 + n?)|fn]*)nez
soit sommable.

1/2
On note alors, pour f € Hy, ||f]1 = (Z(l —|—n2)|fn|2) :

ne”L

ITI.1. Montrer que, si f € E est de classe C' sur R, alors f € Hy et || f|IF = ||f115+ |/]3-
Réciproquement, si f € H;, f est-elle de classe C! sur R ?

III.2. Montrer que ||.||; est une norme sur H; et que H;, muni de cette norme, est complet.
I11.3. Montrer que F; = C'(R,C) N E est dense dans H; pour la norme |.||;.
II1.4. Soit f € Hy, montrer que :

1

/1.

I1Pnf = fll2 <
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II1.5. En écrivant, pour g € Ey, x et y dans R,
5@ = *0) =2 [ o090,
y

11
montrer qu’il existe K > 0 telle que, pour tout f € Hy, || flleo < KallfI5 1 f]I7-
II1.6. En déduire que, pour tout f € Hy et N > 1,

P61 =l < <2l

et expliquer brievement l'intérét de cette inégalité en terme d’approximation de fonctions
et justifier 'introduction de 'espace Hj.

PARTIE IV

IV.1. Montrer que, si f € Hy, || fll2 < || f]l1-
IV.2. Montrer qu’il existe une constante Ky telle que, pour tout f € Hy, || f|lc < K| f|1-

IV.3. Soit (¢7)pen une suite d’éléments de H; telle que : Vp € N, [|g?||; <1

a. Montrer qu’il existe une application strictement croissante 1) de N dans N telle que,
pour tout n € Z, la suite des produits scalaires ((g¥®|e,,))pen soit convergente. On

note alors ¢,, la limite de cette suite.
N

b. Montrer que la suite de fonctions Sy, ou Sy = > {,e, converge vers une fonction
n=—N
¢ € E pour la norme |-
c. Montrer que ¢ € H;.
d. Montrer, par un exemple, qu’en général ||g¥®) — ¢||; ne tend pas vers 0 lorsque p tend

vers +00.

PARTIE V

On désigne par z; le point j pour j € Z. On observe que, pour tout f € E, f(x;)

T
2N +1
ne dépend que du reste de la division de j par 2N + 1, ce qui permet de parler de f(x;) pour
J € Fanya.

V.1. Montrer que la matrice carrée d’ordre 2N + 1 : (e'%7)<;<on a pour inverse la matrice

0<j<2N
1 efilzj
2N +1 0<IL2N

0<j<2N
V.2. a. Soit f € E. Montrer qu'il existe un unique élément de Ey (noté Cy f) tel que :
Vj € Fony1, (Onf)(z5) = f(x;).
b. Montrer que Cy est une application linéaire de E dans Ey.
c. Montrer que C'y # Py (on pourra remarquer que Cyeany1 = €p).
V.3. On désigne par Epny1 'ensemble des applications de Fonyq dans C, on note (Zk:)kengNH
ces applications.

a. Aze Eany1, on associe Iapplication ' : k +— 2, de Z dans C définie par :

o ]' —il:l?k
Z] = ON n 1 Z e Ze-

k€Fan 11




4 SPECIALE MP* : DEVOIR LIBRE

Montrer que 2; ne dépend que du reste de la division de [ par 2N + 1. Ceci nous

permet de considérer Z comme un élément de Esp 1.
b. On dit alors que 2 est la transformée de Fourier discrete (T.F.D.) de z. On note

© = (¢r)reran,, la T.F.D. de I'application j +— f(z;). Montrer que :
N
Cnf= ) epex
k=—N
ot k est le reste de la division de k par 2N + 1.
V.4. Soit h € Esy, montrer que :

! Wh(x)dx L Z h(z;).

2r ) .

V.5. a. Pour f et g dans E, on note :
1 -
JEFaN 11

Montrer que, si f et g sont dans Ey, [f, g] = (f|g)-
b. Montrer que, pour tout f, g dans F,

[f_CNfag] =0

c. Calculer [e,, €]

K
V.6. Soit f € Hy et | € Z. Montrer que les sommes Y |fl+(2N+1)k| sont bornées et que :
K

Cn(f) = Z Cna(f)e
I=—N

ou

K
Cny(f) = lim Z Jir@eN+1)k-
k=K

K—+o0

V.7. a. Montrer que, pour tout f € F, on a :
f—Cnf=gn—Cngn avec gy = f — Py .
b. Montrer qu’il existe une constante K3 €]0, +o00[ telle que, pour tout f € Hy,

K
If=Cnfllz2 < leHle-

V.8. Pour quelle raison pratique préfére-t-on Cy a Py 7




