CORRECTION DE L’EPREUVE ENSAE 2003

PREMIERE PARTIE

I.1. Si z ou y est nul, la réponse est immédiate.
On suppose donc > 0 et y > 0 et on écrit x = e, y =e’. zy = e
£ = pb d’ou

@+t on pose a = pa,

1 1 1 1ﬁ
zy=exp|-a+-0| < —-e*+—e
p q p q

grace & la convexité de 'exponentielle. On conclut en remarquant que e® = 2P, e = y2.
Remarque : on a égalité dans cette inégalité ssi x? = y9.
N 1/p N 1/p
I.2. Inégalité de Holder. On note A = (Z |an|p) et B = (Z |bn|p) . On suppose dans
n=1 n=1

un premier temps que A = B = 1.

1
Comme |a,b,| < =|a,|? + —|b,|? alors, en sommant sur n on obtient
p q

N N | X |
anbn S anbn S - Qp, b + - bn e
1 1
<-t-=1

p q
ce qui prouve 'inégalité dans ce cas.

an, b,

Dans le cas général on applique le résultat précédent a a), = 1 et b, = 5

I.3. Si B = 1 (on conserve les notations de la question précédente) alors, en appliquant

I'inégalité de la question 1.2 on obtient

N N 1/p
(1) > | < (ZI%V”)
n=1 n=1

Cas d’égalité :
e on suppose, comme a la question précédente, que A = 1. On a dit dans le I.1 qu’il
y avait égalité lorsque 2P = y? d’ou l'idée de poser b, = 5n\an\p/ 7 ou €, est du signe
de a,,. On obtient alors a,b, = |a,|"*?/7 = |a,|P ce qui donne égalité dans (1).

s, a . . .
e Cas général : on pose a), = Zn et on utilise ce que l'on vient de faire (on pose

N
by, = en|a’ [P/7) d’on Zl alb, =1 ce qui donne
n=

N N 1/p
Zanbn = (Z ‘a’n‘p>
n=1 n=1

N N 1/p
Ewir=1p=(Grer)

n=1

d’ou sup {

N
Y anby
n=1

1
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N 1/p
I.4. Inégalité de Minkowski. Ici on pose |lal|, = (Z |an|p) :
n=1

L.5.

II.1.

N N 1/q
apl. an + bu|P7 < |la a, + by, (p=1)g
> lan. | | lally (ZI |

n=1 n=1
=b!,

N 1/q
< llall, (Z |an +bn\”> :

n=1

On procede de méme avec ’autre membre d’ou, en additionnant

N N 1/q
Z|an+bn|p < [llall, + 1bll} <Z|an+bn|p> :

n=1 n=1

1/q

N

On divise alors les deux membres par (Z |ay, + by |P (que 'on suppose non nul, le
n=1

cas de nullité étant trivial) pour obtenir I'inégalité de Minkowski : [a+0b|, < ||a|l, + ||bll,-

a. On a vu a la question précédente I'inégalité triangulaire. On vérifie facilement que

lall, = 0 < a =0 puis [[Aall, = [A]][all,. )
Montrons maintenant que 6 : b € (% +— 0(b) € (£4;)" est une isométrie.
En renversant les roles de p et ¢ au 1.3 on a

16()]] = sup [0(b)(a)| = [|bllq

llallp=1

ce qui signifie bien que 6 est une isométrie.

N
. On prend toujours 0 et b € £%. On remarque que |6(b)(a)| = | D anbn| < [|b]lollalx
n=1
donc [|6(D)]] < ||bllec- Avec ||b|loc = |bp|, on prend a, = X S? np alors
1 sin=p
10(b)(a)] = ||blloc i-e. 16(D)]| = |Iblloc €t par conséquent 6 est une isométrie de £
sur (£%)".
De méme |0(b)(a)| < ||b||1||a]|s et on prend a, = €, ou &, est du signe de b,. On a
0(b)(a) = ||b]|1, on en déduit comme ci-dessus que ||6(b)|| = ||b]|1 et par conséquent

que 6 est une isométrie de £} sur (£3)".

DEUXIEME PARTIE

. Soient u et v deux vecteurs de F' alors

flu) + f(0) = flu+v) <|[fI]lu+ ol < QAN = zoll + [0 +vl])

d’ou

J @) = [ f1I[]lw = ol| < [IFII]-lv + zoll = f(v)

minorant sur v majorant sur u

d’olt I'inégalité en prenant la borne supérieure a gauche, la borne inférieure a droite.

. On prend alors « dans l'intervalle (non vide) entre le sup et Iinf d’ou, pour tout

vecteur v de F' :

FQ) =LAl = 2ol < e < [[IFI]-llv + @oll = f(v).
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c. f est bien une forme linéaire (continue car on est en dimension finie).
Soit x = v + txy, on suppose t # 0 en appliquant 'inégalité précédente on a

fo/t+x0) = f(v/t) + o <[ f[]-lv/t + ol
f(=v/t = xo) = f(=v/t) —a < [[f|I[.|| = v/t — o
d’ott, en combinant ces 2 inégalités : |f(v/t + zo)| < ||| f||]-||v/t + 2ol et finalement
| (v + txo)| = [t].|f (vt + zo)| < L[S/t + 2ol = [[LAU]-llo + to|

relation encore valable si t = 0. } .
On obtient dans un premier temps ||| f||| < ||| f]|| puis, comme fijr = f on en déduit

finalement que ||| f[|| = [/[.f[|l-

IL.2. Soit (zg, 21, ...,2,) une famille libre de vecteurs telle que E = F & Vect(xg, x1,. .., Zp).
On pose F; = F & Vect(xo, ..., x;).
Par récurrence on construit des formes linéaires f; définies sur F; telles que fjjp = f et
/i1l = lIIf]]]- On pose alors g = f,, qui répond a la question.

IL.3. St ||| f][] = 1 alors | f ()] < [|[f][[-llz]] < [l=]| donc
sup{[f (), [[[f]Il =1} <[]

e Si z = 0 I'égalité dans I'inégalité ci-dessus est évidente.

e Si x # 0 on définit f sur F' = Vect(x) par f(x) = ||z|| et on prolonge f & E grace a
la question I1.2. On obtient g € E* telle que |||g||| = 1 avec g(x) = ||z]| ce qui donne
I’égalité la aussi.

TROISIEME PARTIE

On pose dans toute cette partie p(E, F) = inf{|||u||].]||[u"!||, v € GL(E, F)} et, grace a la
continuité du logarithme, on remarque que d(E, F') = In(p(E, F)).
III.1. a. Pour tout x de F' on a

| = flwo w™ )| < [[full]][Ju="||].l|=]

d’ot, en simplifiant par ||z|| # 0, 1 < [||u|||.][|u""]|| et par conséquent p(E,F) > 1
soit d(F, F') > 0.
b. On a Péquivalence u € GL(E, F) & u™!' € GL(F, E) donc d(E, F) = d(F, E).

1

I11.2. a. Siue€ GL(E,F), A € R* alors v = \u € GL(E,F) et v™! = Xu_l par conséquent
1wl [~ = [[|v]]]-|[|lv™Y]|] on peut ainsi redéfinir d(E, F') par
d(E, F) = inf{In([|[u"[[]), v € GL(E, F), |||ul|| = 1}.

Par caractérisation de la borne inférieure on sait qu’il existe une suite (u,)
d’applications de GL(E, F), de norme 1, telle que |||u;!||| — p(E,F). Comme
la sphere unité S(0, 1) en dimension finie est compacte on peut en extraire une suite
convergente dans S(0,1) que I'on note encore (u,). Soit u la limite de cette suite.
De méme la suite (|||u;,*[||) de R* ayant une limite non nulle se situe dans un segment
la, b] de R donc la suite (u;,") est dans un compact (fermé borné), 1a encore on peut
extraire de la suite (u,') une suite convergeant vers v. Par continuité de la loi de
composition on a uov = Idp et vou = Idg, on a bien u € GL(E, F), |||u]|] =1 et
[llu=t]|| = p(E, F), la borne inférieure est bien atteinte.

Remarque : {u € GL(E,F) | |||u]|| = 1} n’est pas fermé dans L(F, F') donc n’est
pas compact d’ou la démonstration que I'on vient de faire.
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b. e Si F et F sont isométriques alors il existe u € L(E, F') tel que, pour tout z de
E, ||u(z)|| = ||z|| donc, pour tout y de F', ||u"(y)|| = ||y|| ce qui se traduit par
[||ul[| = |||w"]| = 1 puis d(E, F') < 0 soit finalement d(E, F') = 0.
e Si d(E, F) = 0 alors il existe u dans GL(FE, F) tel que |||ul|| = |||[u"!||]] =1 (en
appliquant le résultat du a). On a alors

Vo € B, |lu(@)]| < [lz]l et ¥y € F, [lu" ()] < lly]

et, pour y = u(x) on obtient ||z|| < [Ju(x)|| < ||z|| pour tout x soit ||u(x)|| = ||zl
et par conséquent u est une isométrie.

IT1.3. Siu € GL(E, F), v € GL(F,G) alors w = vou € GL(E, Q) et comme |||w]||| < |||v]|]-|||w]]]
et [[[w™H[| < [[Jo=H[|-[[[u="||] on obtient
d(E, G) < In([[[wl]].][[wH]])
< In([[ [l H]1) + (][l l]-Tlo™ 1)

et ceci pour tout u € GL(E, F), pour tout v € GL(F,G). Par un passage aux bornes
inférieures on arrive a

d(E,G) < d(E,F) +d(F,G).

IIT1.4. a. e u* € L(F*, E*) par composition des applications linéaires.
e Pour tout y de F on a [ () (y)| < [[[C][[-[[|w[]-l]| done [[lu (I} < [IICI]-Hulll
pour tout ¢ et par conséquent |||u*||| < |||ul||-
e Grace au I1.3 on a

[u(@)[| = sup{[(C o w)(@)[, [IIC]I] =1}

et comme {¢ € F*, |||[C||| = 1} est compact, on sait que cette borne supérieure
est atteinte donc il existe (o € F* tel que |||(o||| =1 et

[u(@) || = [(Co 0 w)(2)] = |u™(Go) (@) < [[Ju[I[[[Col[[- |z

ie. Vo € B, [u()| < |[fur[[|[l=]| done [[ul[] < [f[u[}]
Conclusion : on a 'égalité |||u||| = |||u*|||
b. Vu la 2.a il existe u dans GL(E, F) tel que |||u]|| = 1 et [|[[u™!|]| = p(E, F). Or

(uil)* — (u*)fl
En effet (u™1)*(&) = Eout et w*[(u*)"1(&)] =& = (u*)"1(€) o u donc
(W)7HE) =€ou = (u™)" ().

On a ainsi d(F*, E*) < In(||]u*||]-||[(w*)7Y]]) < d(E, F).
De méme il existe u* dans GL(F™*, E*) tel que |||u*||| =1 et

A" E7) = [[1() I =@ = ] = d(E, F).
Conclusion : d(E*, F*) = d(F*, E*) = d(E, F).

QUATRIEME PARTIE

IV.1. On procede par récurrence sur m :

1
em=1:g(lz]* + [l = z*) = [l ]*
e On suppose la propriété vraie a 'ordre m. On remarque que que, si ¢ € w11 alors
Y = Q|,m] € wm et que, si on connait ¢ € wy, alors ¢(m + 1) ne peut prendre que
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les 2 valeurs +1.

On a alors
m+1 2 m 2 m 2
Z Z p(i)ri|| = Z Z V()T + T || + Z V()T — Tt
PEWMm41 || 1=1 2 PEWM =1 2 i=1 2
m 2
) 2
=2 > [ ID_v@a| + llzmall
YEWM i=1 2

d’ott la propriété en divisant par 2™*! et en utilisant ’hypothese de récurrence.

IV.2. a. Graceaul on a
Aw) =2 [lu(e:)]3 < n2"|||ul]]”
i=1

car [lu(e;)ll2 < {[Jull]

b. Ona >

PEWM

n n

> pli)e

=1

=nl/?, Or
p

< [[JuYI. ' u (Z w(i)ez)

= 2™"n?2/P car
p

()

> eli)e

i=1

1 p(i)e;

1=

2 2

p 2

d’ou
2

< [llu= 17 Aw)

2n2/P = Z

wEWm

P
ce qui donne l'inégalité demandée en divisant par |[|u™!||]%.
IV.3. e Sip < 2 on utilise la question 2 :

\ ) 11 /
Ml = 0772 ol 1) = (5 = 5 ) o por conséquen

1 1
d(2, ) > (— - 5) Inn.

P
e Si
(

—

p
+

Q=
Q|

> 2 on sait que (2 et (¢2)* sont isométriques (I.5.a) et si p > 2 alors ¢ < 2
d((6)", (h)") = d(£5, &)

=1) d’ou
=d(2,09) > ( ) Inn
(3-3)
= é— Inn

IV.4. a. On se ramene par homothétie au cas ou ||z|, = 1 (le cas ||z||, = 0 étant immédiat).
On a |z;| <1 dott |27 < |z]? soit

n n
D lnl <) Jed =1
=1 i=1

el < 1= 2l

Q| =
N | —

Al
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b. e Sip<2ona |zl < ||, vule a. On applique alors I'inégalité de Jensen avec
f(t) =137 et t; = |2;|P d’on

1 n 2/p 1 n
_ | < = |2
(n;w) <13k

ce qui donne fa, < [lz]nt/7 12
Soit Id lidentité de €2 sur ¢2 alors l'inégalité ||z|]2 < ||z||, donne |||Id]|| < 1,
de méme [, < [lefan~1/2 donne [|[1d-1 || < ni/e-1V2

1 1
On arrive a p(£2,2) < n'/P=1/2 soit d(£2,(7) < (— — 5) Inn.
p

n»vn

n’ n

1 1
Finalement, avec la question 3 on peut conclure d(¢2, (?) = (— — 5) Inn.
p
. Sip>2alorsq<2(%+$:1) et

(6, £) = d((6,)7, (7)) = (65, €7)

1 1 1 1
=(-—=-)lnn={(-—-|Inn
(q 2) (2 p)
. , 1
En conclusion on a le résultat final : d(¢2,¢?) = '— ——|lnn
p

c. Comme (£2°)* est isométrique a £} alors

A6, 02) = d((62)", (2)")
= d(£,,02)
1
=_lnn

2

CINQUIEME PARTIE

V.1. S est un compact de E™ donc A est bornée sur S et atteint sa borne supérieure. Soit
(b1, b2, ...,b,) un point de S7 ou A est maximale, ce maximum est nécessairement non
nul et > 0. C’est aussi le maximum en valeur absolue (& cause de la symétrie de S} et
des propriétés du déterminant).

Si xz € Sg alors |A(by,...,bi 1,2, biv1, ..., b,)| < A(by,...,b,). On pose alors

. A(bl, .. .,bifl,lll', bfL'Jrl, ceuy bn)
pile) = A1, 00)

Pour [|z]| = 1 on a par construction |¢;(x)| < 1 donc |||¢;]]| < 1 et comme ¢;(b;) = 1 on
en déduit que |||g;]|| = 1.

V.2. ev(r)=0<Vie][l,n], pi(r) =0 et comme les (¢;(x)) représentent les coordonnées
de z dans la base (by,...,b,) on en déduit que = = 0.
e v(Az) = |Av(x) : immédiat.
o v(z+y) <v(zr)+r(y) est aussi immédiat.
Soit u :x = @i(x)b; — (1(x),...,pn(x)) € £} alors ||u(z)|; = v(x) donc u est une
i=1

isométrie et E et £} sont isométriques.



V.3.

VI.1.

VI.2.

VI.3.
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Six =) ¢;(x)b; alors
i=1

] < ZI% - 1bill < vl=)

71

et v(z) = Z lpi(z)| < nl|z| ce qui donne |||Id||[.]|[Id""||] < n (ol Id est application

identique de E1 dans F).
Conclusion : d(FE, F;) < Inn et comme F; et £} sont isométrique alors d(E, ¢}) < Inn.

SIXIEME PARTIE

o R : réflexive (X est isométrique a X).

e R : symétrique (si u est une isométrie de X sur Y alors u~! est une isométrie de Y
sur X).

e R : transitive (si u est une isométrie de X sur Y, v une isométrie de Y sur Z alors
v ou est une isométrie de X sur 7).

Conclusion : R est une relation d’équivalence. R R
Cohérence de la notation : si X; et X5 sont dans X et Y dans Y alors
d(X1,Y) <d(Xy, Xo) +d(Xa,Y)
=0

et par symétrie d(Xo,Y) < d(X;,Y) don d(Xy,Y) = d(Xs,Y).
De méme, si Y; et Ys sont dans Y alors d(X;,Y]) = d(Xs,Ys) ie. d(X,Y) =d(X,Y) ne
dépend pas des représentants choisis.

a. ¢, bornée : ||z]| < ||z||; < 1 sur By donc sup{||z||, X € By} < 1.

®,, fermée : on sait que la convergence uniforme entraine la convergence simple.
Si (vp)pen est une suite de (®,)N qui converge vers v € C(B;y) alors

< <
voc g [@ <lals = (@) < ol
Il < napl) = folly < mva)

x € .
Pour z # 0 on pose N,(z) = ||z|1v, (W) et N(z) = ||z|1v (W) puis on

définit N,(0) = N(0) = 0. N, est la norme associée & v,. On vérifie immédiatement
que Vx € 0}, liELn Ny(z) = N(x). Montrons que N est une norme :
p—-Foo

e Comme v(x) > l||:1c||1 on a N(z) > l||:1c||1 pour tout = de £-. Si N(z) =0
alors z = 0. " "
e N,(Az) = |\|N,(x) donne, par passage a la limite sur p, N(Az) = |A\|N(x).
o Ny(z +y) < Ny(x) + Ny(y) donne, la aussi par passage a la limite sur p,
N(x+y) < N(z)+ N(y).
Conclusion : v est bien la restriction a B; d’une norme.
b. Comme f est la restriction d’'une norme v alors |f(z) — f(y)| < v(z —y) < ||z —y|,
il suffit de prendre 6 = ¢.

a. e 7 cst bien définie : ||.|| est déterminée sans ambigu'l'té par f. Eneffet siz € E

e 7 est surjective : soit £ = (R",].||) un representant d'un élément de &,.

est un vecteur non nul alors ||z|| = ||z||1 f
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— On a vu au V.3 que d(E,1}) < Inn donc il existe u € GL(IL, R™) tel que

I|[w|]]-|||w"]||] € n. On peut normaliser u en le divisant par sa norme, sans
changer de notation, on peut donc supposer que |||u]|| = 1 et dans ce cas
[l < 7.

— On définit alors v(z) = |||u(z)||| pour tout = € I}. Comme u est bijective,
v est une norme sur R". (R™ v) et (E,||.||) sont isométriques vu que
[|[ull] = 1.

— Vo € b, v(z) = u(@)|| < |[l[ullllzlh = [zl et [zl = [lu=" (u(@)[h <

[Hul[[7H[w(@)]| < nllu)])
Conclusion : on a construit une norme v sur R" qui vérifie v(z) < ||z||; et
|z]l1 < nv(x) pour tout z de R™. 1l existe donc f € ®,, associée a v et telle

que 7(f) = (R*,v) = E donc 7 est surjective.
Remarque : un grand merci a Martin Clochard, auteur de cette démonstration.
b. Montrons tout d’abord que :
(7) Ja > 0 tel que inf f(y) =a >0,
yEB]
(i)
(1) f est continue sur le compact By donc f atteint sa borne inférieure a > 0.
(1) f; — f donc, pour € = g, 3J € N tel que Vz € By, |fj(x) — f(z)] < a/2 donc
fi(x) > a/2 et inf f;(x) =0b; > a/2 ce qui donne inf b; > a/2. Soit § = inf b,
r€B1 7>J i<J
alors inf( inf f;(x)) =b > min(a/2,3) > 0.
jeN xzeBy
On pose ensuite £ = (R, |.]|]), E; = (R",v;) (o v; est la norme associée a f;). On

vi(z) _ sup fitx) _ filz))

3b > 0 tel que ]uglg yleme1 fily) =0b>0.

[[1dpg, ||| = sup ——* =
’ zernoy 17l wem f(2)  f(x)
car la borne supérieure est atteinte sur le compact B;. De méme ||| Id E,.E | = ff((yj )) )
i\Y;j

Traduisons maintenant le fait que f; — f i.e.

Ve>0, AT €N |Vj>J, Va € B, |f(z) — f(z)] g%m’b)
alors

fi(z;) emin(a,b) ¢ f(yy) emin(a,b) ¢

s T < e [ 1| < S <5

On a ainsi ||| Idg g, ||| < 1+% et ||| 1dg, £ || < 1+% soit

d(E,E;) <2In(1+¢/2)<e

(car In(1 + z) < z) et comme d(7(f;),7(f)) = d(E,E;) on a bien prouvé que

~

d(r(f;), 7(f)) = 0.

VI.4. Vu le 3.b 7 est une application continue donc gn = 7(®P,,) est un compact (image continue
d’un compact). On vérifie finalement que d est une distance.



