SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

QUESTION PRELIMINAIRE

e En posant x = yz on obtient ’équation différentielle
2"+ (pz+ 22y + (g2 +p2' +2")y =0

et si on impose pz + 2z’ = 0 on obtiendra bien la relation cherchée.

Synthese : soit z(t) = exp [—%fotp(u) du] alors z ne s’annule pas sur [ et on a
/ 7

équivalence entre x solution de (1) et y = T solution de (2) avec QQ = _gEpE AT

2 2
) 1 ) p2 p/

t "= ——pzestdeclasse C' (enfait Q = —+=—¢q).................. 3

continue car z 5Dz est de classe (en fait @ T3 q)
e Exemple : on prend ici z(t) = exp [fot thudu] =cht d’ou
2 1

=—| - ht —2thtsht ht ) — =1... 2

Q ( 2 C sht +c ) T

PREMIERE PARTIE : ETUDE DE D

I.1. On veut résoudre I'équation g” + (A — 1)g = 0 avec les conditions ¢'(0) = ¢’(1) = 0. Soit
0 une racine carrée de 1 — X sur C.

e =0 (ie. A=1)alors g(t) = at+f, ¢'(t) = a donc o = 0, les fonctions propres sont

les fonctions constantes non nulles. . ... ... ...

e 0 #0 (i.e. A# 1) les solutions s’écrivent g(t) = ae® + Be~. La condition ¢'(0) = 0
entraine que o = 3 puis ¢’(1) = 0 donne € = e soit § = k.

Conclusion : les valeurs propres sont les A, = 1+n272, n € N* et les fonctions propres

associées sont les y, (1) = COS(NTL). ..ot

1.2. a. En faisant 2 intégrations par parties successives on obtient

- /0 gt dt = — [7'9]; +[fd], — /0 F g (1) dt

- 1" [ 9] | F0) g(0)| _ o
Or — [f g}o + Eg]o = ?/(1) g’(l)'__ 7(0) g’(O)' = 0, chacun des déterminants
étant nul : par exemple (i Z) ( f'((ll)) 5,((11))) = (g ;) permet d’affirmer que le
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b. Soit A une valeur propre de D et f une fonction propre associée alors
(DFIf) = AfIf) = (fIDf) = A(fIf)

et, comme (f]f) # 0, A=A s0it ACR.....ooi i

c. Montrons que les sous-espaces propres sont orthogonaux : soient A et y deux valeurs
propres distinctes, f et g des fonctions propres associées alors

(Dflg) = A(flg) = (fIDg) = u(flg)

donc (f]g) =0 car A # p et en conclusion Ey L E,. ...,
Montrons que les sous-espaces propres sont de dimension 1 : E) est ’ensemble des
solutions de ’équation différentielle —y” + (Q — \)y = 0 vérifiant les conditions aux
limites ay(0) 4+ by’ (0) =0, cy(1) + dy’'(1) = 0 donc dim Ey € {1,2}...............
Si dim E, = 2 alors toutes les solutions de ’équation différentielle vérifient la condition
ay(0) + by’(0) = 0 ce qui est impossible si on prend par exemple 1'unique solution du
probleme de Cauchy vérifiant la condition initiale y(0) =d, ' (0) = —c...........

1
a. On sait que ¢*(1) — ¢*(z) = / 2g(t)g'(t) dt et, en utilisant I'inégalité suggérée, on a

2 (VAg()) (g—fg) < Ag?(t)i S9°(1) o

v e [0.1], g3(1) - ¢*(x) < A / (1)t + / § () dt

en intégrant et en majorant les intégrales de x a 1 des fonctions positives par leur

intégrale de O & L. ... o
b. On a ainsi, pour tout z € [0, 1],

g*(1) < A/ dt+—/ t)dt + g*(z).

g est une fonction continue sur un segment, on choisit alors z tel que ¢g*(z) = rr[lin] g*(t)
tefo,1

1 1 1
donc ¢*(x) < / g*(t)dt d'ott g%(1) < (A + 1)/ g*(t) dt + l/ gAt)dt. .......
0 0 A Jo

c. On procede de méme en partant de g*(0) — g*(x) (ou on applique le b & g(1 — t))
d. En combinant les inégalités des questions b et c, on obtient

ug(1) +0g*0) < [u(A+ )+ o + 1] [ Foa+ [+ 5] [ oroa

et, en prenant par exemple A = A’ =u+ v+ 1 # 0, on arrive a l'inégalité demandée
1
ug?(1) + vg*(0 M/ dt—i—/ g (t)dt

en prenant M = (U4 0)(U 40 4 2). oot

a. Soit g3 = Re(g) et go = Im(g), g1 et g ne peuvent étre des fonctions simultanément
nulles et Dg; = A\g; pour i € {1,2} donc on peut se ramener au cas ol g est a valeurs

OIS, .

b. On calcule donc

0= (Dg— Aglg) = / (QU) — N)g?(t) i — / J'(B)g(t) dt
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or —/O g"(t)g(t)dt = —¢'(1)g(1) + ¢'(0)g(0) —l—/o GEO At

Sid#0onag(l)= —gg(l) et sid =0, g(1) = 0 donc on a —g'(1)g(1) = Bg*(1)
(avec par exemple § =1 si g(1) = 0). On fait de méme avec ¢'(0) d’out

0g?(1)+ 8%0) = [ 1Q() = Ng(t) + (D).

c. On utilise maintenant le 1.3 avec u = |a|, v = |f]. Soit g une fonction propre et \ la
valeur propre associée.

1

M / i+ / (1) dt > ug?(1) + vg?(0) > / Q) — Ng*(t) + g*(8)] dt

0

1 1 1

ce qui entraine )\/ g (t)dt > / (Q(t) — M)g*(t)dt > (inf Q(t) — M)/ g*(t) dt.
0 0 0

A > inf Q(t) — M et par conséquent I'ensemble des valeurs propres est minoré. . ..

Conclusion : D+ C'ldg, est injectif avec C' = M +1 —inf Q(¢). .................

DEUXIEME PARTIE : OPERATEUR INTEGRAL ASSOCIE A D

IT.1. a. Soit ¢; la solution de (2) satisfaisant les conditions initiales 11 (0) = A\b, ¢1(0) = —Aa,
A # 0 et 1y celle satisfaisant les conditions initiales 19(1) = pd, ¥5(1) = —pe, 1 # 0,
(11,15) sont linéairement indépendantes sinon il existerait une solution a ’équation

Dp =0et D est INJECTIVE. . . ..ottt
On ajuste alors les constantes A et p pour que Wiy, ¢0) =1. ...,
b. Apres calculs on trouve vy (t) = acht, Py(t) = B(e' +e*7) = Bech(t —1)........
1 1 1
La condition W (¢1,14) = 1 entraine aff = —— = —— d’ou

1 —e? e2shl
—ch h(t — 1
chxx ch( ) O<w<tc<l

_ 2sh
Gl.t) = —chtxsch%x—l) 0

<t<z<l
2sh 1 v

II.2. a. On utilise I'inégalité des accroissements finis en posant X = (t,x) et Y = (u,y) :

[H(1) = H(0)| = |G(X) = G(Y)] < tz%pl[\ﬂ’(v)\,

or H(v) = G[(1 —v)y 4+ vz, (1 —v)t +vu] = ¥a[(1 — v)y + vz X [(1 — v)t + vu] donc

H'(v) = (z — y)yo[(1 = v)y + va]xu (1 — )t + vy
+ (u = 0)2[(1 — v)y + va] x i [(1 = v)t + vu]
[H'(v)] < |z = y|MyMy + |u — t|{ My M]
ou M; et M| désignent des majorants des fonctions continues v; sur [0, 1].
On obtient finalement |G(X) — G(Y)| < A1||X — Y|z en appliquant Cauchy-Schwarz
avec Ay = \/(MLM1)2 + (Mo )2 oo e
b. Sur 7" = {(t,z) | 0 <z <t <1} on a de méme |G(X) — G(Y)| < A2|| X — Y|2. ..

Soit A = max(A;, As) alors
e si (X,Y)eT?ou (X,Y) e T? alors on a bien |G(X) — G(Y)| < A||X — Y|,
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e si (X,Y)eT'xT' onprend Z € [X,Y] situé sur la diagonale d’ou
GX) = Y| < |G(X) = G(2)| +]C(2) = G| < A|X = Zl|s + A| Z = Y|
<A|X —Y]|; car Ze[X,Y]

I1.3. Plutot que d’essayer d’utiliser le théoreme de dérivation sous le signe [ on écrit

CI)f(x):/xG(x £ f(t )dt+/ Gz, 1) f(t)dt

= Yo /1/11 t)dt + o (z /wz

puis, en dérivant comme un produit et en simplifiant

= y(z / P (8) f(t) dt + ¢ (x / Pa(t)

et finalement

o' (0) = wle) [ ()0t + (o / Ua(t) (1) b+ (U5()eh (1) — W4 ()0 () ()
=1
— Qa)n(a /m £) dt + Q) (a /wg dt - f(a)
SOI =D 7 A QO f = [
En outre a®f(0)+b® f'(0) = (a1 (0)+ by’ (0 / Po(t) f(t) dt = 0 et de la méme maniere
COF (1) A dPF (1) = 0. oo e e

Unicité : si g1 et go sont deux solutions de Ly alors D(g; — g2) = 0 et, comme D est

INJECtif, g1 = Gov e oo

I1.4. On vient de voir que ®f € Fy et que D(®f) = fie. Do ® =Idg.
Si f € Es, f est I'unique solution de Lpy donc ® o D = Idg,.
Conclusion : ® : F — Ey et D : Ey — E sont deux isomorphismes réciproques 1'un de

2 5 A

TROISIEME PARTIE : ETUDE DE ®

ITI.1. a. Sion pose f; = Pgy et fo = Pgy alors (Pgy|ge) = (f1|Df2) = (D filfe) = (g1|<I>gg).
b. On a &g = A\g pour g € Fy < g = ADg et XA # 0 car D et ® sont bijectives.

1
Conclusion : A € Sp(?) < € Sp(D) et Ex(®) = Ey/\(D) C Es et les sous-espaces

propres de ® sont de dimension 1........... .. i

II1.2. ® est évidemment linéaire. On utilise alors 1'inégalité de Cauchy-Schwarz

/ Gl < ( 01 Glo.0)Pat) Sl

Or G est continue sur [0, 1]? donc bornée par une constante K d’olt ||® f]|o < K||f||2

|Df(z)] <
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II1.3. On reprend l'inégalité de la question précédente :

29(0) - 2] < ( / Glo.) - Gl Ot ol

Or |G(x,t) — G(y,t)| < Alz — y| d’ou
Vg € B, Y(z,y) € [0,1]%, [®g(z) — Dg(y)| < Alz —yl.[lgll2 < Alz — y|.]lg]l

III.4. a. Soit B une borne de I'ensemble des ||g,||2 alors |®g,(ro)| < M||gnlls < M B.
e D’apres Bolzano-Weierstrass, il existe ¢q tel que (q)g%(n) (ro))n converge.
e Supposons construites les applications @i, £ < K vérifiant les hypotheses.
(@ng(n)(TKH))n est une suite bornée dont on peut extraire une suite con-

vergente (Pgy,, () (TR41)) « v
b. On pose (n) = @u(n) alors (Pgyw)(re)), est une suite extraite de (Pgy, m)(rx)),
pour n > k donc Vz € [0,1] N Q, (Pgy(m (z ))n CONVETZE. . o eeeiiiaiaaiae e

c. On va utiliser le critere de Cauchy uniforme.
On utilise I'inégalité du IIL3 ie. |®gym)(z) — Pgym) (y)| < ABlz —y|. Soit € > 0,

AB
K € N* tel quefgget Fg ={%, pe[0,K]}.

Fr est de cardinal fini et donc

IN [Vn > N, ¥m €N, Vr € Fi, [@gy(mim) (1) — Py ()] < %
Soit z € [0,1] alors Ip € [0, K — 1] | £ <z < 22 d'on
p
[ Pgy(ntm) () = @Gy ()] < | PGy(ntm) () — @gw(mm)(g)’
<AB/K<e/3
+ ’@gw(mm)( =) = Bgyn) 1 ) "I’gw (£) = ®gy(n (90)) <e
<</3 </3
donc ®gyny converge uniformément sur [0, 1]. ...
III.5. a. On utilise l'inégalité du ITL.2 | Qg2 < ||Pg]|s < K|g||l2 donc M est bien définie, puis,
par Cauchy-Schwarz |(g|®g)| < ||gll2-||Pglle < M ie. M' <M. ..................
b. On a
(f +9l2(f +9)) = (F|2f) + (fI®g) + (9]®f) +(9|Pg)
=2Re(g|®f)
< M|If +gl* = ML + 2 Rel(g1)] + llgllz}
d’ol1 I'inégalité proposée. . ... ...

L’autre inégalité est immédiate.
c. On fait la différence des 2 inégalités ci-dessus d’ou

2Re(g|@f) < M'(IfII3 + lg=1I")
Si f est unitaire, posons g = A®f alors Re(g|®f) = A||®f||3 donc
VYA € R, N2||BF|2M — 20| f||2+ M >0
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II1.6. a.
b
c
d.
II1.7. a.
b
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ie. A = ||®f|5 — M"?||®f]|3 < 0 soit, en distinguant les cas ®f = 0 et &f # 0,
|®f]|3 < M'? par conséquent

Ve F||flla=1, ||[®f]l2 < M’ soit M < M’ puis M = M’
Comme (g,|®g,) = (Pgnlgn) = (Pgnlgn) alors (g,|Pgn) est réel et on peut s’arranger
pour qu’il garde un signe constant. ............ . i i
On utilise alors la caractérisation de la borne supérieure. ........................

. On a vu au I11.4 que l'on peut extraire une suite convergeant uniformément vers

T € Es, puis, vu que F est fermé et que ®(F) C F = F C E,, alors T € F.

. Supposons que (g,|®g,) — M, comme ||[®g,||2 < M et que la convergence uniforme

entraine la convergence en moyenne quadratique, on a, par passage a la limite, ||T']|s <

M

On calcule alors || ®g, — Mg, |2 = || ®gn||3—2M (®g,|g,) + M?| 9.3, et par convergence
uniforme, on obtient ||®g, — Mg,||5 — ||T||3 — M? ce qui entraine que ||T||> > M et

en conclusion ||T']|a = M. ...

. : T
nEIJPoo Hq)gn - Mgn||2 =01e g, — M et ||S||2 =1

Par continuité de @ on a OS5 = M .S .. .o

Comme (®flg) = (f|Pg) alors po(flg) = (®flg) = (f|®g) = 0 pour g € Dy donc

D(DF) C D e

Dy est fermé pour |||z, montrons que Dy est fermé pour ||.||oo :

Si g, %g € E alors

VS € Do, (flga) = / F(£)ga(t) dt - / F(t)g(t)dt = 0

. On applique alors le II1.6 & F = D d’ou l'existence de ju; tel que |py| < M. On

construit ainsi la suite (uy) par récurrence en prenant F' = (Dy@®---@® Dy)*+. Comme

au a, on prouve que F' est stable par ® et fermé pour ||.[joc. - ovo oo
Comme les py sont réels et distincts, on ne peut avoir |ug| = |ps1| = |pr+2| sans que
2 des 3 réels pug, frr1, fhrao NE SOIENt EZAUK. ..ottt

. (|itn]) est une suite décroissante positive, soit [ # 0 sa limite.

Sil > 0 (par I'absurde), considérons (g,) une suite de fonctions unitaires associées (i.e.
Og = fingn). On a||@gnip—Pgnll3 =y +py > 2% done, comme || gy, — Pgn oo >
|91y — Pgnll2 > 1V/2, la suite (Pg,) n’admet pas de valeur d’adhérence ce qui est
contraire a la conclusion de ITI.4.

On aainsi lm f, = 0.0

n—-+o0o

. Soit 1 € Sp(P), 0 < |u| < M, il existe n tel que |p,| < |u| (car w, — 0) donc, vu la

construction faite au b, u est 'une des valeurs propres pu;, ¢ € [0,n]..............

. On sait que les pu, sont les inverses des valeurs propres de D qui sont elles-mémes

minorées donc les p,, ne peuvent prendre qu'un nombre fini de valeurs négatives. .
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QUATRIEME PARTIE : DEVELOPPEMENT EN SERIE DES FONCTIONS DE Es.

IV.1. En effet, comme au 1.4, si Py, = p,p, alors Re(p,,) et Im(p,,) vérifient la méme relation
et comme ces 2 fonctions ne peuvent étre simultanément nulles, on peut se ramener au

cas ol (o, est réelle. . .. .
IV.2. a,(®g) = (2a|®g) = (Ppnlg) = tn(i2nlg) car p, € R. On a ainsi a,(®g) = pman(g). .. [1]

IV.3. a. Sige€ F alors a,(®g) = pnan(g) = 0 donc F est stable par ¢. ...................

F est fermé (c’est le méme argument qu’au IIL.7.a). ...,

b. On suppose donc F' # {0} donc, grace au III.6, il existe M # 0 et S € F tels que
O(S) =+£MS, M étant une valeur propre de & alors il existe n € N tel que M = p,
et alors S = Ay, ce qui est impossible.

Conclusion : F = {0} ... i

IV.4. Soit Fy = Vect(y,),<n. La famille (¢,) est orthonormée donc, en écrivant g = pp,g +
(9 —pryg) on al|glls = llpryglls + llg — prygll3 soit

N
> lan(9)* = Iprygl3 < llgll3
n=0

+oo
donc 3" |a,(g)|? converge et Zo lan (P < gll3. oo
IV.5. a. Comme a,(®f) = ppa,(f) linégalité proposée est une simple conséquence de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.. ... ... ... i
1
b. a,(g:) = / G(x,t) o, (t) dt = P, (7) = pnipn(r) done la série > (i, (x))? converge
et ’
N+p 1
> (ala))? < [ Glatfae < B
n=N 0
olt B est une borne de G sur [0, 1] ... .
N+p N+p 1/2
c. On a alors Y |a,(Pf)pn(z)| < (Z |an(f)\2) B ie. la série Y a,(®f)p, con-
n=N n=N
+oo
verge uniformément donc sa somme H(x) = > a,(Pf)p,(z) est continue. . ......
n=0
d. Par le théoreme d’interversion [ et Y (on a convergence uniforme) a,(H) = a,(®f)
et, grace a U'injectivité de g — (a,(g))nen, on en déduit que H = ®f.............

e. On prend g = ®f € F et on applique ce qui précede ! ...........................
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IV.6. a. Comme a,(Pg,) = pnan(g9:) et a,(g:) = / G(z,t)p,(t)dt = P(pn)(x) = pnen(x)

alors, en utilisant la question IV.5.d, on a

+oo

®g,(z) = Z an (PG )on(T)
.

= Z :unan(gx)(pn(x)

ZZunwn( )
:/ G?(x,t) dt.

0

1
La suite de fonctions fy(x) = Z p2p?(x) converge simplement vers / G?(x,t) dt

(fonction continue grace au theoreme de continuité sous le signe mtegral) et, pour x
fixé, la suite (fy(x))nen est croissante ce qui permet de conclure a la convergence

uniforme en appliquant le théoreme de Dini. ....... ... .. .. .. ... ... ... . ...,
b. On intégre alors terme a terme la série ci-dessus grace a la convergence uniforme, on
+oo +00 1 1
obtient finalement Y p2||@n|3 = > p2 = / / G*(x,t)dtda. ...
n=0 n=0 0o Jo

CINQUIEME PARTIE : RESOLUTION DU PROBLEME DE STURM-LIOUVILLE ET APPLICATIONS

1
V.1. Si on prend A\ = «, les valeurs propres de ®, sont alors WY le probleme de Sturm-

Liouville est équivalent a (D — Ald)g = f < g = O, f. 6n applique alors le théoreme
de Hilbert-Schmidt a condition de vérifier que les ¢, sont les fonctions propres de ®,

1
WY Or

q)agpn = UnPn = ,unDaSOn = ©n

associées aux

1
< Dapn + apn — Apy, = (O‘ — A+ _)Spn = ()‘n - )‘)@n
& (D = Ald)p, = (A — A)n

soit Py () = ©, ce qui permet de conclure :

A — A

g_Z)\ ‘Pn‘f

V.2. a. Si Ly admet des solutions, ¢, appartient au noyau de D — A\, Id et f appartient a son
image donc (p,|f) = 0 car son image est orthogonale & son noyau. ..............
b. On sait que 'on peut chercher les solutions de Ly sous la forme g = A\p, + p1), ot A
et u sont des fonctions de classe C! vérifiant Ny, + 11, = 0 (méthode de variation
des constantes).

On a ainsi ¢'(7) = A(x)p,(z) + p(r)Y,(x) (en imposant X' (z)p,(z) + p' (), (z) = 0)
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et la condition ag(0) 4 bg’(0) = 0 entraine que
MO)ag,(0) + b (0)] + (0) a1, (0) + b (0)] = 0
=0

donc p(0) =0 (et on a équivalence)............o.uuiiiiiiiii i

On obtient alors ’expression

o0) =) (C+ [“w0swar) o [“aosoa

La fonction g ainsi définie vérifie aussi la condition en 1 car, comme a,(f) =0 on a

g(1) = —pp(1) (C+/@/}p dt> et ¢'(1) = —p,(1 (C+/¢p >

et il est alors immédiat que cg(1) +dg’ (1) = 0. ...t
c. On applique le résultat du IV.5, les solutions cherchées sont sommes des séries

> an(9)en
Calculons les a,(g) : 'équation —y" + Qy = A,y + f s’écrit Dy(y) = (N\y — )y + f et

donc a,(Da(9)) = (A — @)an(g) + an(f) ce qui s’écrit encore (A, — Ap)an(g) = an(f).

Pour n # p on a a,(g) = )\a"(f))\ , ap(g) est quelconque et on obtient I'ensemble des
solutions ! "
g_Cgpp_'_Z)\ Spn‘f)

n#p

V.3. a. On cherche les solutions des équations y” + Ay = 0 avec les conditions aux limites
y(0) =0, y(1) =y'(1).
e A= —w? < 0: les solutions sont données par y = achwx + fshwz.
y(0) =0=a=0et y(1) = ¢'(1) = Bshw = fwchw ce qui entraine § = 0.
On n’a pas de solution dans ce cas. ...
e N=0:y=ar+p. y(0)=0= F=0et y(1) = y'(1) est automatiquement
vérifié, la fonction unitaire propre est donnée par ¢o(z) = V2z. ...........
e )\ =w?>0: les solutions sont données par y = o coswx + 3 sinwx.
y(0) =0 = a =0et y(l) = y(1) = fsinw = Pfwcosw. On obtient alors
une infinité de valeurs convenable qui correspondent aux valeurs de \,, carré de

'unique racine de I’équation tan x = x située dans l'intervalle | — 5 +nw, T +n7|
pour n > 1. Les fonctions propres unitaires associées sont donnees par

sin w,x 2w, — sin 2wy,
on(T) = avec k, = — .

b. On trouve
Yi(z) = pshfz
Yo(x) = (Bchp—shpB)chfz+ (chp — Bshp)shpz.
=pchf(x—1)+shpx—1)

La condition supplémentaire ¥j1, — 111y, = 1 donne une condition sur p et la fonction
de Green associée :

[shB(zx — 1)+ Bchp(x—1)]shpt

h 3 —sh
Gp(z,t) = [shﬁ(t—l)ﬁi Bﬁchﬁs(tﬁ— Dlshfz
Bch B —shp 7
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1
c. La série > tnpn (7)o, (t) est normalement convergente sur [0, 1] car u, = O (ﬁ)

et les fonctions ¢, sont uniformément bornées sur [0,1]. .............. .. ... ...,

On appelle H(x,t) la somme de cette série. Grace a la convergence normale, on peut
intégrer terme a terme d’ot, pour fekr,

Of = Zan df)p Zﬂnan n:/OH(x,t)f(t)dt

1
On a alors / (G(x,t) — H(z,t))f(t)dt = 0 pour toute f dans E.

0
En prenant f(t) = G(x,t)— H(z,t) on en déduit que, pour z € [0, 1], G(z,t) = H(z,t)

pour tout t donc G = H. ...
+o00

d. Il suffit d’intégrer terme a terme la relation G(z,x) = > 2 (z) grace a la conver-
n=0

gence normale de la série. Le calcul de I'intégrale se fait alors a la machine.......

e. On utilise la formule montrée ci-dessus, on a

=1 B2shB—BchB+shp 1
Z _

— o+ 20°(BchB—shp) B
On va s’en tirer avec un simple développement limité :
on pose N(B) = ?sh 8 — fch 8 +shp et D(B) =23%(Bch B —shp) alors
263 2435

M) =2+ 25 007, D(8) =25 (- + 5+ 0000 )

d’on, apres calculs, Jl\;ggi ﬁQ (1 + 5_2 + 0(52))

Il reste alors a montrer que la série est normalement convergente pour 5 > 0 ce qui
est manifestement évident car u2 + 32 > u2. On peut finalement conclure. .......



