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Premiére partie: étude de N,

1. Soient A € M,,(C), z,y € C", on a A* =*A, donc (A*zly) = (*Azx|y) = (*AT)y = T Ay = (v|Ay)).

2.

3.

(a)

(b)

(a)

Soit A € M,,(C), on a A € U, si et seulement si Vz,y € C* (Ax|Ay) = (z|y) si et seulement si Vz,y € C"
(A*Azly) = (x|y) si et seulement si Vo € C" A*Azx = z si et seulement si A*A = I,, et puisque
dim M, (C) est finie ceci est équivalent & AA* = I,.

Notons C1,...,C, les colonnes de la matrice A, alors A € U, si et seulement si A*A = I, si et seulement
siVi,j € [1,n] (A*A);; = (I,,):,; si et seulement si Vi,j € [1,n] *C;C; = §; ; si et seulement si Vi,j € [1,n]
(C;]C;) = 8;,; si et seulement si (C4,...,Cy) est une base orthonormée de C™.

e Soit A € N, et soit = € (ker((A))+. Montrons que pour tout y € ker(A) (Az|y) = 0.

On a A*A = AA* et Ay = 0, donc AA*y = A*Ay = 0, ce qui entraine que A*y € ker(A4) et puisque

x € (ker(A))*, on aura (x|A*y) = 0 d’ou (Az|y) = (z|A*y) = 0, ce qui assure I'inclusion demandée.

e Soit A € Sp (A), alors Ey = ker(A — AI,,), or (A — AL,)(A — \I,)* = AA* — NA* — XA+ |\?I, =

A*A— XA = NA* +|\21, = (A= \,)*(A— \I,), donc (A— \I,,) € N, et par application de I'inclusion

précédente, on obtient A(Ey) C Ey.

e Soit A =UDU* ou U € U, et D € D,, alors AA* = (UDU*)(UDU*)* = UDU*UD*U*, or si
D = Diag (A1, ...,\,) alors DD* = Diag (|\1]?,...,|A\1]?) = D*D, de plus UU* = U*U, donc
AA* =UDD*U* =UD*DU* = (UD*U*)(UDU*) = (UDU*)*(UDU*) = A* A.

e Réciproquement soit A € N,, et f 'endomorphisme canoniquement associé & A. Montrons par récur-
rence sur n que f admet une base orthonormale de vecteurs propres.

* Pour n =1, rien & montrer.

x Soit n > 2. Supposons le résultat vrai pour tout endomorphisme de C* (k < n — 1), et soit A une
valeur propre de A € AV, (qui existe puisque A est de polyndme caractéristique scindé).
Si Ey = C", alors A = \I,, et n’importe quelle base orthonormale de C™ répond & la question.
Si Ey # C", alors 1 < dim(E\)t <n—1,or f((Ex)*) C (E))*, donc la matrice de f dans une base
orthonormale adaptée a la décomposition C" = E @ (Ey)* est de la forme B = ( OI” OZI” )

n—p

ott p = dim(E)) et A; est la matrice de la restriction f; de f a (Ey)*.
On aura B = P~ ' AP o1 P est la matrice de passage de la base orthonormée canonique de C" & cette
derniére base qu’on a choisit orthonormée, ce qui la rend d’aprés la question 2b., dans U,,, et par
conséquent B = P*AP. On vérifie facilement que B*B = P*A*PP*AP = P*A*AP = P*AA*P =
BB* et un calcul par blocs donne B*B = Of:p g,}?ﬁ ) et BB* = ( Of:p ZTX% ), ce qui
entraine que A7A; = A A7, donc A1 € N,_p(R), et 'hypothése de récurrence assure I'existence
d’une base orthonormale de (E)(A))* constituée de vecteurs propres de f;, donc de f.
En réunissant les deux bases orthonormales de Ey(A) et de (Ey(A))*, on obtient une base ortho-
normale de C™ constituée de vecteurs propres de f, ce qui établit la récurrence.

* Conclusion : Soit U la matrice de passage de la base canonique de C™ & la base orthonormale de vecteurs
propre de f, alors la formule de changement de bases s’écrit A = UDU*, ou D = Diag (A1,...,\,),
les \; étant les valeurs propres de A et U € U,,.

4. Soit A € N, alors la question précédente assure qu’il existe U € U,, et D = Diag(Ai,...,\,) tel que

5.

A=UDU*.
D'une part: Tr(AA*) = > A;jA;; = . |Aij|? et dautre part: Tr (AA*) = Tr (UDU*UD*U*) =
=1

ij=1 ij=

n . n
Tr (UDD*U*) = Tr (DD*U*U) = Tr (DD*) = > M = Y |Ai]?, ce qui entraine 1'égalité demandée.
i=1

i=1

(a) Soit A € N, alors Vo € C ||Az||? = (Az|Az) = (z|A*Ax) = (x|AA*z) = (A*x|A*2) = | A*2||?, ce qui

(b)

entraine I’équivalence: Az = 0 si et seulement si A*z = 0, d’ou ’égalité : ker(A) = ker(A*).

e (i) = (ii): Soit A € N,, et z un vecteur propre de A, alors il existe A valeur propre de A tel que
x € ker(A—\I,), or d’aprés le (a) ker(A— \I,,) = ker((A — \I,,)*) = ker(A* — \I,,), ce qui entraine
que x € ker(A* — \I,,), c’est & dire que = est vecteur propre de A* associé & .

e (ii) = () : On va raisonner par récurrence sur n.

* Sin=1, A= (a) et A* = (a), donc on toujours AA* = A*A.

* Supposons que U'implication est vérifiee pour toute matrice de M,,_1(C) et soit A € M,,(C) tel que
la proposition (ii) est vérifiée. Notons f 1’endomorphisme canoniquement associé & A et soit « un
vecteur propre de A, alors d’aprés (i), « est aussi vecteur propre de A*, ce qui assure |’ existence
de a € C tel que A*x = ax. Je dis que F = (Vect (z))* est stable par A, en effet pour tout
y € F (Ay|z) = (y|A*z) = afy|x) = 0(ce résultat est généralement vrai: un sous espace de C" est
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stable par A si et seulement si son orthogonal est stable par A*). La matrice de f dans une base

On-11 Ay
A; est la matrice de la restriction fi de f a F. Ay vérifie la propriété (ii), donc d’aprés 'hypotheése
de récurrence A; € N,,_1, or si U € U,, est la matrice de passage de la base canonique de C" a la
base orthonormale adaptée & la décomposition C" = Vect (x) @ (Vect (x))*, alors
o 01,n71

orthonormale adaptée a la décomposition C"™ = Vect (2)@® F et de la forme ( @ O1n1 ) ol

_ * * |Oé|2 Olynfl * |Oé|2 01,"’1*1 * *
A_U(Onm A )U donc AA —U( U*=U o U*=A*A,

6.

10.

11.

On-11  A1A7 n-1,1  ATA;
ce qui établit la récurrence.

(a) soit A € N, et soient A1,...,\, (p < n) les valeurs propres distinctes deux a deux de A, alors si L est
'unique polynome interpolateur de Lagrange tel que L();) = A; pour tout i € [1,p].
D’apres la question 3b., il existe U € U, tel que A = UDiag (A1, ...,\,)U™, et par récurrence on obtient
pour tout k € N A¥ = UDiag (\¥,... A\E)U*, ce qui entraine par combinaison linéaire que:
L(A) = UDiag (L(\1),...,L(A\,))U* = UDiag (A1, ...,\,)U* = A* ce qui répond a la question.

(b) Soient A,B € N,, tels que AB = BA.
* Montrons d’abord que A commute avec B*. D’aprés la question précédente B* = P(B) ou P € C[X],
or une récurrence simple conduit & AB* = B¥ A, ce qui entraine par combinaison linéaire que AP(B) =
P(B)A, c’est a dire AB* = B*A.
* Avec l'égalité AB* = B*A on obtient: (AB)(AB)* = ABB*A* = AB*BA* = B*AA*B = B*A*AB =
(AB)*(AB), ce qui assure que AB € N'n.

o (i1) = (i) : Supposons qu'’il existe U € N,, tel que A* = AU, donc AA* = A2U = AUA = A*A.

e (i) = (i1) : Supposons que A € N,,. Notons A1, ...\, les valeurs propres non nulles de A,
D = Diag(A1,...,2,0,...,0) et A = Diag (Ail, .. ,A—IP,O, ...,0), alors d’apres la question 3b, il existe
V e U, tel que A = VDV*. Posons U = VA DIV*, ou Ay = Diag()\%, e ,)\—11),1, ...,1) et Dy =
Diag (A1,...,A5,1,...,1).
Les relations DA D} = A1D}D = D* entrainent que AU = UA = A* et la relation A DTATD, = 1,
entraine que UU* = I,,, donc U répond & la question.

Deuxiéme partie: valeur singuliére d’une matrice.

o =—>: % Soit A € H,, alors A* = A, donc A*A = AA* = A% c’est un élément de N,,, ce qui entraine par la
question 3b que A est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs propres.

* Soit A une valeur propre de A, alors il existe un vecteur € C™ — {0} tel que Az = Az, donc (z,Ax) =
M|z||? et (Ax,x) = \||z||?, et puisque A € H,, (z,Az) = (Az,z), ce qui entraine que \||z||?> = ||z[]?, le
vecteur & étant non nul, donc A = \.

x Si de plus A € H!, alors A\ = % > 0.

o <—: x Soit A € M, (C) de valeurs propres réelles, diagonalisable dans une base orthonormale, alors il
existe U € U,, et D diagonale réelle tels que A = UDU™*, donc A* = UD*U*, or D est réelle, donc
D* = D, et par suite A* = A.

* Si de plus les valeurs propres A, ...,\, de A sont positifs. Soit (uq,...,u,) la base orthonormale de
n n

vecteurs propres de A, alors pour tout z = Y x;u; on a: (x,Ax) = > N\;|z;|* > 0, donc A € H,'.
i=1 i=1

e Existence : Soit A € H,},d’aprés la question précédente, il existe U € U,,, D = Diag(A1,...,\,) une
matrice diagonale tel que A = UDU* o Aq,...,A\, > 0. On pose A = Diag(yv/A1,...,v/A\,), alors
S =UAU*, alors S € H;} (ses vap sont positives), et S? = UAU*UAU* = UN2U* = UDU* = A.

e Unicité : A étant diagonalisable, donc C" = @ E\sur chaque E\ on a A = Mgjy(g,), Or 52 =A

A€Sp (A)
et S € H', donc S = \/deim(Ex), ce qui montre que S est définie d’une fagon unique sur chaque F,
d’ot 'unicité.

Soit A € M,,(C), la décomposition polaire assure l'existence de Uy € U, et S € H,' tel que A = U S, et la

question 8 assure qu'il existe Us € U,, et D € D,, a éléments diagonaux positifs tel que S = Uy DUJ, ce qui

donne la décomposition en valeurs singuliéres de A & savoir A = U1S = U U DUy = UDW , avec U = U Us
et W =Us.

Soit A € M,,(C).

e Existence : D’aprés la question 10., il existe Uy,V4 € U,,, A = Diag(a,...,a,) matrice diagonale avec
a1, ... ,0p des réels > 0, tel que A = U3 AV;. Posons D = Diag (ag,, - .- ,Q0, ) tel que ap, > ... > g, et
{toyy-- 00, } ={0a,...,an}, alors si P est la matrice de la permutation o, P € U, (R) et A = PDP*,
ce qui entraine que A = U PDP*V, =UDV ou U = U P et V = P*V.

e Unicité : Soit A € M,,(C) et A = UDV une décomposition singuliére tel que D = Diag (a1, ...,an)
ot les a; sont des réels positifs, alors AA* = UD?U*, donc o3, ...,a2 sont les valeurs propres de AA*.
Supposons l'existence de 81 > ... > 3, des valeurs singuliéres de A, alors Vk € [1,n], ai = 37 et vu que
les ay, Bk sont positifs, on aura «y, = Bi pour tout k € [1,n].
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Troisiéme partie: inégalité de trace
12. Soit P une matrice de M,,(C) vérifiant la propriété (Pg) : P? = P = P* et rang(P) = k.

(a) e(i): L’égalité P*P = P entraine que pour tout i € [1,n]: (P*P);; = P;;, c’est a dire: Z |Pi ;% = Pi,
et puisque P P*, on aura P;; = m donc P;; € R, ce qui entraine que:
Z |]D7J|2 P2 = Pi,i(l — Pi,i) >0, donc Piﬂ' S [0,1].
J#i

o(ii) : L’égalité P = P* fait de P une matrice de H,,, donc diagonalisable dans une base orthonormale,
de plus P(P — I,,) = O,, donc les valeurs propres de P sont 0 et 1, d’ou l'existence de U € U, et
Jr = Diag(1,...,1,0,...,0) (les 1 sont en nombre de k = rang(P) ) tel que P = UJ,U*, ce qui
entraine que Tr (P) = Tr (Jk) =k, c’est a dire Z P =k.

i=1

=

(b) @ On a: Tr(PD) — Z)\ —ZP“)\ Z =Y (Pi—DX+ > P\
=1 =1 i=k+1
Or pour tout 4 € [[1 k] )\ > A1 et Py, —1 < 0 donc (P — 1A < (P — 1)Ag41. Puis, pour tout

k
i €[k+1n], \i < Agg1, done Z P i < Ay Z Pii = Ay (k - Pm-), ce qui donne
i=1

i=k+1 i=kt1
k k
finalement que Tr (PD) — >> A < Y [(Pii — 1)Ak+1 — Piidkt1] + kAgy1 = 0.
i=1 i=1

La matrice P = Jj, = Diag(1,...,1,0,...,0) répond a la question (les 1 sont en nombre de k).

(c) e Py,P, vérifient (Py), donc ils sont semblables & J, et par suite il existe Uy,Us € U, tels que P; =
U UT et Py = UsJRUs, ce qui donne Py = UUfPLULU; = UP,U", avec U = UU{ qui est
élément de U,, comme produit de deux éléments de U,,.

Soit P fixé vérifiant la propriété (Py). D’une part pour tout U € U, la matrice UPU* vérifie aussi la

propriété Py, donc d’apreés la question précédente Tr (UPU*D) < Z Ai-

D’autre part il existe U € U, tel que P = UJ, U* ou Jy, = Diag(1,... ,1,0

,0) (les 1 sont en nombre
%
de k), donc Tr (U*PUD) = Tr (J,. D) = Tr (Diag (A1, .. .,A%,0,...,0 Z Ai. Donc cette derniére

somme est atteinte, ce qui entraine I’égalité demandée.

13. Soit U € U,,, alors d’aprés la question 2b, ses colonnes forment une base orthonormale de C”, donc la norme
de chaque colonne vaut 1, c’est a dire Xn: |U; x|? = 1 pour tout k € [1,n].
La matrice U* € U,,, donc les lignes cig 1U forment aussi une base orthonormale, donc pour tout k € [1,n]
i |Uk.;1?> =1 (c’est la norme de la k™ ligne ).
6_nl conclut que U est doublement stochastique.
14. (a) L’hypothese: A stochastique et k le plus petit entier tel que Ay # 1 montre que la matrice A est de la
Iy (0]

Ak,k . Ak,n
forme A = . .

(0] : " :
Anr .. Ann
Supposons que Vm > k A, ;, = 0, alors en prenant la somme de la k™ colonne qui vaut 1, on obtient
Apr =1, ce qui est absurde.
Le méme raisonnement sur la k®™° ligne aboutit 4 une absurdité, ce qui entraine I’existence de [ > k tel
que Ay # 0.
Supposons que A,,; = 1, alors puisque la somme des éléments de la [°™° colonne vaut 1, on obtient
Ap1 =0, ce qui est absurde.
(b) e La condition (i) montre qu'il suffit de déterminer A4 ; A} ; A}, et Al
La condition (i¢) nous invite & choisir A/, Akl = 0, quitte a echanger m avec | et «; avec [3;, on
peut prendre par exemple A;n, =0
Les matrices A et A’ étant stochastiques, donc en considérant successivement les lignes k& et m, puis
A+ Ay = A + Aky et{ Ak = Ak + Ami
A’ 1= Amk+ Ay Ap T AL = Ak + Ay
Ce qui donne A{m,l = Am,k + Am,l; A k= Ak,k + Am,k; A;c,l = Ak,l — Am,k-
On vient de déterminer la matrice A’. Voyons la troisiéme condition qui s’écrit :
Al o B + Ay, B + Aj o B + AL,y B 2 A ponBe + Ay o B + A, jam B

les colonnes k et [, on obtient {

cest a dire: (o — am)(Bx — Bi)Am, k >0 inégalité toujours vérifiée.

e Montrons par récurrence 'inégalité Z Ao < Z ;.
i,j=1 i=1
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15.

* pour n = 1 on a égalité.

* Supposons que le résultat est vrai Vk < n — 1 et soit A € M,,(C) une matrice stochastique.

* Si A =1,, alors on a égalité .
Si A # I, soit A’ la matrice définie précédemment. La matrice A” extraite de A’ en supprimant les
k premiéres lignes et colonnes est stochastique de M,,—(C), donc d’apres l’hypothése de récurrence,

n k—1 k—1
ZkA ’Lﬂj < Z azﬂu donc Z A; ja’L/BJ < Z A O‘zﬂ] = Z azﬂz + Z A iﬂj < 2:1 Oéiﬂi +
ij= i=1 i=

n
S = Y aifi, ce qui établit la récurrence.
i=k i=1
n
* La matrice A = I,, réalise 'égalitée > A, ja;8; = Z ;3.

ij=1
n

On conclut finalement que: max Z Ao = Zazﬁ]
1,5=1
Par définition il existe Uy,V1,Us, Vo € U, tels que A = U1DV1 et B = UsTV;, donc
Tr (AB) = Tr (Ui DVAUTVa) = Tr (VoUi DVAUST = Tr (UDVT)) ou U = VaUy et V =V Us.

e Tr(AB) = >, (UD);;(VT)j;, or (UD);; = >, U;xDi; = ;Ui , et en inversant les roles
1<ij<n k=1
(VT);,i = BiV;, ce qui entraine I’égalité demandée.

e L’inégalité évidente |U; ; V| < = (|U 12 +1V;.i|?) entraine que:

|Tr (AB)| < = Z |Ui j|%c; Bi + Z |V;il?a;Bi, or UV € U,, donc les matrices (|U; ;]);; et

’L] 1 ’L] 1

(|Vi.51?):,; sont doublement stochastiques (d’aprés la question 13), ce qui entraine d’aprés la question

1 n 1 n n

14: |Tr (AB)| < 3 >aifBi+ 3 > i = Y a;f;. Cest 'inégalité demandée.

i=1 i=1 i=1
Les matrices A,B étant dans H,", donc diagonalisables dans des bases orthonormales & valeurs propres
réelles positives, qu’on peut les ordonner. Notons a; > ... > a, les valeurs propresde Aet 81 > ... > [,
celles de B, alors il existe U,V € U, tels que A = UDU* et B = VIT'V* ou D = Diag(aq,...,an)

et T = Diag (ﬁl, . ,ﬂn) donc on est dans les conditions de la question précédente, ce qui entraine
T (AB)] < 3 @ < (3 a) (32 i) = Tr (A)Tr (B).
1=1 =1 i=1
16. Soient A,B € H,, de valeurs propres respectivement a1 > ... apet 1 >...> 6.

e Mountrons d’abord que max Tr (AU*BU) Z ;B;.
Uel,

Soit U € U, A et B étant dlagonahsables , U*BU est semblable a B, donc les a; et les 3; sont les
valeurs singuliéres de A et de U*BU respectivement, ce qui entraine en utilisant la question 15, que

La somme Z azﬁl est atteinte, en effet, A et B sont diagonalisables dans des b.o.n. (d’aprés la ques-

tion 8), dou 1’ex1stence de V.IW € U, tel que V*AV = D = Diag(aq,...,an) et W*BW =T =
Diag (81, - .- ,8n), donc Tr (A(WV*)*B(WV*)) = Tr (V*AVW*BW) = Tr (DT) = >_ a;5:.
i=1

lut d Tr (AU*B iBi-
On conclut donc que gg{x r (AU*BU) Zaﬂ

e Montrons maintenant 1’'égalité demandée.

La norme ||.|| est la norme hermitienne associée au produit scalaire (4,B) = Tr (A*B) = Tr (AB) (ce
produit scalaire est & valeurs réelles, puisque les valeurs propres d’une matrice de U,, sont réelles), ce qui
entraine que pour tout U € U, : ||[A — U*BU|]? = || A||?> — 2(A,U*BU) + |U*BU|?,
n
or ||A]|?2 = Tr (A*A) = Tr (V*D*VV*DV) = Tr (V*D?V) = Tr (D?) = Y o2,
i=1
n
de méme |[U*BU|]? = Z B?% et vu que (A,U*BU) = Tr (AU*BU) < 3" «;;, on aura l'inégalité :
i=1
n
|A—-U*BU|?* > Z a? —2 Z a;Bi + 2152 Zl(ai - Bi)?).
=1 1= 1=
Cette derniére somme est atteinte, en effet :
A=WV BWVH)|? = |[V*AV = W*BW|* = |D = T|]> = 3 (a: — £;)*.

=1

On conclut donc 'égalité : gn}/rll |[A-U*BU| =
Uy,
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