SPECIALE MP* : DEVOIR SUR LES FRACTIONS CONTINUES

I - Développement en fraction continue d’un rationnel.

a
Soit r = — € Q\ Z donné sous forme irréductible, on appelle développement en fraction

continue d’un rationnel 1’écriture :

b

r=ap+

ay + b )
an—1+_n
ap,

(1) Montrer que, si 'on impose les conditions ag € Z, a, > 1, ar > 1, by = 1 pour k > 1
alors ’écriture ci-dessus est possible et est unique, on dit que la fraction continue est
sous forme normale. Quel algorithme permet d’avoir cette écriture ?

(2) Dans le cas ou tous les by sont égaux a 1, montrer que

ap 1 a; 1 a, 1 a vy . o
(P o) (3 0) (1 0)= (5 3) =5

b n . . .
On notera par la suite r = [ao; —1, ...—] le développement de r en fraction continue.
aq Ay,
b b P,
(3) Pour k € [1,n], on appelle rj, = [ag; —, . .., —] la k-iéme réduite de r. rj, = —- onl
ai Qg Q

(ao 1> <a1 1> (ak 1)_(1% pk_l)
1 0)\o o) e 0) T Qe Qi)

a) Ecrire les relations de récurrence liant Py, Py_1, Pr_s et Qk, Qr_1, Qr_2-

P P4 bbby .. by
b) Montrer que — — = (=)=
) R A M s Nt N

IT - Développement en fraction continue normale d’un irrationnel.
On appelle F = {(un)neny 00 ug € Z et u,, € N* pour n > 1} et Z = R\ Q 'ensemble des
irrationnels. On utilisera les résultats de la partie I. .

Pour v € F, on notera M(u) = (uk 1), R ip(u) = My(u)... Mpix(u); si n = 0, on

1 0

abrégera : Ry r(u) = Ry(u) et sa premiere colonne sera notée (gk ((Z)))
k

Pour M = (Z Z) € My(Z), det M # 0 et x € Z, on définit
M*$_ax—|—b
cr+d

(1) Montrer que V& € N, Qu(u) € N* et que Vk € N*, Ry(u) = (5’2% 52‘11((3)'

On écrira g (u) = g;((:i))
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(2) Pour k > 1, calculer Py(u).Qr—1(u) — Pr—1(u).Qr(u).
Montrer que la suite (Qr(u))ren+ est strictement croissante et que les suites (rox(u)),
(rory1(u)) sont adjacentes.
On note 7(u) la limite de la suite (r,(u)).

(3) a) Montrer que |r(u) — ri(u)| < 5 pour k > 1. En déduire que r(u) € Z.

1
Qulu)®
b) Montrer que, pour (¢, d) € ZxN*, si ’E - r(u)’ < |ri(u) — r(u)| alors d > Qk(u).

(4) Pour z € Z, on définit f(x) =

€ Z. On pose alors u(z) = [f*(x)] (composé

k-ieme de f en z), u(x) = (uk(x))k_eN et up(x) = [z].

a) Prouver que u(z) € F. On notera u a la place de u(z) dans ce 4.

Pk(u)fkﬂ(x) + Pk_l(u) . Pk(u) Pk_l(u)) *
Qk(u)fk-i-l(l.) + Qk—l(u) - (Qk(u) Qk_1(u) fk+1(U) pour

b) Montrer que = =

k>1.
En déduire que rox(u) < & < ropy1(u) puis que z = r(u).
u s’appelle le développement en fraction continue normale de x que l'on écrira x =
[ug; —, oy —, -]
Uy U,
¢) Sion connait le développement en fraction continue normale de x, indiquer comment

obtenir les développements en fraction continue normale de x+a, a € Z, f*(z), —x,
1

X

1T - Théoreme de Lagrange.
On considere ici I'ensemble P des éléments de F périodiques a partir d’un certain rang :
P ={(u,) € FIIN e N,Ip e N*Vn > N, tp4p = Uy }.

(1) Siu € P, prouver que r(u) est racine d’une équation algébrique de degré 2 a coefficients
entiers.
On s’intéresse maintenant a la réciproque : si x est un irrationnel racine d’une équation
algébrique de degré 2 a coefficients dans Z alors le développement de z en fraction
continue normale est périodique. On notera P & la place de Py(u), f* a la place de
[k (z) ete.
Soit T(X) = aX? + X + v = 0 cette équation, on pose A = 3% — 4a.

Pf* 4+ P

Qrfr + Qr’
(ak, Br, i) € Z2 tel que o (f*)? + Brf* + v = 0, on pose Ay, = 7 — dagy.

(3) Montrer que les triplets (o, Bk, k) ren sont en nombre fini (on démontrera et on utilisera
la relation 7 — dagye = 5% — 4af3).
En déduire le théoreme de Lagrange.

(2) A Tlaide de la relation = =

trouver pour tout £ € N un triplet

(4) Déterminer les développements en fraction continue des réels :

1 1
+2\/5, V5, VAL, Va2 +1, Va? +2, 3 a+va2+4b|, (a,b) € (N*)%

1V - Développement des fonctions en fraction continue.

(1) Soit f(x) =

écrire

cio+en® + -+ Cppy T

Coo + Co1T + =+ + Copy T

une fraction rationnelle, montrer que 1’on peut

fla) =02, =2, e

e
Coo C10 Cn—1,0
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ol les coefficients cj;, se calculent par récurrence avec la formule

Ci—20 Cj—2k+1

J Ci-1,0 Cj—1,k+1

n étant un entier & déterminer.

(2) a)

Lambert a obtenu le développement suivant pour tanz :

2 2
tanx:[O'E ’ ° -]

173 7 2n+ 17
convergent en tout point de R\ (7/2 4 7Z).

Ecrire un algorithme permettant de calculer les réduites de tan x.

Tester la précision obtenue en comparant les valeurs obtenues pour tanz, r = 0, 1 xk,

tanx — t5(x)

k € [1,10], n = 5 (on donnera l’erreur relative ou t5 désigne la 5-ieme

o tanx
réduite.

Euler a obtenu pour la fonction exp le développement suivant, valable pour toute
valeur réelle ou complexe :

1 =2z 2 x? x?
1242767100 T An 20
Répondre aux mémes questions qu’au a).

1.

expx = [0



