SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SUR LES FRACTIONS
CONTINUES

PARTIE 1

a 1
(1) On a a = apb + r; par division euclidienne, soit 7= ap + —- avec 1 < b et ou ag

peut étre nul ou < 0. On divise b par r et, comme dans l’algorTilthme d’Euclide, on met
en évidence une suite (r;) d’entiers > 1 et strictement décroissante donc cette suite est
finie, ce qui assure l'existence de I’écriture.

L’écriture ci-dessus est unique : par récurrence sur n.

On sait que 1 <1

. + 1
an—1+_
G,

/

1 1
Pour n =1, c’est immédiat. En effet, si ap + — = aj + — avec a; > 1 et a} > 1 alors

ap = [r] = af, et a; = a} en découle.

Sl ao—f-

= ag+ T AveC Ty—_p > letr;_, > 1 alors, en prenant les parties entieres,
n—1 n—1
onaay = ay et r,_1 = r,_; ce qui permet d'utiliser 'hypothese de récurrence et de
conclure.

Remarque : il se peut que 7,1 et /,_; n’ait pas un D.F.C. (développement en fraction
continue) de méme longueur, la récurrence se fera alors sur la plus grande longueur.
L’algorithme utilisé ici est 'algorithme d’Euclide.

(2) Supposons par récurrence descendante sur k que py = % ol (alk (1)) ( ) (aln (1]> =
k ...

Qg1 Q1 1
(%k gk> alors okt _ %kt £+ P = ap_, + — = pr_1, on aura bien r =
ko Ok

ﬁkq (673 Tk 5

P Ry (ar 1 Pi_qap + Ryp—1by Py
3 O = .
(3) a) Ona (Qk—l Sk;—1> <bk 0) (Qk—lak + Sp—1b, Qk—l)

On en tire : Ry = P._1, S = Q_1 donc

Py, = apPy—1 + b Py_o
Qr = apQr—1 + bpQr—2

P, Py
Pk Pk,1 Qk Qkfl bk Pk_g Pk;—l N ,
b) On a — — = = d’ou le résultat par une
) Qr Qi1 QiQi QeQi Q2 Qi P

récurrence immédiate.

PARTIE 11

(1) On utilise les relations de récurrence trouvées au I.3.a: Qy = uQr_1+Qk—_2 avec Qo = 1,

@1 = uy donc Q € N* et on a vu (toujours au 1.3.a) que Ry = (

Pk(u) Pk_l(u))
Qr(u) Qr-1(u))’

1
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Pk(u) Pk,l(u) Pk,g(u) Pkfl(u)

2) O f 1.3.

@) Ona (e 139) o) Qualw)] = [Qualn) Quorlw)
immédiate Py (u)Qr_1(u) — Pp_1(uw)Qr(u) = (=1)*1. Comme up > 1 alors Qp >
Qr—1 + Qr_2 et par une récurrence immédiate sur k, Qr(u) > 0. Donc, pour k > 2

Qr > Qr—1.
Q2k - Q2k+2

Grace au calcul du [.3.a, on a ro — ropio = ie.
QokQ2r+1Q2k+2

Qar — Qorso < 0, on prouve de méme que rop_1 > Topiq- klim (rok, — rory1) = 0 car
— 400

donc par une récurrence

Tok4+2 > T2 Car

Qr — +oo (suite d’entiers strictement croissante) donc les suites sont adjacentes.
La suite (r,) est convergente.

! d’ot t
oll, en prenan
Qx(u) X
la limite quand p — 400, on trouve |r(u) — ri(u)| < |[rep(u) — re(u)] < )
*(u

Supposons que r = — et choisissons £ suffisamment grand pour que Q; > @ alors

P P PQ, — P 1 P P
-k M < —5. Nécessairement PQr — P,Q =01ie. — = i

(3) a) Grace au résultat du 1.3.b, on sait que |rgy,(u) — ri(u)| <

la

Q Q Q Qi

P

fraction Q—k étant irréductible (P.Qr_1 — Pr_1Qr = (—=1)**1), on obtient Q = Qy,
k

la suite (Q) serait stationnaire, ce qui est impossible.

b) On a

&= mea(w)] < |5 = v+ () = ria ()] < i) = r@)] + Ir(w) = rea ()|

< |re(u) — rr—1(u)| car sgn (ry —r) =sgn (r — rg_1)
1
QuQr—1

<

On multiplie par dQg_1 ce qui donne |cQr_1(u) — dPy_1(u)| Comme

_ d
. Qr
eQi-1(u) = dPea(w)] € N (car | = r(w)| < [re(u) = r(w)] < |ria(u) = r(w)])
alors d > Q.

Conclusion : 7 est la meilleure approximation de r(u) par des fractions dont le
dénominateur est inférieur ou égal a Q).

(4) a) On remarque que, si « € Z alors f(x) > 1 et f(z) € Z, donc, par une récurrence
immédiate f*(z) > 1 et f*(z) € T.
Une conséquence directe est que u,(x) € N* pour k > 1.
Conclusion : u(z) € F.

1 0 1 up 1
k+1 k+1 k k _ k k+1
b) Comme f"t! = I alors fFt! = (1 _Uk) x f* donc f* = (1 O) x f
et x = f0 = Ulo (1] * f1. Par une récurrence immédiate, on a x = Ry(u) * fH*1
c.q.f.d.
Autre méthode
\begin{Bourrin}

On fait une preuve par récurrence :
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pour k£ =1, il s’agit de prouver que

o= D@ + Bow) _ (uo(@)un (@) + 1) (@) + uo(2)
Qi(u)f?(z) + Qo(u) uy () () + 1

-~

=y

or, en notations abrégées,

(o + 1) sg—as U0 wguy + 14 ug(f(x) — uy)
Ulm—f-l n u1+f(:c)—u1

y:

=ug+ — =[z]+z—[z] ==

()

. e . Prpi(u) = upgr () Pe(u) + Peoi(u)
P(k) = P(k+1) : on utilise ici les relations {Qk+1(u) — g1 (2)Qu (1) + Opr (1)

soit, en notations abrégées
Pep1 f* + Py (w1 P+ Peor) f*2 + B,
Qurt 2+ Q. (U1 Qi + Qu—1) 2 + Qy

e P+ Py + Po(f" — )

w1 Qr + Qo1+ Qr(fFH — ugq)

_ T

Qe+ Qi

\end{Bourrin}
On utilise ensuite le lemme suivant :

1

— Uk+1

k+2
car f** :fk;+1

=z d’apres 'hypothese de récurrence

A

Sia, b, ¢, d, \ sont des réels positifs et si % < c_ci alors % < Zi/\g < c% (immédiat
en réduisant au méme dénominateur). On applique alors ce lemme avec a = Py,
b= Qax, ¢ = Pagy1, d = Qopy1, A = f2k+2-

On peut alors conclure que = r(u) en passant a la limite.

Remarque : soit SLy(Z) = {M € My(Z) | |det M| = 1} alors SLy(Z) opere sur T

par

axr +b

c7
cr +d

(M,z) € SLo(Z)XZ — M xx =

a b
avec M = (c d)'

¢) On a
e uy(z +a) =a+up(x), up(x + a) = ug(x) pour k > 1.
e On a u,(f*(x)) = up ().

e On a
1 . 1
—T = —Up — ou Ty =
0 U1 + T2 2 fQ(l')
U+ a9 —1
ot —z = —(ug + 1) + —————.
Ul + To

T d’ot le développement en fraction

T2

— Siu; = 1alors —z = —(u0+1)+1

continue de —z :

0 ’1"‘“2’“3’ ’un+1’
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U+
— Siuy > 1 alors T B 1+ —— ce qui permet la aussi le
uy — 1+ 9 u — 14z

développement en fraction continue de —x dans ce cas :

1 1 1

1
—r = —(u0+1);I, e e

Uy — 1’ U ’ Up—1
e Sixz>1alorsug(l/z) =0 et up(l/x) = up—_y1(z) pour k > 1.
Si 0 <z < 1 alors on calculera [1/x] et on utilise le résultat ci-dessus en
échangeant les roles de = et 1/x i.e. ugp(l/x) = ug1(x).
Si x < 0 on utilise le point précédent pour se ramener au cas ou x > 0.

PARTIE I1I
1 1
(1) On a r(u) = up + i avec s(u) = un + i donc
U + 1 UN+1 T — 1
REERTy i
P, P,
s(u) = =2 s(w) + By (cf I1.4.b) soit une relation de la forme
prls(u> + pr2
(1) 57 () + (6 — a)s(u) — 8 =0

avec «a, (3, v, 0 entiers, v # 0.
On utilise ensuite le lemme suivant : si ¢ est une racine non rationnelle d’une équation

algébrique a coefficients dans Z alors at 4+ b, (a # 0) et % (¢ # 0) sont aussi racines

d’une équation algébrique a coefficients dans 7Z :
En effet si at?+ Bt +~ = 0 alors a(at+b—b)*+ Ba(at +b—b) +a*y = 0 et on développe.
De méme 7($)* + fBe($) + ac? =0. Et ona v # 0, o # 0.
_ o's(u)+ 3 .
On prouve ensuite que r(u) = ————— = A+ ———— et on utilise le lemme.
P que r(u) v's(u) + o Cs(u)+ D
Conclusion : r(u) vérifie une équation algébrique du second degré a coefficients entiers.

Pi(u) f* 1 (x) + Pea(u)

Qr(u) [+ (@) + Qp-1(v)
tion ax?+ Bx+v = 0 et en multipliant par (Qnf*™ + Qr_1)? (en notations simplifiées),
on obtient

(2) On utilise donc la relation x = alors en reportant dans la rela-

o (fk+1)2 +ﬁkfk+1 =0

avec ay = Qi (ri), e = Qi1 T(rk-1), Br = QuQr—1(2aryre—1 + B(ry + rr_1) + 27) ou

P
rk:Q—ket T(X)=aX?+ 38X +1.
k

(3) Comme T'(rg) — T(x) = (ry — x)(a(ry + z) + ) alors
o] < Qilr — 2|(lal (22 + 1) +18]) < (Jal(22 + 1) + | 8])

1
car on a vu au I1.3.a que |ry — x| < o On obtient la méme inégalité avec |y|.

k
En développant et en simplifiant, on trouve

B — douye = QRQi 1 (rk — 11-1)*(8” — day) = (5* — day)
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1
car r — 1p_1 = (—1)*——— (relation du [.3.a).
QrQr—1 )
Remarque : en utilisant la relation ff! = 7 , on obtient aussi
Te+1 = Qg
Brt1 = Br + 2auy,
Apyr1 = Vi + Bkuk + akui

d’ou Agy1 = A = Al

On a aussi | 3]? < |A]+4(|a|(22+1)+|5])? donc les suites (ax), (Bk), (%) sont bornées,
les triplets (o, Bk, V) sont en nombre fini. Parmi les valeurs de ces triplets, il y en a un
qui est au moins atteint 3 fois (et méme plus). Soient ky, ks, k3 les indices correspondant
alors les fi, sont 3 réels qui prennent 2 valeurs, 2 au moins sont égales. Ceci permet
alors d’assurer la périodicité de la suite (u,).

1 1

(4) Ici, on note (—, ..., )* le développement périodique de r(u).
Up Up+T-1
1++5 1 1++5 1
e Grace a la relation =1+ , on obtient = [1; (=)
1 2 1
e Comme /5 =2+ alors v/5 = 2;(=)*].
’ —ii\/lg 1 11 Ha

e On trouve v/41 1: (6, 35 (12, ot 2)*]
o Vat+1 =g (—a)*]

11
° Var+2= [av (_7 _>*]

a 2a

b *
e Soit z = —[a + Va2 + 4b] alors z est racine de X? —aX —b = 0 donc = = [a; (-) ]
a

(le développement n’est pas normal).
PARTIE IV

(1) Quitte a compléter par des coefficients nuls, on peut supposer que n; = ng = n, on va
prouver le résultat par récurrence sur n.
Sin =0 OK.
On suppose le résultat vrai a I'ordre n. On écrit
1 C10

€Tr) = =
/(@) o <c00+001:c—|—~-—|—00n:c” _@) coo + 2 f1(x)

C10 cio + x4 - F e cpp
-1
. G0+ T+ copg " ¢ B - €00 Cok+1
ol fi(z) = o €U Cop = C10C0,k+1 — Co0Crk+1 = —
1o+ Cc1i + -+ - + C1px C10 Cik+1

pour k € [0,n — 1].
n—1
C30 + Cc1T + -+ C3p1T
ou fo(z) = s F et T G et on
Co0 + €1 T + -+ -+ Cgpya™ !

G0
C10 + l’fg(l‘ )
applique 'hypothese de récurrence a fs.

(2) a) Pour I'algorithme, on utilise le programme MAPLE suivant

> restart;

Digits := 25

> T:=proc(n,x)

> local j,t;

On écrit ensuite fi(z) =



V V V V V V

V V V V V V
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t:=2xn+1;

for j from 1 to n do
t:=2x(n-j)+1-x"2/t;
od;

t:=x/t

end;

Delta:=proc(n)
local k;
for k from 1 to 10 do

print (k, Delta=(tan(.1xk)-T(n,.1xk))/tan(.1*k));

od
end;

Delta(b);

On obtient alors le tableau suivant

x 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
% | 7,2.10723 | 6,1.1071% | 1,2.10716 | 5,6.1071% | 1,1.10-13 | 1,3.10~12 | 1,1.10~ 1 | 7,7.10~11 | 4,4.10710 | 2,2.10~°
b) On reprend les mémes notations que ci-dessus

E:=proc(n,x)

> local j,t;

> t:=4*n+2;

> for j from 1 to n-1 do

> tri=4x(n-j)+2+x72/t;

> od;

> t:=1/(1-2*%x/(2+x+x"2/t))

> end;

Deltaexp:=proc(n)

> local k;

> for k from 1 to 10 do

> print (k, Deltaexp=(exp(.1*¥k)-E(n,.1%k))/exp(.1*k));

> od

> end;

Deltaexp(5);

Et on obtient
© 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
% | 1,7.10725 | 1,4.10722 | 2,8.10720 | 1,2.10-18 | 2,1.10717 | 2,3.10716 | 1,7.10~15 | 9,7.10~15 | 4,5.10-14 | 1,8.10~13




