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SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SUR LE THEOREME DE
FERMAT

PARTIE I : GENERALITES, ETUDE DU CAS n = 2

ma moy ab

Sic=p"...pp* alors p"™ .. .p,

Si p1]a alors, comme a A b =1 alors p; Ab =1 donc p|"™* Ab=1. Or p"**|ab donc, grace
au théoreme de Gauss, p"*'|a et c’est la plus grande puissance de p; qui divise a.

On va trouver (I,J) un partage de [1,k] tel que i € I < pila et j € J & p;lb, le
raisonnement précédent s’appliquant pour chaque nombre premier p; on obtient ainsi

a= szm" = (pr‘) et b= Hpgmi (pré> :

iel iel ieJ ieJ
Le reste de la démonstration se fait alors par une récurrence immédiate sur n........
. L 1 . .
a. Soit d le P.G.C.D. de z, y, z alors (2/,v/,7') = g(:p,y,z) est aussi une solution non
triviale et primitive. . .. ...

b. Soit (z,y, z) une solution primitive, si p est un nombre premier qui divise = et y alors
p"™ divise 2™ donc p divise z. On a donc p =11ie. x Ay = 1. Les deux autres cas sont

semblables. . ..o

On ne peut avoir deux pairs sur trois (sinon ils ne seraient pas premiers entre eux).
IIs ne peuvent étre tous impairs (dans Z/2Z, ona ...z" =1, y" = 1 et 2" = 1 et donc
" 4+ y" # ™). 1l ne reste donc qu’'une seule éventualité pour une solution primitive,

deux sont pairs, le troisieme IMpair. .......... .

On raisonne dans Z/4Z.
Si x et y sont impairs alors % = 1 et §*> = 1 donc 2% = 2 ce qui est impossible (2 n’est

pas un carré dans Z/47). x et y sont donc de parité différente.............. ... .. ...
+ z Z— ; s VAT
Posons u = yT’ v = Y (v >0 car z > y) alors u et v sont des entiers qui vérifient
y=u—v,z=u+v. Soit d=uAwvalors dlu+v =z et dlu—v =y, comme (z,y, z) sont
premiers deux a deux entre eux alorsd=1ie uAv=1......... .. .. ... ... ......

. 2 , ) .
Si x = 22" alors 2'° = uv et donc u et v sont les carrés d’entiers premiers entre eux.. .

Toutes les solutions recherchées s’écriront donc sous la forme

y:nQ—mz, z=n*4+m? z=2nmouz=n®>—m’

La réciproque est évidente. . ... ... ...

. z=n%+m?, Yy = 2nm.

Par labsurde, si I'équation (F,) admettait une solution non triviale (x,y,z) alors, en
prenant n = dp, (P, yP, zP) serait une solution non triviale de (Fy) ce qui est contraire a

Phypothese. . . ..o

I1 suffit donc de prouver la conjecture de Fermat pour tous les nombres premiers supérieurs
ou égaux a 3, ainsi que pour 'entier 4 (car cette conjecture est fausse pour n = 2). ..
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SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SUR LE THEOREME DE FERMAT
PARTIE II : ETUDE DU CAS n = 4

On a m? + y? = n?, (m,y,n) est un triplet pythagoricien et il est primitif : m An = 1

done M AT A Y = Lo

On sait, vu le 1.4, que y est impair et, toujours avec cette méme question, que m est pair
donc on a l'existence de p et g tels que

m=2pq, y=p" ¢, n=p"+¢.
. . 2 nm
a. n, p et ¢ sont premiers deux a deux et comme T = 5 = npq, n, p et ¢ sont donc

des carrés (toujours grace au 1.1.), on va alors poser n = 22, p = 2% et ¢ = y? et on
aura 27 = 17 + yi.

Enfinonal0<zi=vyn<n?=2—m? < 2.0,

b. On va donc construire une suite d’entiers strictement positifs (z,) et strictement
décroissante ce qui est impossible. ...

Conclusion : E; n’a pas de solution non triviale, il en est de méme de F, (en posant

2=z onseramene & Fy.) ..o

Par I’absurde, s’il existe un rectangle qui répond a la question, soient a, b les cotés de ce
rectangle.

On a donc ab = ¢* (ol ¢ est le coté du carré) et d> = a® + b* d’out (bd)? = ¢ + b* ce qui
est impossible avec des nombres strictement positifs. ............. ...

PARTIE III : ETUDE DU CAS n = 3

3

Onaz=2 mod3=2*+y> mod 3=x+y mod 3 dou en travaillant dans Z/9Z, on

peut écrire

Pt =2 = (b + g+ 3k)°

=(2479)?* car (a + 3k)® = a® dans Z/9Z
= &+ + 3iy(i + 9)
i.e. 32y(z+y) = 0 et donc zy(z + y) est divisible par 3. ............. ...

L’un des entiers x, y, x + y = 2z mod 3 est par conséquent divisible par 3 c.q.f.d.... .

Remarque : on pouvait aussi raisonner de la sorte :

Dans Z/9Z on a (3n+¢)® = ¢ pour € € {0,1, —1} donc les seuls cubes dans Z/9Z sont 0,
1, —1 (en effet, tout élément de Z/9Z peut s’écrire 3n + ). Or 23 + y® + (—2)% = 0 qui
est somme des éléments de I’ensemble {0,1, —1} donc I'un au moins de ces éléments est
nul i.e. 3 ou y® ou 2? est divisible par 3 ce qui donne le résultat.

a. On remarque que A est I'ensemble des modules des éléments de Z[iv/3] et comme ce
dernier ensemble est stable pour la multiplication (c’est un anneau), il en est de méme

(a +ibV3)® = a® — 9ab® +i(3a?b — 3b°)V/3
et, en prenant les modules, on obtient
(a® + 3b%)% = (a® — 9ab®)* + 3(3ab — 3b%)%.
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ce qui donne

a =a®—9ab*, v = 3a®b — 3b°.
c. La réponse est alors immédiate ! Il suffit de remplacer a par n et b par m........
On pourra consulter ici le livre de Hardy & Wright, An introduction to the theory of

numbers

IT1.3. On peut réécrire I'équation (F3) sous la forme z° + 3 + (—2)3 = 0 ce qui est symétrique
en x, y, z et ainsi supposer que z est 'entier pair (les deux autres étant nécessairement

TINPAITS) .« oo ettt et e

r+y T —

u=— et v = sont des entiers premiers entre eux, en effet, si d|u et d|v alors

2
dlr et dly 6. d = 1. o

IT1.4. a. On remarque tout d’abord que u et v sont de parité contraire (en effet u — v est
impair). Si d est un nombre premier tel que d|2u et d|u? + 3v? alors d ne peut étre
égal a 2 (u®+ 3v? est forcément impair). d # 3 car u n’est pas divisible par 3, et donc
dlu, d|3v? ie. dlv, d=1cqfd. .. ..o

On peut alors dire que 2u et u? + 3v? sont les cubes de deux entiers ¢ et w premiers
entre eux (quitte & multiplier par —1 = (—1)3 si u < 0) avec ¢ pair et w impair car 2
divise t. u est alors pair car t = 2t/ entralne u =43, ......... ... ... ...,

b. e On écrit 2u = (n—3m)2n(n+3m) et v = (3n—3m)m(n+m). Sid = 2nA(n—3m)
alors d|u et d|(3n — 3m) = 2n + (n — 3m) donc d|v soit d = 1. On en déduit
que s 2n A (N —3m) = Lo

e On procede de méme pour prouver que 2n A (n+3m)=1.................
e Enfin, en utilisant la propriété (a +b) A (a — b) = a A'b (pour a et b de parité
différente) on a

(n+3m)A(n—3m)=nA(3m)=1.

Comme v est un cube alors il existe des entiers zq, x1, y1 tels que 2n = 23, n—3m = z3

et mH3m =y (cf. L)
On a enfin |z1y;21|> = 2|u| = |z + y| qui divise strictement |23 + y?| = |z|® car

23 = 2u(u® + 3v?) = 219121 (U + 307)
et comme u # 0, v # 0 (x # +y) alors u? + 3v? > 1 et par conséquent

1121 | < |wyz|.

I11.5. Si u = 3u/ alors v n’est pas multiple de 3. Soit d = (18u') A (3u/? 4+ v?), 3 ne divise pas d
car il ne divise pas 3u'? + v? donc
d = (2u') A (3u” 4+ v?).
On sait aussi que u est pair, v impair donc 3u/% +v? est impair, d est lui aussi impair donc
d=uABu?+v*)=u A0 =1
car u ANv = 1.

18u et v* + 3u? sont donc premiers entre eux et ce sont donc des cubes d’entiers. On
procede alors comme ci-dessus, on en déduit l'existence d’un triplet (zq,y1,21) tel que

|Tryrzn| < |yz|. oo
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IT1.6. On a vu que l'on pouvait construire une suite de triplets (x,, y,, z,) de solutions primi-
tives non nulles de (F3) et que la suite (|z,y,2,|) est strictement décroissante, ce qui est

TNPOSSIDIE. . o o

Conclusion : il n’existe pas de solution non triviale a I’équation (F3).

IV.1. a.

IV.2. a.

PARTIE IV : LE THEOREME DE SOPHIE GERMAIN

D’apres le petit théoreme de Fermat, on sait que a? = a mod ¢ donc, en distinguant
les deux cas (a multiple de ¢ et a non multiple de ¢), a?~! = (a?)? est congru a 0 ou

almodulo g. ...

Comme D'équation 2> = 1 n’a que deux solutions sur un corps (en l'occurrence sur
Z/qZ) ((z* —1) = (x = 1)(z + 1) = 0 & z = £1), alors a? est congru a 0, 1 ou -1

MOAULO . .o

. Vu la question précédente, si a, b et ¢ ne sont pas divisibles par ¢, alors a?, O”, ¢ sont

congrus a =1 modulo ¢, ce qui est incompatible avec la condition a? 4+ b + ¢? = 0 en
effet, dans Z/qZ, on va trouver 1 ou £3 selon les cas, c’est le méme genre d’argument

que pour la question III.1. On a donc ¢ qui divise abc.............. ... ... ... ..

En effet, si r est un nombre premier qui divise y + z et X alors on a (dans Z/rZ)
2 = —y donc pyP~! = 0 et comme p A7 = 1 (on a supposé que p ne divisait pas
r = (y+2)X) alors y = 0 puis 2 = 0 et finalement & = 0. r divise z, y, z ce qui est
IMPOSSIDIE. . .
X et y + z sont bien premiers entre eux.

On peut alors conclure que X et y + z sont des puissances p
écrire :

iemes

et que l'on peut

y+2:ap,x:—aozetyp_l—yp_2z+---—|—zp_1:ap

. On utilise la relation 2z = 0 + ¢? + (—a)? =0 mod ¢. Vu le 1.b., ¢ divise abc. ..

Si g divise b alors y = —b0 est divisible par ¢ ce qui est impossible car on a supposé
x et y premiers entre eux. De méme pour ¢ donc il ne reste que a pour étre divisible

12 7 R
On a alors dans Z/qZ = —z et donc &P = pyP~ L. .. .o
Comme yP~1 = AP — P~ 4+ 2P 2y 4. - -+ ayP~2? et & = 0 (car ¢ divise ) alors yP~! = AP.
On a enfin &» = piP dans Z/qZ (avec v # 0 sinon p|c ce qui a été écarté), ce qui
donne (&y~ )P = p dans Z/qZ et on a vu au IV.1l.a. que c’était impossible. . .. ...

. La conclusion est alors immédiate : comme on a raisonné par ’absurde, I’hypothese

p ne divise pas zyz est fausse et en conclusion I'un des termes x, y ou z est divisible



