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SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

PREMIERE PARTIE

+oo )
. D’une part la série ¢, (x) = > ¢, €™ est normalement convergente donc sa somme
n=0

—0o
est continue sur R, de méme pour c¢_(z) = > ¢, e,

n=-—1
D’autre part, les sommes partielles de chacune de ces séries sont 2m-périodiques, il en
est de méme pour leurs sommes ; donc ¢(z) est bien 2r-périodique. ..............

. On a ¢(z) = cy(x) + c_(x), chacune de ces séries convergeant normalement, on peut

intervertir [ et > d’ou

™

+7 A +o0 o +00 - ‘
/ C(x) e PP dx = Z Cn/ ez(n—p)z dz + Z C—n/ e—z(n-i-p)z dz.
B n=0 d n=1 —7

Toutes ces intégrales sont nulles sauf celle oun =p (sip > 0),n = —p (si p < 0) et
+m

dans ce cas, on a bien / c(x)e P dx = 2mc, pour tout p € Z. ...

—T

. Vérifions qu’on a bien une norme :

e [lell =0,
e llc|=0=VneZlc,| =0=c=0.
e Comme |Ac,| = |A||cn| on vérifie que ||Ac|| = |[A|||¢]] ;
e on démontre de méme que |c+d|| < |||+ |d]|... oo
1 T < 1 ["
e = 7 ’/_ﬂ o(z) e da| < Dy /_ﬂ le(x)] da < ilelg le(@)]o oo
+oo . +oo
le(x)] < Jep(@)|+]e— ()] or [ep ()] < D |en €™ = > |en| et avec la méme majoration
n=0 n=0
pour ¢_(z),on aVz € R :|c(z)| < ||c]| doule résultat........................
‘ +N
. D’une part, on utilise la linéarité d,,(z) = a,e"* c(x) € Edoncd(z) = >, d.(z) € E
n=—N
car I est un C-e.v..
+N
Drautre part : {|dn[| < |an|-[lel] = lld]| < 32 lan].llc] = {lall.]l] (on peut aussi utiliser
n=—N
le produit de convolution). ......... ... ..

. A est évidemment linéaire, or || Ac|| < ||a]|.]|¢|| donc A est continue et || Al < ||a||

Si on choisit ¢(z) = 1, Ac(z) = a(x) donc ||Ac(z)|| = ||a]|.||c|| = 1 permet de prouver

que [[A[| = [[al]. oo

. On procéde par récurrence sur k :

k =1 : immédiat.



2 SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

+kEN

Supposons que a*(z) = Y ag,e™ alors
n=—kN
+kN
k+1 E ap E . gin@
n=—kN
+(k+1)N

_§ : i(p+n)e _ § : ‘
= a’pak,n ez(p n)x — ak—i—l,q ctd*

pn g=—(k+1)N

O O 1

p+n=q
b. 1 suffit en fait de montrer que |ay,| < sup |a"(x)| pour tout n. Or

z€R
1 +m ) 1 +m
lag.n| = 5 /_7r a®(x) e ™ dz| < %/_ﬂ la* (z)| dx < ilég\ak(x)\
+kN
Donc [|a*|| < Y sup,cg |af(z)| = (2kN + 1) sup |a"(z)] c.q.fd. ..o,
n=—kN z€R

1/k
On sait (2.b) que sup |a"(x)| < ||a”||, or (sup \ak(:c)\) = sup |a(z)| donc
z€R rz€R z€eR

sup |a(2)| < [la*]| < (2kN +1)"* sup |a(z)|

TzeR zeR
Comme lim (2kN + 1)"* =1 on peut affirmer que llm |a®||"* = sup |a(z)]. ..
k—4-o00 k— z€R
L5. a. On a: Afc(z) = a(x)fc(x) = af e® ™ c(x) et |ak e ¢(x)| = |c(x)| par conséquent

[ARc(2)]] = [Je(@)]] - C = 1. oo

b. SiVx € R : |a(z)| < 1 alors montrons que sup |a(z)| < 1. En effet a(z) est continue,
zeR
2m-périodique donc

supa(z)| = sup a(z)| = [a(zo)| <1
z€R x€[—m, 4]

pour un zg € [—m, +7].

Comme klim |a®||*/* < 1 alors ||a¥|| tend vers 0, elle est donc bornée (par C) et donc
— 400
VE € N* | A¥¢|| < |aF||]lell S Cllell- - vvenn
c. Si Jz € R, |a(x)| > 1 alors sup |a(x)| > 1 donc klim |a®|[**F > 1 i.e.
z€R —+oo
Jo > 1,3C € N* Yk = C, ||a*||'* > «
ie. |la®|| = a* et ||a*|| — +oo quand k — +o00. Vu que ||A¥|| = ||a*|| on ne peut avoir
| A%|| < C pour tout k. c.q.fud ..o

DEUXIEME PARTIE

II.1. On peut écrire /S cos f(t) dt = sin /(s) — sin /() / sin f(t )f//( )

dt. On majore

e T 20k
| sin f(t) 77 ( I par - et on integre II0E d’ou

ﬂo 2 1 1] 4
C“f ' %w“<K+Lﬂm+u@ﬂ\K‘ 2]
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t
I1.2. a. On a: f'(t) = f'(u) +/ f"(w)dw > M(t — u) car f'(u) > 0 et f"(w) > M. Si

\/QM alors f/(t) = 2V/ M. ...

Ensuite, en partageant l'intégrale en 2

u+2/m
/ cos f(t)dt

t>u+

< + /v cos f(t) dt‘

+2/vVM

/u " cos f(1) dt

car |cos f(t)] < 1 et on utilise le résultat

/uv cos f(t) dt‘ < \/%

2
c.q.f.d. (si v <u+ — le résultat est immédiat). ...............................
4

2
on majore la premiere intégrale par
J i VM

du 1 pour majorer le deuxieme en prenant K = 2v/M d’ou

VM

b. On pose g(t) = f(—t),¢9'(—v) = 0. Le a) nous permet d’écrire

M
/ cos f(t)dt gi .........................

c. Le théoreme des valeurs intermédiaires nous permet de conclure..................

/ COS f(t)(]t / COS f(t)(lt + / COS (t)(]t
u ) u ) i . w
race au a) et la deuxieme par
V M & P

et on pose w = —t pour obtenir :

Puis < : on majore la premiere

intégrale par grace au b) et donc

3

/u " cos f(1) dt

11.3. a. Un simple calcul nous donne

[tq(t)]" =72 [I(1 — 1)q(t) + 20q't) + 24" (t)] = "2 (2).
|1(0)] = 2p done, comme 9(t) est continue en 0, 36 > 0,V¢ € [0, 4], |(t) > p, on peut
2

d—(th(t))' >

conclure alors que

dt?

b. On utilise les résultats de la question 2.

o Si ¢(0) > 0 on pose f(t) = Bt + ktlq(t) ; f"(t) = k[thq(t)]". Sit > % :

k
() = ; = pk% = M. Pour obtenir la majoration demandée, on utilise le
P

2.c (ou le a,b selon les signes de f'(1/Vk) et f'(z)).
e Si ¢(0) < 0 on prend f(t) = —(Bt + kt'q(t)) et on refait la méme chose. ... .

1
C. o Sik> 5 alors,
1
— pour x > m,

<

l/kl/l T
/ cos f(t)dt| + / cos f(t) dt’ :
0 1

/kl/l

/0 " cos f(t) dt
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En majorant | cos f(¢)| par 1 dans la premiere intégrale, on trouvera :

/Om cos f(t) dt (1 - \SF) k}/l

1
— Si # < —, une simple majoration de cos f(¢) par 1 suffit.

L1/
. 1 1 * 1
e Sik< yalor8(5< T donc /0 cos f(t)dt| <z < 5<k1/l
8
Conclusion : on prendra C} = 14+ ——. ..

Nz

+oo
I1.4. a. ™" est une fonction paire, il suffit donc de prouver que / e " dy converge. Or
0

hrp yme " =0=e " =o(1/y™) comme m > 2 J(v) converge. ............

y—-+00

b. C’est une application du théoreme de continuité sous le signe intégral. Soit g(v,y) =
e ",

o (v,y) — g(v,y) est continue sur R* xR.
e Pour tout a > 0 et v € [a,+o00[, 0 < g(v,y) < g(a,y) qui est intégrable sur R.

J(v) est donc continue sur tout intervalle [a, +00[ donc sur |0, +oo[. .............
c. Comme £(z) — 0 en 0, on sait que

Vo >0,9n >0,V e R |z| <n=le(z)| <o
ce qui donne o —e(x) > 0 et 0 + &(x) > 0. Donc
h(x)/ef’”m(pr”) = eH*"(0=2@) 5 1 goit h(z) > e i)

on intégre alors de —n a +n pour trouver la premiere inégalité.
On fait de méme avec 1 — 0. ..ottt
d. On découpe l'intégrale en 3 :

Vk J:rh(x)kdxzw :h( ) dz + f/ ) da + f/

-~

=1 _12 713

e Intéressons nous a I :

Comme J(v) est continue, choisissons o pour que |J(u(l — o)) — J(u)| < i

n étant fixé (par o), prenons kg pour que

+n Vk .
/ ™ Gy (u(1 4 0))| <
e

k> ky=

P

(de méme avec 1 — o). On remarque que (!...) :

o o
\/_/ dr > Vk e kra™(140) qg

-n

+n% . c
= [ ey (1 ) = 5> T -
0"V

W~ ™

5
La méme intégrale est majorée par J(u) + 5

On a donc —5 < — J(,u)gg.
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e Sur [—m,—n] U [+n, +7], |h(z)| est une fonction continue strictement inférieure

/_: h(z)* dz

a 1, elle atteint sa borne supérieure a < 1 donc < mak et

/ v h(z)* dz

<ma”.

+n
Comme klim 2 ¥ kaFr = 0 il existe k; tel que : k> ki =2 Vkra* < %
— 400
On obtient ici |I1] + |I3] < %
+m
En choisissant K = max(ko, k1) on aura, pour k > K, | Vk h(x)*de — J(p)| < e
+m o
. _ e m k
soit J(p) = k;l—l>r-ll—1c>o VE B R(z) da. . oo
TROISIEME PARTIE
II1.1. a. On a b(z) = e @™ (+=@),
o Sixe[—n,+n]alors [b(z)] < e 2"
In(L
e Pour |z| > n,|b(z)| < 1 donc Ja < 1,|b(z)| < a < 1. Sion pose A\; = (n‘i) >0
alors |z| > n = [b(z)] <e™M™ =a < e M,
Il suffit de prendre alors A = inf (%, AL e e
b. On a V' (z) = —mvya™c(x) ou c(x) = (1 + e(x) + £»3’(:10))e_wm(l”(”)). 1iII(l) clx) =1
m z—
done, ¢(T) = 14 €1(@). oo
On procéde comme au a) pour la majoration................oooviiiiiiiin...
ITI.2. a. On pose ¢y qk—n = ¢ alors

II1.3. a.

. Sur [§, 7], |b(z)] < a < 1=

/_ ¢ (@)b(a)* dz = [b(2) ()] T~ k /_ ()b (2)V () da.

5 5
Comme |b(x)| < 1, la premiere quantité est majorée par |p(d)| + |¢(—3d)]. Le I1.3.c

20,
est aussi valable si 'on prend z < 0 donc o) + )| < —. 2
b (@) + (=) < 7=

On majore la deuxieme intégrale par

Cl 7A

2 m +
e C \xm 1\dx Cl Cs [ Alk—1)e ] ’
\/_

[§]
VR —1) °
_ 4C1C5 1k 80103 1

mA Vik—1° m:x Vi
4C!
En posant Cy = 2C4 (1 + —;) on obtient la majoration souhaitée (k > 2)......
m

T 1
':bekdx’ < ma®. Comme a* = 0(—), on

| ¢@na i
&
S 2]

™

pourra trouver C telle que '/ ¢ (2)b(z)* dz

5
. On rassemble tous les résultats obtenus avec ¢ et ceux que 'on aurait obtenus avec

Y et on utilise la majoration |z + ty| < |z 4+ |y|. ..o

On pose @ = max |ag | et |agn|* < alagy|, le résultat est immédiat...............
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b e Ona: 3 fac?< 2ot en utlisant lo 2.b
. e On a: akn|” < —=.||a"| en utilisant le 2.b.
n=—kN \VE
+00 1 a
o Puis Y |aral*= 2—/ la(x)|** dz (égalité de Parseval).
n=-—00 ™) _x

+m +m
Or/ |a(z)|** da :/ e 2kye" (@) g~ VT (27) (cf. TL4.d).

™

On obtient finalement le résultat annoncé : [|a*|| > Cekt = m
1

SR
e 11
[l m

> 0 donc klim |a¥]| = +00 donc A n’est pas stable. .....................
— 400

IIL.4. On essaie d’écrire a(z) sous la forme a(x) = efotiz'ale)—ya™ (1 +e(@)) .

a(x) =1+ Z(x) ou Z(x) =

1 ) 2
= —ifx— 552952 + %f:c3+ >zt +o(x?).

—iésinz+&*(cosz—1)

24
1 1 1
Avec Z(x) = ¢*® —1 on peut écrire z(x) = Z(z) — §Z2(:c) + §Z3(:c) — ZZ4($) + o(z4).
En faisant le développement limité de z(x), on trouve :

() = —igr+ S - @t - £ (1 )t 4 ola).

1 2
Il suffit de poser a = —=¢, [ =3, ¢q(x) 65(1 — &%), ~ %

aura bien la forme annoncée

....................................................... @
On remarque ensuite que a(x) = M i §6-1) 4

la(x)|* =1 —4€2(1 — £2) sin4g < 1 pour z #0

On peut utiliser la conclusion du 3.c, ||a®|| > Cs Vk et A n’est pas stable



