X MATH 1 99

PREMIERE PARTIE

1
1. K(z,y) =0 (—2) donc x — K(x,y) est intégrable sur Ret.......................
x
+00 1 T +o0
K dr = — | Arctan — =1 > 0. 1
- (z,y)dz - [ rctan y} N car y
2. Apres calculs on obtient
21y 2?2 — g2
K = K = —"—
1 (x,y) 7T(ZL‘2 +y2)2 2 (:L‘ay) 7T(ZL‘2 +y2)2
622y — 21° 622y — 21°
0PK = 03K =
1 (x,y) 7T(l'2 + y2)3 2 (l‘, y) 7T(l'2 4 yg)g
Conclusion : AK = 0. .o
Remarque : comme K(z,y) = —Im n la relation AK (z,y) = 0 est immédiate.
T x4y
3. On procede par récurrence sur m + n.
Si m +n =1 alors la propriété est vérifiée avec Py o(z,y) = —2zy, Pyi(z,y) = 2* — y>.

On suppose la propriété vraie a ’ordre p.
A Dordre p+1:
e Sim > 1, comme m+n = p+1 cela s’écrit (m—1)+n = p et on applique ’hypothese
de récurrence d’out

("5 K)(z,y) =01 [07 '05 K| (z,y) grace au th. de Schwarz

(@ Y200 P12, y) — 2(m 4+ n)x Py 0 (,y)
- (x2 4 y2)m+n+1

et on pose

Pm,n(xa y) = (‘/Lz + y2) alpm—l,n(‘ru y) _2(m + n) :L‘Pm—l,n(xa y)
N————— N————

deg<L2(m+n)—3 deg<2(m+n)—1
ce qui prouve la propriété dans ce cas. ...
e Sim =0 alors
. BPon-1(2,y)
10 _ n—1 o 0,n—1\+,
(05 K)(x,y) = 0a(0y K)(z,y) =0y {W}

_ (@ +9°)0Pon(2,y) — 2nyPos-1(2,y)
(.TQ + y2>n+1

et on prend dans ce cas

Pon(z,y) = (2* + y*) 02 Pon1(z,y) —2ny Py, 1 (7, y)
— —

deg<2n—2 deg<2n

ce qui acheve la récurrence. . ...
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On trouve en fait, avec la remarque du 2 que

ooy K =" M ————
( 1 %2 ({L‘, y) T (m + TL) m (ZL' + Z'y)ernJrl
(_1)m+n | Zn(l' _ Z'y)m—f—n—l—l
= '
T (m + n) m (.TQ + y2)m+n+1
(_1 m—+n

ie. Ppa(z,y) = (m + n)! Tm ["(z — iy) ™.

DEUXIEME PARTIE

4. ¢ 1t — f(t)K(z —t,y) est localement intégrable car elle est continue. Comme f est

bornée, o = O o donc ¢ est intégrable sur R........... ... .. ... ... ...
5. a) On a @ (z,y) — +oof(t) Y dt al
. a)Ona xT,Y) = — —————dt alors
ey T J—00 (l'—t)2+y2
1 +00 y
N ==L S 1)
(en posant u =t — x, on se ramene au calcul du I.1.). ®; est donc bornée. .. ...

Montrons que ® est continue. On va utiliser le théoreme de Lebesgue de continuité
sous le signe intégral. Tout d’abord, on fait le changement de variable ¢t — z = uy
(y > 0) ce qui donne la nouvelle expression de @ :

Pp(z,y) = ju . [z + Uy)m
o (z,y,u)— M est une fonction continue de z,y, u.
[l + u?]
e Soit (z,y) € I1; alors
fet )| Sl
[l + u?] T 14u?

qui est intégrable.
Le théoreme de continuité sous le signe intégral s’applique et on peut conclure que

®; est continue sur TI. ... o
b. On a vu au début que |®¢(z,y)| < || flloo donc [P f|loo < || flloo. Comme & : f — Dy
est visiblement linéaire, ® est continue.............. ... ... ... ... ... .

Si f =1 (fonction constante égale a 1) alors ®;(x,y) = 1 donc on a effectivement

1| = L.

6. On utilise le théoreme de dérivation sous le signe intégral et une récurrence sur m + n,
l'ordre de dérivation de ®;. La propriété est bien vraie pour p =m +n =0
Hypothese de récurrence : @ est dérivable m fois par rapport a x, n fois par rapport a
y pour m+n < pet

+oo
Ny ®y(x,y) = f@) 070y K (x — t, )] di.

Supposons que m +n = p + 1, on va utiliser le résultat du 1.3. avec le théoreme de
Lebesgue de dérivation.
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. Pm,n(x - ta y)
On st e (1) = F(0) =2
On pose P, n(x —t,y) = Qumn(t). Alors deg(Qm.n) < 2(m +n) d’apres le 1.3. D’ou

2(m+n)

Qma(t) = Z ar(x, y)xt".
k=0
Or, les a; sont des fonctions polynomiales de x et y et donc sont bornées sur le compact.
D’ou

et on se place sur le compact [a, b] X [c, d].

2(m+n)

Qua®)] < Y axle,y)| x|t
k=0
2(m+n)
< > Naw(z, )< [ = Fou(t)
k=0

Pour le dénominateur, on minore le dénominateur :

(z —t)* + )™ > min [(z —t)?] + &2

z€[a,b]
L’hypothese de domination s’écrit
Fon(t)
t) [0y K (x —t,y)] < : = ot
f( )[ 1 Y2 ( y)] (IHIII [(l’ N t)2] +02)m+n+1 90( )
z€[a,b]
avec ¢ continue et (f) = O(3) (le numérateur est de degré < 2(m + n) et le
dénominateur est de degré 2(m + n + 1)), donc ¢ est intégrable sur R, on peut ap-
pliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégral................ ... ... .....
Enfin, on a
+oo
(07 Py + 030s)(w,y) = [ F(E)OF +O5) (K (z —t,y))dt =0

. Il suffit en fait de majorer les dérivées partielles et d’utiliser le théoreme des accroisse-
ments finis.

o0 2 —
Pz, y) = %/ f(t) (z E(t)Q th)ny]Q

1/l /+°° 20z — tly

|01®f(z,y)| <

T o [ —1)2+y??
2 o [T 1
< 171 / — dt avec l'inégalité 2ab < a* + b*
T o (z—=1)2+y?
. 11 . [
Y a
ou on a utilisé le calcul du 1.
De méme
1 /*Oo u? — 37|
O, ® < =2 — - d
| 2 f(xay)‘ T . (u2+y2)2 u
+oo 1
My (L,
7T oo WP H P
Wl _ W1
Y a
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V2| fll
a

On a donc || grad @s(z,y)|| < et, par le théoreme des accroissements finis,

V2l
a

@5z, y) = (20, y0)| < Gz, y) = (o0, yo)| A

1

R : tilisant 1 du 2 btient VK (z, )| = ——— d'oi
emarque : en utilisant la remarque du 2 on obtient |V K (z,y)|| m2(z2 + y2)? ou
M [T M
[V (2, y)ll < — / IVE (@ —ty)ldt < —y.

8. On sait que 1 = / K(x —t,y)dt donc
R

1
By(a,y) ~ fo0) =+ [ [0 = S0 K(a ~ ty) .
R
Comme f est continue en xg, il existe ' > 0 tel que |t — xo| <1’ = |f(t) — f(x0)] < %
donc
o) = Sl < [ 150~ Sk —tpder [0 - o)l K- by d
Jlt=zol<n’ P [t—zo| =7’
<e/2
<sH2lfle [ K-ty
2 . |t—zo| =57’ .
A

On peut effectivement calculer A :

“+o00 4 /
A =2|f[«2 K(u,y)du = i {E—Arctanl]
/2 T 2 2y

4 /
< £ T —Arctanl )
s 2 2n

/
On choisit alors 1 < % suffisamment petit pour que A < % ce qui prouve l’inégalité.@
9. a. On reprend le raisonnement du 8, le choix de 1’ ne dépend plus de z, la conclusion
est alors immeédiate. . ... ... ..
b. Pour prouver que la fonction ®¢ est uniformément continue, on procede de la maniere
suivante : soit € > 0 c
e on choisit le 7 mis en évidence au a) en prenant 3

e pour y > g, on sait que @ est uniformément continue sur Rx[n/2, +o0[ donc,
pour cet € > 0, il existe n’ > 0 convenable tel que
(@1, 91) — (22, 92) | < 7' = [p(21,91) — Pplw2,90)| < &
e on prend alors i = inf(r), 37) et, en notant I} = {(z,y) € R* | 0 <y < n}

et I, = {(z,y) € R?* | y > n/2}, on majore ®s(x1,y1) — Py(z2,y2)| pour
|(x1, 1) — (22, y2)|| < 1" en distinguant les cas :
— (z1,11) et (zg,ys) sont dans Ils, Ef est uniformément continue sur Ils,
— (x1,21) et (z2,y2) sont dans II; alors

@f(xl,yl) - 6f(«7€27192)| < @f@layl) — flo)| + [f(z1) — 6f(»’lu“2,3/2)|

et on ULIHSE 1€ Ao oot
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TROISIEME PARTIE

10. a. On a
1 .
Qr(x,y) =— / gt Y gt eten posant u =x — t

e (x—1)? 4y

_ l / eioc(a:—u) Y du
T Jr u? + y?

= f(z)g(y)

\ 1 —iou Y
oug(y):;/Re u2—|—y2du‘ ...............................................

b. On sait que A®; = 0 soit f"(z)g(y) + f(x)g"(y) = 0 ce qui donne, en simplifiant
par €% —a?g(y) + ¢"(y) = 0 donc g(y) = ae® + be=*¥. Comme ¢(0) = 1, que g
doit étre bornée (car @ l'est) et que lin% Qs(x,y) = f(z) (question 8), on en déduit

y—)

que g(y) = e~ soit

Or(a,y) = e,

1 —iau Y —« e me
11. Onavuque — [ e 5 sdu=e*donc [ ———du= pour y > 0. En
T Jr us +y rRU T Y Y

—pa

e
prenant le conjugué et en changeant le nom des variables, on obtient 1(p) = 7 pour

p > 0. Comme la fonction est impaire par rapport a p, on en déduit finalement que

e~Ipla
vip) == L X EREEREES

Ensuite
foo too  p-lpla T 4
/ e Pip(p)dp = / e Pr—dp = — / (eﬂpye*pa + e”’ye’p“) dp
s o a a Jo
2 +oo 2 oo , 2
p— _7T e b cos py dp — _7T Re (/ e—pa—i-zpy dp) — _7T - a
a Jo a 0 a a®+y?
27
T a2+ y?
ce qui correspond a I'inversion de Fourier.
12. a. h(x /f x—t ,Yo)dt = /f r — u)K(u,yo)du donc, comme f est 27-
périodique, h(z + 27r) = h(x). On sait aussi que hoest C®.......................

b. z +— / f(z —t)K(t,yo) dt est continue et
—A

+oo
(z — K (t, o) dt| < / 1 oo E (L, ) A = [l

(hypothese de domination). De plus

A
dim [ @ = R () de = 5, 0)
— 400 _A

donc, grace au théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on a bien

. ) 1 2T Cine A
hn) = A1—1>I£oo 2 /o ‘ (/—A fle =Kt w) dt) &
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Or le théoréme de Fubini nous donne

% ” e e (/A flx —t)K(t,v0) dt> dr = /A K(t, y@(% /27r e~ f iz — ) dx) a
= / K (tyo) — / et f () du) dt

=/ K (t,yo)e ™ f(n) dt
— f(n) / ) e MK (t, o) dt

ot
hn) = Fin) /R K (1, yo) dlt
= [(n)#n(0,y0) avec h(z) = ™
_ f n)e —Inlyo
Conclusion: on a h(n) = f(n)e o

QUATRIEME PARTIE
13. On sait que si lim f =0 alors f est uniformément continue donc le I1.9 s’applique. .
€
14. Soit X tel que [t| > X = |f(t)] < 3 alors

K(x —t,y)dt

<[ soR@-tpdfl. [ Kooty
1t1>Xx )

[t<X

oS

On a deux choix :
Y 1 1

< — < — et on prend
(e —t)2+4y? 7wy  ma

e si y est grand (y > a) alors K(x —t,y) =

4”fHooX £
> === dot K(z —t,y) < 4||f|| ot || flloe fiyex K (@ —t,y) dt < 5

1

. PSR )
e si x est grand (|x| > uw > X), on utilise I'inégalité <
& (] ) & (:E—t)2+y2 2|z — t|
1

(conséquence de I'inégalité 2ab < a® +b?) donc K(x —t,y) <

om|w —t| 27T(U - X)
car [t| < X = | —t| >u—X. On prend u > X—|— Hf”oo On peut alors conclure
eT
comme lorsque y est grand........... .
15. Vule 14, ona  Hm  Pp(z,y) = 0. oo 1
|z|+y—-+o0 f( y)
16. On a vu que ||®|| =1 au IL.5.b, on trouve ici aussi que ||®|| = 1, il suffit de prendre par
1 si|z| <
exemple f,(z) = n+1—|z|] sin< |:7c| n+ 1. En effet
0 si |x| >
+o00 +o0 n
Ke-tpits [ LOKe-tyd=tgy)> [ Ko-tyd

et les deux termes qui réalisent ’encadrement tendent vers 1.......................



