SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

PARTIE I : QUELQUES CAS SIMPLES DE LA CONJECTURE

I.1. a. On adonc P = as(X — 21)(X — 22) et P’ =2ay — 2 (X _a _5 22) or

1.2.

Z —_—
. 1t 22 21— % p | 21| + | 22| <1
2 2 2
On fait de méme pour zy et donc P vérifie (IS). .............o oL,
. Dans le cas ot ng > 2, 2z est aussi racine de P" donc P et 2z vérifient (IS)........

. On dérive P sous forme factorisée, on obtient

_anZnZ —z)" 1I_I(X_Zj)”j

J#i
m
—nanH(X it [ ZmH — 2 ] )
1=0 1=0 jF#i
1 m
Le polynéme — Y n; H(X — z;j) est unitaire et de degré m, on peut donc I’écrire sous
Mi=0 G
la forme H — w;) ou les w; ne sont pas racines de P (sinon si w; = z; alors z;
serait racine d’ordre m; + 1 de P). ..o
. On reprend l'expression précédente avec ny = 1 et on substitue zy & x, on a
m m n
P'(z) = ay, H(ZO —z)" = na, H(zo — )Ml H(ZO — wj)
j=1 i=1 j=1
m 1 m
et donc H(zo —wj) = - H(zo ) P

J=1 J=1

. Soit n > 2™ et ng = 1, on a alors

j=1 j=1
ce qui prouve que I'un au moins des |zy — w;| est inférieur ou égal a 1............
Sing > 2 alors on sait (I.1.b.) que P et zy vérifient (IS).................... ...,

A . . .
Comme on peut faire ce méme raisonnement avec toutes les autres racines de P on
peut conclure : P vérifie (IS).

/ m .
. On sait que % = P

-0 X — %
donc, en substituant w; a X on obtient

Plw) _ )N~ :i I

P(w]) - wj — Z;



L.3.

1.4.

P
. OnposeQ:X

. On écrit z = re
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On prend alors le conjugué et on obtient bien le résultat.........................
Comme tous les z; sont dans le disque unité, il en est de méme des w;. ..........
Enfin, si zg = 0, on distingue plusieurs cas :
e Sing>2alors Pet 0 vérifient (IS)...... ..o
e Sing = 1 alors on utilise le résultat que 'on vient de prouver et |0 —w;| < 1.
.Ona PPH((X)) z_ et, vu que ng = 1, 2y n’est pas racine de P’, on a

%

n—1

St e
|Zo —ti| " | P'(z0) |~
donc 'un des termes de la premiere somme est nécessairement supérieur ou égal 51 1
ie. Jt; € [1,n — 1] tel que |29 — t;| < 1 et, par conséquent, P et zy vérifient (IS). .

m

alors @ = a, H(X — z;)" d’ou

i=1
Zo) _ i Tn;
) - X — 20 ’
=1

Or P/ = (X = 20)Q + Q, P" = (X — 2)Q" + 2Q" et donc on a P'(%) = Q(20),
P"(29) = 2Q'(z0) d’on

P'(z) . Q(20) . ~x~
Pl Q) P

avec 0 < r < 1 ce qui donne

10

1—2 1—2rcos@+1r2" 2—2rcosf 2

Re( 1 ): 1 —1rcosé . 1 —rcosf :l.

. On reprend le résultat du I.3.b.

P"(1) o 1
pu 2 pu—

d’on les inégalités

n—1 m
1 1 1 2 1
Re(1—t1) >n—1Re<Zl—t> _n—1;mRe<1—z¢)

=1

2 " n;
> — =1 grace a la question précédente
— Z_; S =18 q p

1
et donCRe(l_tl) 5 PR

1
O lors immédiat t ———=>Tlet |1 -t <1 ..o 1
n a alors immédiatemen T et | 1]

I.5. Si zp est de module 1, on Déerit zp = €, on pose alors P (X) = P(e?X). P, admet 1

comme racine simple donc P; et 1 vérifient (IS). Les racines de P| sont les e*igtj et donc
s'il existe j tel que |1 — e~*¢;] < 1 alors, pour ce méme j, on a |zo — ;] <
Conclusion : P et z vérifient bien (IS). ... ... .. i



II1.1.

11.2.

11.3.

11.4.
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PARTIE II : CAS D'UNE RACINE REELLE
Par un calcul aisé, on trouve T?(w) = w pour w # 1/a et on vérifie que T'(w) # 1/a.
(re? —a)(re= — a)
(are? —1)(are= — 1)
~r*4a® —2arcos — (a®r® + 1 — 2ar cos )
B lare® — 112
B (r* —1)(1 — a?)
lare? — 1|

Dong, si U désigne le cercle unité, alors T(U) C U et comme 7?%(U) = U C U on obtient

T (re)? —1 =

T(U) = U oo
La méme égalité permet de vérifier que 'intérieur du cercle unité est stable par T', de
méme que son extérieur privé de 1/a. ... ...

On peut aussi utiliser la connexité par arc : si D = D(0,1) alors T(D) est connexe par
arc donc T'(D) C D ou T(D) C D°.

Comme P(X) = (aX — 1)"P(T(X)), les racines de P sont les 5 = T-(z;) = T(z) et
on conserve 'ordre de multiplicité. Ces racines, comme on vient de le voir, sont aussi de
module inférieur ou égal a 1. Comme T'(a) = 0, alors 25 = 0 est racine et donc by = 0.
Puis, les relations entre coefficients et racines d’un polynome nous assurent que

m . b
HZZ' ‘= i <1
et . .
i=1 " i=1

b nb.
Le coefficient constant de R(X) vaut L et le coefficient de X" vaut —= + b,_;. Cette
a

derniere expression est non nulle car |b,—;| < (n — 1)|b,|. On a donc

n—1

b b 1
VS L v | E—
k=1

nby, + abp,_1| ~ nlby| —albp_1] ~ n—aln—1)

Attention, ici, on calcule le polynéme dérivé en T'(w) !
P(X
On part de la relation P(T(X)) = ﬁ et on dérive :
(Z ibiXi_1> (aX —1) — (Z biXi) na
P(T(X)T'(X) = ~= i=1
(TEO)T(X) T
—a
= —FF—R(X).
(CLX — 1)n+1 ( )
a’?—1
Comme 7T"(X) = m on obtient

P(T(w)) = 5 _GGQ (awR—(ui;"l'

On remarque en particulier que les racines de P’ sont les transformées par T des racines

de R.
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1
I1.5. Si x et y sont des nombres complexes distincts de — alors

T (z) = T(y)| = |f;__ci|,)||gy__x1||‘

D’ot, en prenant x = 0, y = v, et en posant ( = T'(y1), on a

(L—a*)m| _ pd—a)

T — <
‘a’ (’71>| ‘afﬁ)/l_1| 1_0///11

car |ay; — 1| = 1 —a|y1| = 1 — ap > 0. Enfin, on remarque que ¢ est racine de P’. ...

1
Sip< (et donc < —) on a
a

1+a— a?

2
=) gL coqf<n

1 —ap

I1.6. a. Etudions la fonction ¢(z) = In(n — z(n — 1)) — (n — 1) In(1 + = — 22) sur ]0,1] :
(-1  (n—=1)(1—2z)
n—axz(n—1) 1+ —a?

¥l() = -

n—1
B T R R oA S

¢’ s’annule donc pour x = 1 et x = et cette derniere valeur est supérieure a

n —_—
1 pour n < 4 et donc, comme ¢'(0) > 0 et que p(1) = 0, on en déduit que p(z) est
positif pour @ €]0, 1] ..o
b. Vu la question II.3, on a donc

n—1
1
"l < <
] prie sl n—an—1)  (1+a—a?)"!

ie. || < FRp— ce qui permet de choisir g comme a la question précédente et
a—a

de conclure. . ... o

Dans le cas général, on fait une rotation comme au 1.5 et on arrive a la méme conclu-

I1.7. Soit P un polynome de degré 3 ou 4 et zy une racine de P.
e Sing > 2 alors, d’apres I.1.b., P et zy vérifient (IS).
e Sing=1et|z| =1, P et 2z vérifient (IS) d’apres 1.5.
e Sing=1et|z| =0 alors P et z vérifient (IS) d’apres [.2.d.
e Sing=1et0< |z <1 alors, d’apres la question précédente, P et z, vérifient (IS).
Conclusion : en vertu de I'étude exhaustive que 'on vient de faire, on peut dire qu’en
effet, si P est un polynome de degré inférieur ou égal a 4 alors il vérifie (IS). ........

I1.8. On étudie donc ¥(x) = (n — 2)In(1 + = — 2?) — In[n — (n — 1)z] alors

o (=21 =2z)(n—(n—1z)+(n—-1)1+z—2?)

Yile) = (1+z—22)(n—(n— 1))
C[(n=1)@2n—=5)2* = (Bn* —=8n+3)z+n*—n—-1 T,(z)
B (14+z—2%)(n—(n—1)x) ~ Dy()




11.9.

I11.1.

I11.2.
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On vérifie alors que T},, trinome du numérateur, ne s’annule pas pour n =5, 6, 7 :

3n? —8n+3 1159 4085
En effet, T),(z) = az® —b > T, (L) = =, et t5 = te =
n effet, 7,,(z) = az* —bx+c (5) 3 —1)(2n —5) et t5 1l 1
15709
TS T
1 est donc décroissante et, comme (1) = 0, alors ¢ (x) > 0 pour z €]0,1[. ..........

Soit zy le zéro double au moins, de module 1. z; est aussi racine de P’ et donc T'(z) est
une racine du polynome R (défini au II.2.). On a donc T'(z9) = 7; ou ~; est une racine
de module 1.

On a alors
n—1 n—1 1 1
M2 < T bl =] 1wl < < PRYT
My Pl n—a(n—1)  (1+a—a?"
et donc vy < —— = et on applique le IL.5. . ... ... ... . 3
L — ppliq
Le raisonnement précédent s’étend par rotation au cas ou a est un zéro simple et ou
la| €]0,1]. On peut alors conclure comme & la question précédente...................
PARTIE III : CONTINUITE DES RACINES D’UN POLYNOME
Soit z une racine de S, si |z| < 1, I'inégalité est évidente car ||S]| > Sp.vnovnvviin. m
Si |z| > 1 alors
n—1
773 sl > fso o spoa2"H = [sa2"| d'oi
i=0
n—1
1512 > Isil > Isnl-|2
i=0
ce qui termine la démonstration. ............. .
a. Soit s, le coefficient (non nul) de X™ dans Si. Comme klim Sk = Sp 7 0 alors la
— 400
S,
suite <|” k“) est convergente donc bornée.
Sn,k
Vu l'inégalité prouvée a la question précédente, on en déduit que l’ensemble des
{Zir, i€ [l,n], ke N}est borné......... o

b. Par I’absurde, on suppose que pour tout ko € N, il existe k > ko tel que |z — ;4| > ¢
pour ¢ > p. On peut alors construire une suite extraite (Sw(k)) telle que l'on ait cette

propriété.
Si on consideére la suite ((xw(k), ) ..,xmp(k)))keN alors elle appartient a un fermé
borné de C"™ donc compact. On peut alors en extraire une suite convergente
(($17¢o¢(k), S ’x”*pow(k)))kEN et soit (91, o ,yn) sa limite.

n n

Or, comme Syop(k)y = Sn,pov(k) H(X — Tpop(k)) admet pour limite S = s, H(X — ;)
i=1 i=1
ceci prouve qu’au moins p des nombres y; sont égaux a z;. Or ceci est impossible car,

par construction, |y; — 2| = € POUT § = Duevirir ittt



6
IV.1. a.
b
IV.2. a.
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PARTIE IV : POLYNOMES EXTREMAUX

Les racines de S’ sont dans l'enveloppe convexe des racines de S (résultat du 1.2.d.),
elles sont donc de module au plus 1. Les racines z de S et 2z’ de S’ étant dans le
disque fermé de centre 0 et de rayon 1 vérifient |z — 2’| < 2. Donc, pour tout z, on a

Is(z) <2 et, en conséquence 1(S) < 2. ..o

. Evident, il suffit de revenir & la définition. .. ..........ooueeeeeeeiiaeein.. m

Pour montrer 'inégalité, il suffit de trouver un polynéme P de C,,[X] tel que I(P) = 1.

Or PIX)=X"—-1= H(X — e2F/my répond A la question......................
k=1

Comme on est en dimension finie, il suffit de prouver que P,(k) est fermé borné.
P, (k) borné : comme toutes les racines de S € P, (k) sont de module inférieur ou égal

N . n . P .
a 1, on sait alors que |o| < ( k) car cette fonction symétrique des racines de S est

n
1 d
a somme de ( f

On adonc ||[S|| < X |0l < 2™ oo
k=0

1
P, (k) est fermé : on utilise le résultat du III, soit S € C,(X] et € = 3 H;éir/l |z — 2| ou

> termes tous produits de k racines de S.

z et 2’ sont les racines de S. On suppose que S a p + 1 racines distinctes.

Soit (Sh)nen une suite de polynémes de P, (k) convergeant vers S.

On remarque tout d’abord que S est unitaire. il reste a prouver que S a au plus k+ 1
racines distinctes. Sil’on prend h suffisamment grand alors les racines des polynomes
Sy, seront partitionnées dans les disques D(z,£/2) et donc S), aura au moins p + 1

racines distinctes. Onadoncp<ket S € Py(k)....ooooiii i,
Conclusion : P, (k) est compact.

. On utilise le critere séquentiel de continuité. Soit (Sp)nen une suite de polyndmes de

P, (k) convergeant vers S. Comme ||S; —S’|| < n||S, — 9|, la suite (S},) converge vers
S’. On va utiliser le résultat prouvé a la question précédente, on prend a > 0 tel que
les disques centrés sur les racines de S (respectivement S’), de rayon a soient disjoints.
Soit € > 0 inférieur a a. Dans chaque disque D(z,¢), il y a g racines de Sy, (pour h > hg)
si ¢ désigne 'ordre de multiplicité de z dans S. Et, si on choisit h( suffisamment grand,
ce sera pareil pour S et S’
Soit z une racine de S, il existe une racine de Sy, 2, telle que |z — 2| < €. Soit z},
racine de S’ telle que |z, — 25| = I, (2,) et enfin 2’ racine de S’ telle que |z}, — 2’| < e.
Alors :

Is(2) < |z — 2| < |an — 2] + 26 < I(Sh) + 2¢
pour toute racine z de S donc

I(S) < I(Sh) + 2e.

De la méme fagon, en partant de zj, racine de S, (pour h suffisamment grand), on lui
associe z racine de S, puis 2’ racine de S’ telle que |z — 2/| = I5(2) et enfin z; racine
de S}, telle que |2’ — z},| < €, on obtient

I(Sh) < ](S) + 2e.
Les deux inégalités ainsi obtenues permettent d’affirmer que I est continue.......

Enfin, P, (k) étant un compact, I est bornée sur P, (k) et y atteint ses bornes, il existe
donc un polynéme P de P, (k) tel que I(P) =I1(P,(k). ..o, @



IV.3.

IV 4.

IV.5.

IV.6.
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Supposons que le polynome extrémal S a toutes ses racines de module inférieur strictement
a 1. Soit r €]0,1[ tel que le disque D(0,r) contienne toutes les racines de S alors le

1
polynome S, = —S(rX) est aussi un élément de P, (k) et vu que I(S) = rI(S,) alors S
/IATL
n’est pas extrémal, d’ot la conclusion........ ... ... ..
Supposons que pour € R le polynome extrémal S n’ait aucune racine de la forme
e’ avec a € [0,0 + [ alors on peut trouver une translation z +— z — a telle que le
polynome S(X — a) ait toutes ses racines dans le disque ouvert D(0, 1) (un petit dessin

est suffisamment explicite). Le polynome S(X — a) est aussi un polynéome extrémal de
P,(k) et il a toutes ses racines dans D(0,1) ce qui contredit le résultat de la question

| AV SO

Conclusion : S possede au moins deux racines de module 1 et si S posséde exactement
deux racines de module 1 alors elles sont forcément opposées.

Si a est racine double de S alors Ig(a) = 0, si S a une racine double de module 1, le I1.8
permet de CONCIUTE. . .. .. ..

On suppose donc maintenant que a est racine simple et que toutes les racines de S de
module 1 sont simples elles aussi. D’aprés le IV.4, il y a au moins 2 racines de module 1
(et qui seront simples), on les note (comme le préconise I'énoncé) u et v. Comme deg S > 5
on sait alors qu’il existe une autre racine b d’'ordre n —3 > 2 et qui ne peut étre de module
1. uw et v sont donc opposées.
S s’écrit donc sous la forme :

S=(X—-a)(X —u)(X —v)(X—b"3

et donc
S =n(X —b)"HX —t)(X —ty)
d’ott, d’une part en dérivant S comme le produit de (X —a) par (X —u)(X —v)(X —b)"3,
d’autre part, en utilisant le résultat précédent, on obtient
S'(a) = (a—u)(a—2v)(a—b)"3=n(a—0b)""*(a—t)(a—t)(a—t3).
Si ¢ est la racine de S’ la plus proche de a alors
nla —CPla—b"* < |a—ul|.|la—v|.]a—b"3
nla — (> < |a—ul.la —v|.|a — b < 2]a —u|.la —v]|.

9 on peut écrire :

Mais, en posant u = €
la —ul?.|a —v]* = |a® — u?)? = |a® — €*|? = a* — 2a® cos 20 + 1
<a'+2a* +1=(a*+1)

et, en conclusion

2 2 4
3 2 2
a— <—(a"+1)<-(a"+1) < =
(P o(@ 4 1)< (@ +1) < 3
carn =5 et donc @ — C| < 1o oo
Par rotation, comme on I’a déja fait, on étend ce résultat a toute racine de S dont le
module est strictement compris entre O et 1. ...... ... ... .

On procede comme au I1.7, en distinguant pour une racine zy d’ordre ng, les cas ng > 2,
no=1et |z =1,ng=1et 2g=0,n9=1et 0<|z| <1 (cas que l'on vient de traiter.

Conclusion : I(S) = 1(P(3)) < Loeo i
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IV.7. On vient de voir que si deg S < 7 et si .S a au plus 4 racines distinctes, alors S vérifie (IS)
(pour n =5, 6 ou 7, c’est le résultat de la question précédente, pour n = 4, on utilise le

I1.7).
Sin > 8 = 23 alors la réponse est donnée dans la question I.2.c......................



