SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SUR LES NORMES
D’APPLICATIONS LINEAIRES

PARTIE 1

I.1. On utilise les majorations suivantes :
Vt e, Ot) <[|Po et V(t,x) € I, f(tw) < fllo

donc |F ()| < ||P|loc-|| f|loo €t par conséquent F' est bornée...........................
Continuité sur ]0,1] : soit a €]0,1[, on va prouver la continuité de zF'(z) sur [a,1] en
supposant f # 0 (sinon F' = 0 est continue).

xT

Par changement de variable, on a xF(z) = / f(t)®(t/x) dt, on suppose pour la suite

que 2’ < z. On majore |[xF(x) — 2’ F(2)| par

/f ) dt| +

Or @ est uniformément continue sur [0, 1] donc

Ve >0, Ip> 0| lu—v| <n=|du) — d)| < 2H€fH’

d’on, si x — 2’ < a®n alors

t t
AR

r

Par conséquent : Vt € [0,27],|®(t/z) — P(t/2")| < = donc

17
| e - etna <

On utilise ensuite l’inégalité :

DO ™

7’ <

NJI(T)

O(t/x) dt| < |[fII[|]].]x — 2|

et on prend n = inf(azn, ) d’ou, si x — 2’ <1,

2||f||-||<1>||

3
2 .

/

&

On obtient en conclusion |xF( "F(2')] < e.
On a ainsi prouvé 'uniforme contlnulte de xF(z) sur [a, 1] pour tout = €]0, 1] donc F est

continue sur J0, 1], ... @
On vérifie que F' admet une limite en 0*. En effet

Flz) — £(0%) / dt' / F(t) — (07| (0) dr

||<1>||oo/ f(tz) — f(07)] dt
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et on exploite la continuité a gauche de f en 0

Ve>0, In>0, 0<z<mn, Vt€l0,1], |f(tx) — f(0T)| <e

Flz) — £(0%) /0 (1) dt| < < soit lim F(x) = 7(0°) /0 B(t) dt.

On peut alors conclure que F est continue sur ]0, 1] et continue par morceaux sur [0, 1]
De plus, on démontre facilement que si f est monotone alors F' 'est également et ces deux
fonctions ont méme sens de variation. ............. ... i

donc

1 2 1 1
On sait que [/ f(tx)g(x) dx} < / A(tz) dx./ g*(r)dx (inégalité de Cauchy-
0 0 0

Schwarz) et en posant u = tz dans la premiere intégrale on obtient :

/Olfz(tx)dx: %/Oth(u)du < %/Olfz(U)du
v el Uol ft)g(z) dxr < /01 Py [ )z,

Par Fubini, on a :

/1F()( dx—/ (/ftx ) o(t) dt.

En posant G(t) = /t / f(tz)g(z) dx alors I'inégalité du I.2. nous donne

Gt)g/() f2(x)dx./0192(x)dx:M2

/(/ft:p ) O(t)dt = /;G(t)&\/?dt.

On sait alors que h est continue en 0 et que

M/ R M/\f

on obtient l'inégalité demandée en passant a la limite quand € tend vers 0. ..........
Pour l'inégalité (3), on prend ¢ = F qui est continue par morceaux (cf. I.1) ; si

donc

posons maintenant

1
/ F?(x)dr = 0 alors I'inégalité est immédiate, sinon, on divise I'inégalité ainsi obte-
0

1
nue par FR@) A, oo 3
| P

En décomposant l'intégrale, on a

F (%) _ /01 F <t%> O(t)dt = éﬁgl f (t%) d(t) dt.

g < — < g donc et la formule s’en
P n n n

déduit Immeédiatement. . ...

Or f(t£) = v, car, pour a
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p

n 1
F*(z)dx > —F2(£) ; I'inégalité demandée s’obtient
1 n n

Comme f N\, F' \, et donc : /

alors en additionnant les n inégaﬁités obtenues et en remplacant F'(2) par I'expression
Gl ST, ettt

I.5. On a alors 'encadrement

%il[ivq/q%lCID(t)dtrg/olFQ(x)dxg/olfQ(x)dx. [/01%(”}2'

Or / fA(z)de = / fA(z)dr = — ) v? ce qui donne I'inégalité
0 ; p=L n Z ?

p=1

(5) Zn; [Zp}vqﬁl 0 dtr < Uol Cb(f/)gdtr.ivg.

q=1

PARTIE 11

I1.1. On reconnait ici U = £* qui est un espace de Hilbert (le fait que les indices commencent
a 1 n’est pas un probleme).
e Montrons que U est un sous-espace vectoriel de RN .

— U # () car 0 € U.
1
— Si (u,v) € U?* alors |u,v,| < = (u? + v?) entraine que > u,v, converge. Comme
(Un + Avp)? = w2 + 2 u,v, + A202 alors > (u, + Av,)? converge ce qui signifie
que u+ v € U.
Conclusion : U est bien un sous-espace vectoriel. ................................
e Montrons que U est préhilbertien :

+oo
— (u|v) = > u,v, est bien défini (vu ce que l'on a fait ci-dessus).

=1
— (u,v) — (ulv) est bilinéaire symétrique.
— (u]u) > 0 immédiat.
— (uju)=0=u=0.
Conclusion : U est préhilbertien et ||.|| est la norme euclidienne associée..........
9
p

1
II.2. a. Dans l'inégalité (5), on prend ® =1 et v, = u, ; en remarquant que / O(t)dt = -
9=1 p

1 2 ’
dt
et que (/ —> = 4, on obtient l'inégalité (6). ...,
. Vi 2]

12
b. Si on pose w;, = p 21 Ug(q) alors w), < wy,.
q:

En effet, u,, > sup u; = u,,, puis on prouve par l’absurde que u,, > supu; = u,, et
1<i<p i#m
par récurrence uq, > ur,. L’inégalité du dessus s’écrit :

n n n

w) < Z(wl;)2 < 4iu§(p) = élZuf7
p=1

p=1 p=1 p=1

QB o
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. . 1 & : .y
c. On écrit cette fois que |w,| < = > [uy| = wy ; le résultat du b s’écrit alors ici :
p q=1
n n n n
2 2 2 _ 2
g wy, < g (wy)” <4 E lup|” =4 g u,
p=1 p=1 p=1

p=1
QB o

2

Siu €U, comme > w? < 4|ul? on en déduit que w € U. Comme A(u) = w et que A

P
p=1

est bien évidemment linéaire, A est un endomorphisme de &. Comme || A(u)|| < 2||u||, A

est continue et on a méme [[A|| < 2. ...

On a d’une part /n + +v/n — 1 < 2y/n donc en prenant les inverses et en multipliant par
I’expression conjuguée, on a @, > 0. ...
D’autre part :

+o0 1
donc la série 21 x, converge (en fait, on a x,, ~ @) ................................
n

On pouvait aussi dire que

( 1 )2 L1 1
= - —<———
Vn+vn—1 dn " 4(n—1) 4n

en minorant n par n — 1, x,, est alors majorée par une série télescopique.

1
b, =—=sin<n
D’une part on a % (et donc la série des b? converge)............
b, =-+—sin>ng
n
0o ]_ no 70 400
D’autre part > a? — 1 S =>2,<> z,=a(z, >0)donc
n=1 n=1 n=1 n=1

+oo no no +oo
1 1
2= P<at+ -y B<a+-=) b2 3
+oo 1
La série Z(\/ﬁ n —1)? diverge ((/n — vVn —1)* ~ 1 —) donc VM > 0, Ing € N,
n
. 4o
Vp = ng, Z(\/_ —+v/n—1)2> M ; il suffira de prendre M = —.....................

3

On a vu au I1.3. que ||A]| <2
Montrons que ||A]| = 2 : en effet, prenons la suite (a,) définie précédemment alors

+o00o 9
b
ngl " 40[
“+oo Z &= “+oo >d—¢
2 2
> ap > a
n=1 n=1

pour tout & donc || A|| = 2. ...
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On a ||A(Au)|| = |A|-||lu]| et ||A(u 4+ v)]| < [JA(u)]] + ||A(v)|| par linéarité de A. Il reste a
prouver que ||A(u)|| =0 < u = 0 ce qui est une conséquence de l'injectivité de A qui se
PIOUVE DAL TECUITEIICE. .« . ettt e vttt ettt e ettt e e e et e e et
On a déja [|A(u)|| < 2[jul| vu la question précédente.
1 1
Soit u® = (6, p)neny €U, |[uP|| =1 et Au=(0,...,0,=,..., ——, donc
(On,p)nen lu®] (0 e ERE ey )
+o0o 1 1/2
@)= (S L) o

; (p+ k)?
Conclusion : ces deux normes ne sont pas équivalentes...............................

PARTIE III

SAS)

—1/2
On veut que / O(t)dt = u, ®(t) =t répond a la question et comme

q—1 p2

1 1
/ LI \/Edt:g
0

Evident. . .o @
2
—Va—11> 9
En majorant 2n — 1 par 2n, on a y, > 6n\/_2—n —— =92, >0..........
n
1 1 1
On a aussi /n—vn—1=+/n (2— +0 (—2)) et (2n —1)% = 4n? (1 +0 (—)) donc
n n n
36n2 1 L0 1 9
n — n\— a2 -
I =y o(/n) | \4n? n? in
9 1 9 1
=~ (1+0(=))-2=0(=
w (o)) nols)
la série 5 (1 )
a série n converge (1 encore, 0N & Yy, ™~ ——= ). ..ottt
nzly Ve 4 8n?
i1 N
On a tout d’abord ¢,, > ¢, 41 & n\/T_LQ—nl > (n+1) n2+ n 1\/_ (pour n < ng—1),

on multiplie par les conjugués et on réduit au méme dénominateur :

(Vn+vn+1)(2n* +n) > (Vn+vn—1)(2n° +n —1)
inégalité triviale. Et sinm>mngon a ¢, = Cpuqe covv

1
On remarque ensuite que (p — a)cp =3p(y/p —vp—1) dou

n

Z(p—%)cp::smf—3(1+\/§+---+\/H)

p=1

or comme la fonction /x est croissante on a

" 2
1+\/§+~'+\/n—1</ Vrde = ng/ﬁ
0
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donc d,, > % .......................................................................

De méme qu’au II, on aura :

no no 9 +oo
; d2 < (c—%><2yn=ﬁ

n=1 n=1 n=1
2 1 S S IS
(on a utilisé la majoration —d;, < _ﬁ) Comme Y ¢, = Y. ¢, et que la série Y d

n=1 n=1
converge (on utilise le I111.2 en prenant u, = ¢,), on pourra bien écrire

+oo +oo
Yl o
n=1 n=1

2
D’une part B est bien majoré par 37 ; d’autre part, la série Z
n=1

(0 T, e

(son terme général est équivalent a E), donc on peut reprendre I'argument du IT et pour

ng assez grand :

+o0o
> dy
n=1

=

4
Te ?
n=1

2
La borne supérieure de B sera donc SRR LR R R R LR REREE



