SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

Premiere partie

1. Soit v = w(v)+ w la décomposition du vecteur v sur la somme directe £ = F & F+. Si

~—— =
eFr cFL

un couple (u, \) satisfait les conditions requises alors u € F, u + Av € F*, (u+ \v|v) > 0 et
lu+ Av|| = a, X est différent de 0 (sinon u € F'N F+ est nul et (ulv) =0). On a :

1 1
v = —Xu—i— —(u+ Av) et donc u = —Aw(v) et u + Av = Aw.

A

Nécessairement (u+Av|v) = (Aw|v) = Aw|?* d’ott A > 0 et enfin ||u+v|| = A|w|| dou A = Tl

S’il existe un couple (u, \) vérifiant les conditions requises on a A = m et u = —mw(v) @

Réciproquement si 'on pose A\ = ﬁ et u= —HO‘THW(U) on a:

u € Fiut+lv = —ﬁﬂ(v)—l—m (m(v) +w) = TaTW € FL lu+ | = a, (u+v|v) = al|w| > 0.

Le probléme posé a l'unique solution A = m et u= —ﬁw(v) ..........................
2. Les conditions wy € Ey = Vect(vg), (wplvg) > 0 et [|wg|| = ap entrainent wy = aoﬁ.

Soit p € [1,n]. Supposons définis les vecteurs wg, w1, ..., w,—1. Les conditions imposées & w,,

sont :

o w, € E,=FE, 1 ® Vect(v,) donc wy, est de la forme u, + Apv, avec u, € E,_;.

® U, + A\puy, € Ep{1.

o (up + A\puplup) > 0.

o |lup + Apvpll = o > 0.
Il s’agit exactement du probleme traité en 1. avec Ej,_; dans le role de I et v, dans celui de
v. Il y a existence et unicité de la solution. Par récurrence limitée a p < n on a bien établi
I'existence et 'unicité de la base (wy,...,w,) de E, vérifiant les conditions imposées.

Deuxiéme partie
3 a. On voit bien que :

o V(f.g) € C([a,8])%, (glf) = w(gf) = w(fg) = (fl9)-
o V(f,9.h) € C([a,0])*, YA € R, (f|(\g +h)) = 0(\fg + fh) = Xp(fg) + ¢(fh) =
A(flg) + (f|h).
e Vf € C([a,b]), f? est positive ou nulle donc (f|f) = ¢(f?) > 0et (f|f) > 0si f n'est
pas identiquement nulle.
(f,9) — (f|g) est une forme bilinéaire symétrique définie positive, i.e. un produit scalaire

SUT C([@, D] ). et

b. Pour tout entier n 'espace F,, N E:- | est de dimension 1 (en convenant £_; = {0} pour le
cas n = 0) et contient donc exactement deux polynémes (opposés) de norme a,, qui sont
de degré n. Sur ces deux polynomes un seul a un coefficient dominant strictement positif,
appelons le P,.

e Par construction P, € E, et le coefficient de ™ dans P, k, est strictement positif.
e Soient m et n deux entiers distincts. On peut sans restreindre la généralité supposer
m < n. On a pris P, dans E- | qui est contenu dans E-_;, donc (Pp,|P,) =
o(Py,P,) = 0.
e Par construction ||P,|| = a, soit (P,|P,) = ¢(P?) = 2.
Il y a bien existence et unicité de la suite de polynémes (Fy, Pi,...) de E satisfaisant les

CONAITIONS TEOUISES. .+ ottt ettt et e et ettt e e ettt e e ettt
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4 a. Soit n € N, n > 2. La considération des monémes dominants des deux membres de la
relation

P,(z) = (Apz + Bp)Py—i1(x) + CpPy—a(x)
impose déja A, = kf’il. .............................................................

Le polynéme P, — %xPn_l est de degré au plus n — 1 et se décompose sur la base
(PQ, ‘e ;Pn—l) de En—l-

n—1
Soit P, — kknlen,l = > A\P; cette décomposition et soit j € [0,n — 1]. Le produit
" i=0

n—1
scalaire avec P; fournit (P,|P;) — (kk—"len_l\Pj) = > N(B|Pj) = )\ja? soit
" i=0

kn
A\ = _%kn_l(xpn_lypj). ...........................................................

Par définition on a (xP,—1|P;) = p(xP,—1P;) = ¢(Pp_12P;) = (Py—1|2P;) et comme pour
j < mn—3, xPj € Ej;1, on obtient A\; = 0 puisque Ej41 C E,_get P,y € E-,. 1l

n—1
reste P, — kk—flen,l = > MNP Avec \,—1 = B, et A2 = C,, il vient précisément :

=n—2
Po(2) = (Ap 4 Bp)Po1() + CrPr o). oo
b. On sait déja que : A, = kfil- On a vu que Cp, = Ao = —ﬁ%(mPn_lan_g) =
—a21 kknl (Py—1|zP,—2). Or le polynéme P,,_; — Z"*; x P, o est de degré au plus n — 2, il
n—2 " n—
est donc orthogonal & P, 1. On a ainsi
ke . kpn_ Ky
(Po_y — 2=LaPy_5|Pa 1) = 0 soit (2Py_o|Po1) = —=2(Pp_1|Pp_y) = 2202,
kn_g kn—l kn—l
2
et finalement : C,, = —Zg:; kzgif ..................................................

5 a. Une fonction polynéme ne change de signe que pour les zéros de multiplicité impaire. Si
P, n’avait aucun zéro de multiplicité impaire dans |a, b, la fonction polynoéme associée
aurait un signe fixe sur [a, b] et comme ce n’est pas la fonction nulle on aurait ¢(P,) # 0
donc (Fy|Py,) = kowp(P,) # 0 ce qui est impossible sin > 1. Sin > 1, P, a au moins un
zéro de multiplicité impaire dans Ja,bl. ...

b. Soit n > 1 et r le nombre de zéros de multiplicité impaire de P, dans |a,b[. Notons
T

ap < ag < -+ < a, ces zéros et T, le polynéme [] (x — ag). Le polynéme @, = P,T,
k=1

n’a pas de zéro de multiplicité impaire dans ]a,b[ : en effet ses zéros dans |a,b[ sont les

éventuels zéros de P, autres que les a; avec la méme multiplicité que dans P, et les a;

avec la multiplicité qu’ils ont dans P, augmentée de 1. Comme @, n’est pas nul on en

déduit ¢(Q,) # 0 soit (T,|P,) # 0 ce qui impose T}, € E,_; puisque P, € E- |. Ainsi

r = degT, > n. Pour tout n € N*, le polynéme P, a n zéros réels simples et ils sont tous

dans Ja, D[, ..o

6 a. On sait que dans la division euclidienne A = BQ + R de A par B on a soit @@ = 0 soit
deg Q = deg A — deg B si deg A > deg B et conventionnellement deg () = —oo sinon, donc
toujours deg @ < deg A — deg B et deg R < deg B.

Dans la division euclidienne G = QP, + R de G par P, on a donc deg@ < n —1 et
deg R < n, par conséquent : Q et Rsont dans E,, 1. ....ooviiiiiiiiiiiiii ..

b. On remarque la propriété V(i,7) € [1,n]? L;(a;) = & ; en notant &;; le symbole de
n

Kronecker. Il en résulte que Vj € [1,n], (Z R(a;)L; ) (a;) = R(a;) donc que le polynome
=1

1=
n

R — > R(a;)L; a au moins les n racines ay,...,a,. Comme il est de degré au plus n — 1
i=1 "
ilestnul et onabien : R= Y R(a;)Li. «.ovoviii e

i=1
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c. Onap(G) = p(QPu+R) = (QPy)+9(R) = p(R) = ¢ (; R(a»Li) = 3 R(a)p(Ls) et

i=1
la relation G = QP, + R entraine Vi € [1,n], R(a;) = G(a;). On a bien p(G) = > \G(a;)

en posant Vi € [1,n], Ai = @(Li). o oueriei

d. Appliquons la propriété précédente au polynoéme L? qui est positif et non identiquement
nul ; c’est légitime puisqu’il est de degré 2(n — 1) donc dans Es,_;. Comme V(i,j) €
[1,n]?, L?(ai) = 5% = 0; j, on obtient \; = @(L?) et on en déduit d’aprés les propriétés

de o : Vi€ [1,n], Ai > 0. oo
Troisieme partie

7. Il est immédiat que deg By, = M. oottt @
La formule de Leibniz s’écrit :

n n k n—k n n 2
F,(x) = Z <k‘> %((m + 1)")%((3@ —1)") =n! (k‘) (z+1)"Faz-1F dou
0

k=0

Fo(1) =2'nl et Fp(=1) = (=2)™"R] oo

De méme on calcule :

ntl k ntl—k
d d n+1\/n-1 K k1
@ =3 (") a0 g (= 1") = 'Z< )(; 1)
k=0
dott F/(1) =n2" Y (n+1)! et F(=1)=n(=2)" (n+ 1) ...
8. Fp est un polynome de degré 0 évidemment proportionnel & Py qui est aussi de degré 0.
Soit n € N* et P € E,_1. On remarque que 1 et —1, qui sont racines d’ordre n de (z? — 1),

sont racines de —((x - 1" ) pour tout k € [0,n — 1]. Calculons alors le produit scalaire
(Fy,|P) en faisant des intégrations par parties successives :

(F,|P) :/ ﬂ((gc2 —1)")P(z)dz

-1 de,'n
_ | dn_l 2 n ! ! d" ! 2 n /
— d$n_1((x 1) )P(x)} 1—/1 T ((z* = 1)")P'(z) da
-0
dn—2 , 1 1 dn 2 " "
= |~ ((xQ—l) )P( )} 1—1—/1 P 2((352—1) )P (x)dx
=0

_ [(—1)"71(1‘2 . 1)np(n71)(x)] 1_1 +(_1)n/ (x2 . 1)np(n) (x) dzx

puisque P est le polynéme nul. On voit ainsi que F}, € E, N E —, ce qui suffit pour affirmer

: F,, est proportionnel a P, défini en 3.b puisque E, N E —, est une droite vectorielle qui

contlent AéJa P oo @

9. On voit que le degré de T'(F},) est le méme que celui de F,,. En particulier il est évident que

T (Fp) est proportionnel & Fly. .. ..o.u ottt
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Soit n € N* et P € E,_. Calculons par parties le produit scalaire (T'(F,)|P). Clest :

[a (-0 2 mten ) Ployae = [0 - 1) L (ko i) — [ @ -k E )P

-1 dx -1

=0

_ / 11 %(Fn(x)) (@2~ 1)P’(x)) dz

_ [—F (x)((:c —1)P(x /F :c “1)P'(x )) da

puisque le degré de di ((:c2 -1)P (:c)) est au plus n—1 et que d’apres la question précédente Fy,
est dans E;- ;. Les polynomes F,, et T(F,) sont tous deux dans la droite vectorielle £, N E;-

(et non nuls) ils sont donc proportionnels. ......... ...
Il est aisé de calculer le coefficient de proportionnalité de la relatlon précédente en considérant
les monoémes dominants : si F est dominé par A\pz¥, (22 — 1) ~Fy, Test par Akak Tt et done
T(Fy) Vest par \gk(k + 1)xk . La relation obtenue a la questlon précédente s’écrit donc plus

précisément : T(Fk) = k:(k: ) E g e
10. a. f” = f’

immedlate f € C”(] - 1 1[) pour tout n.
f, [ et f"" admettent un développement limité et sont solutions de (1) donc on peut écrire :

f" est dérivable sur | — 1,1[ puis, par une récurrence

n n+1
= Z cra® + o(z™), —f Z ket + o(a™)
k=0
n+1
(2% — 1 Z kepahtt — Z kepz® ™t 4 o(z™)
= n+2
T(f)(z) = Z k(k + Dega® = " k(k — 1)epa™ 2 + o(a™)
k=0 k=2
= k(k+ Dega® = " (k+2)(k + Veg o2 + o(z™)
= k=0
= Z(k + 1) (kep — (k + 2)cpga)z® + o(z™).

k=0
Compte-tenu de I'unicité du développement limité I’égalité T'(f) = v f équivaut a
Vk e N, (k+1)(kcp — (k+ 2)cki2) = yek

ou encore Vk € N, cgy0 = k+r2 (k - %H) 6
b. S’il existe un entier naturel n tel que v = n(n + 1) la formule de récurrence précédente
montre que Vi € N, cpipoi = 0. oo
On vérifie alors que si v est de la forme 2n(2n + 1) pour un entier n, alors le polynéme
n
Qan = Y copr® est solution de (1), ..ooiiiiiiiiiiii
p=0

On a alors T(Q2y,) = 2n(2n + 1)Q2, ce qui entraine que @2, est proportionnel a F,.



