SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

QUESTIONS PRELIMINAIRES

N

O.1. Si (a,) est a variation borné alors la série ) b, est convergente or Y b, = ax — ag donc

n=1

(@) €St CONVETZENTE | . o .ottt ettt

0.2. On peut faire la démonstration par récurrence ou directement

N+1
an _Z (b — bns1) an > (n—1)b,
n=1 N n=2 N
:an+2(n—1)bn—Z(n—l)bn—NbN+1 = by — Nby1.
n=1 n=1 n=1 n=1

PARTIE 1

I.1. On ad, = b, — b,1 dou|(a,) est convexe ssi (by) | ovoeemririiiiiiia.

1
I.2. d, = f(n—1) + f(n+ 1) — 2f(n) puis, on utilise I'égalité n = 5[(71 +1)+(n—1)] et le

fait que f est convexe d’ou

Conclusion : | (@) €St COMVEXE | oottt

3. On a donc (b,) et (—b,) croissantes donc (b,) est une suite constante soit a,—1 —a, = b
ce qui donne encore a,, = nb+ ag. La réciproque est évidente.

Conclusion : ‘les suites convexes et d’opposé convexe sont les suites arithmétiques ‘ ) .

I.4. Si a > 1 alors, comme f(x) = x“ est convexe, a, = n® est convexe.

Si o < 1 alors f(x) = x® est strictement concave donc d,, < 0.

Conclusion : [ (n®) est convexe Ssi o = 1| ..o
dg | dos | dsz | dag | duz7 | dag ;
I.5. a. T AT 1 T 111 donc | (a,) n’est pas convexe | .............oii....
b. Premiere question un peu délicate.
On a

(n+1)*=1<[(n+1)%]
(n—1)"=1<[(n—-1)"]
—2n% < — 2[n“]
d’ot, en additionnant ces inégalités, on trouve d,, > (n + 1)* 4+ (n — 1)* — 2n* — 2.
Soit f(z) = (x+1)*+ (x — 1)* —22% — 2 alors f(1) =2*—4>0 (car a > 2) puis
f(z) =al(x+1)* 4 (z —1)>1 —22%7!] qui est positif car g(z) = 22! est convexe.
Donc f est croissante et f(1) > 0, f(n) est positif pour n > 1.

Conclusion : [si a > 2 alors ([n?]) est convexe | ..........oiiiiiiiiiiiiii., @

1
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PARTIE 11

(bn) \\ et b, > —2A donc (b,) converge. Si lim b, =1 # 0 alors (a,) n’est pas bornée

n—-—+00
1
(en supposant liril b, = b > O0—par exemple—alors Ing | Vn > ng, b, > 56 d’ou
p, < Qp_q — ébg Apy — Moy, —00).
Conclusion : lir_{l b, = 0 et, comme (b,) \, 0 alors b, >0|..................... ...

Remarque : on pouvait aussi utiliser la sommation des relations de comparaison :
N
lim b, =10= > b, =an —ag~ Nlsil#0 cequiabouti & une contradiction.
n—-—+o0o

n=1
N
On a Y b, = ap — ay et comme (a,) est bornée, que b, > 0, on en déduit que la série
n=1
> b, converge et donc |la suite (a,,) est convergente |................oi.
On écrit
a, — ap, = Z bp = (n—p)b, car (by) \,
k=p+1
n
>§bn car —p=>——etb, >0
donc |0 < by K 2(Ap — Gp) | ovee e
On prend p = [n/2] d’ot1 0 < nb, < 2(aj,/2 — an) — 0
Ensuite, comme 0 < nb, 41 < (n+ 1)b,4; alors lirf e

On utilise 1’égalité de O.2 et comme NhT Nbyy1 =0on a

+oo +oo
> ndy =Y byl
n=1 n=1
par passage a la limite. ... ..

PARTIE III

Question difficile, en fait, on veut prouver que

N N
D lnl < Db
n=1 n=1

et pour cela, on utilise les inégalités

N—-1
+2>  nlby — by .
n=1

N-—1 N—-1
> nld,| =Y nlb, — by
n=1 n=1

N
> n(lbal = lbasa] = > |ba| = Nby|
n=1

n

=

Il
o
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puis
N-1 N-1 N-1
D nlda| =D by = bas1)| = D by — Nby
n=1 n=1 n=0
N
n=1
N N-1
et on fait la somme d’ou | > |b,| <lao —an|+2 > nldn| ..o
n=1 n=1

N
On a donc l'inégalité demandée, on en déduit que > |b,| est majorée donc la série > b,
n=1

est absolument convergente, | (a,,) est a variation bornée | (donc convergente). . .......

La premiere inégalité est évidente car la série > b, est convergente. La deuxieme est tout
N

aussi évidente car ag — ay = > b, et en passant a la limite dans I'inégalité précédente,
n=1

on peut conClUTe. .. ...

En utilisant 1'égalité O.2, on a

N N—-1
Nbysi =Y by — > nd,
n=1 n=1

donc Nby 1 a une limite car | b, et > nd, convergent. Cette limite ne peut étre que 0
(sinon )b, divergerait) d’ou, quand N — 400

+oo +oo
> nd, =) byl
n=1 n=1

PARTIE IV

On sait (question O.2) que Y m(am — Gmi1) = D, @y — Nay41 (en remplacant b par a
m=1 m=1

et N par n). Or

n+1

nn+1)(c, — cpy1) = (n+1) Zam - nZam = Zam — Nyt
m=1 m=1 m=1

d’ou
1 1 - ( )
Cp—Cpy1= 1| —— m(a, — am
- n n+1 — i
divisant (n41) et t ! ! !
€11 dlvisan ar n{n €l €N remarqualn UC — T = — T T e
P q q nn+1) n n+1
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Ensuite

Z |Cn Cn+1|

(——m)zm—w

1 1
m|am — U1 Z T nr en permutant les sommes
1 1 1
- g_
m N+1 m

N
<Z\am—am+1|-
m=1

Mz HMZ

IV.2. On écrit

n n—1
n(n+1)(cpi1 — cn) = — Z m(am — Amr1) = —n(an — Qpy1) — m(am, — Q1)
m=1
= —n(a, — aps1) +n(n —1)(c, — cn_1)
d’ot, en écrivant que ¢,_1 + 1 — 2¢, = — (¢ — 1) + (Cpy1 — o),

[(ant1 — an) +2(ca1 — ca)] |

Cn—1 T+ Cpy1 — 2¢, =

n+1
On a alors
N N
n|Cp_1 + Cpe1 — 2¢,| < Apr1 — Q| + 2|1 — Cpn
;I L G I;nH(\H |+ 2lea1 — cal)
N N-1
|any1 — an|—|—22|an+1 a,| relation du IV.1
n=2 n=1

N
3 Z |an+1
n=1

donc, la série > nlc,—1 + c41 — 2¢,| converge, (c,) est quasi-convexe et, par passage a la
) n n+ n ) n )
limite, on a

“+o0o +oo
D nlen—1+ ener = 20| <3 lanss — an| |
n=2 n=1

IV.3. Comme (a,) est bornée, (¢,) est bornée, or, au III, on a vu qu’une suite quasi-convexe
et bornée était a variation bornée donc (¢,) est a variation bornée. On utilise ensuite la
relation du I'V.2

(n+ D[ca1 4 o1 — 264 + 2(¢p, — en1) = apny1 — an
d’ol |apy1 — an| < (n+ 1)|A%,| + 2|Ac,|, par conséquent

(ay) est a variation bornée et convergente|. ...
1 1
IV.4. On ab, >0, }_ b, peut étre considéré comme la somme de deux séries ) —, > > qui
n#£2pP n
convergent. (a,) est donc a variation bornée. Vu le IV.2, |(c,) est quasi-convexe|... .

On utilise & nouveau ’égalité du O.2, or, comme Nby 1 n’a pas de limite, > nd,, diverge,

on ne peut donc avoir I'égalité proposée| ...
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On a (n+ 1)cpy = ai+az + -+ +ay+a,11 d’o, en divisant par n + 1, on obtient

=ncn=(n+1)cn—cn

Qp+1 Cn Cn Qp+1
= Cpy1 — Cp + et = FCp = Cngl |

n—+1 n+1 n+1 n+1
Comme (a,) est a variation bornée, la série Y ¢, 41 — ¢, est absolument convergente.
: Cn .z s an+1 Cp
e Si est absolument convergente alors I'inégalité <lepr1—cnl+

n—+1

a
permet d’affirmer, par domination, que 7:11 est absolument convergente. . .
n
. Ap+1 .. el Cp Ap+1
e Si est absolument convergente alors I'inégalité +le,—c
Zn+1 & & n+1| T n+1 [en = Cnta
PN s . CTL
prouve de méme que la série ) 1 est absolument convergente. ..............
n
. . . Qp+1 Cn
Conclusion : on a bien 1’équivalence LAC & A.C.
q 2 n+1 2 n+1

PARTIE V

. 11 suffit de prouver que Q et V sont des sous-espaces vectoriels de CN et pour cela, on

utilise le fait que A et A? sont des applications linéaires et 'inégalité triangulaire. ..[2
q pp

. Nj est définie sur Q mais pas sur V, par contre Ny est définie sur Q et sur V. L’homogénéité

et 'inégalité triangulaire sont immédiates.
Montrons les implications Ny (a,) = 0= (a,) = 0 et Na(a,) =0= (a,) =0:

+o00
Ni(a,) & <Z Aa, =0et Vn e N, A%a,)= O) .

n=1

La premiere condition entraine que lim a, = 0 (car ay = 0), la deuxieme permet de dire

n—+o0o
que a, = nay (par récurrence) d’ott a,, = 0 pour tout n. ......... .. ... .
Ns(a,) = 0= (a,) constante et comme ag =0, (a,) =0...........cociiiiiiii.,

Conclusion : ‘Nl est une norme sur Q, N, est une norme sur Q et V ‘

Ensuite, vu I'inégalité du II1.2, on a | Na(a,) < 2Ni(a,) | pour (a,) € Q..............

Cherchons maintenant une suite (a,) € V telle que (a,) ¢ Q, on posera alors a™ la suite

a, sin<m

définie par a!" = _ . a™ € Q, Ny(a™) sera bornée et Ni(a) tendra vers
0 sin >m
I'infini.
+00 (_ )n—f—l —1) ) n (_1)n+1
Pour cela, on prend a; = 172:31 7 by — bpy1 = = ie. b1 = —ay +;32::1 i
Grace au théoréme des séries alternées, on sait que |b,41| < CESIE donc (a,) € V,
n

1 oo
puis n|d,| = nlb, — byy1] = — donc Y n|d,| diverge. No(a) < > |ba] et Ni(al) >

n n=1
m—2
Yoon|dn] = 400 Cqfde
n=1

On avuaulIV.2 quesi (a,) € V alors (¢,) € Q donc [ est bien définie. I est évidemment
une application linéaire.. ... ... ...
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Grace au IV.1, on a Ny(I(a,)) < Na(a,) donc I est bien continue dans le cas ot on munit
Q l'espace d’arrivée de la norme No. ...

Grace au IV.2, on a

+oo +o0o
Nien) = D Acu|+ ) n|A%,|
n=1 n=1
+o00 +oo
< Z |Ac,| + 32 |Aay| + |A%c| grace au IV.2
n=1 n=1
+o0
< 42 + Aq
n=1 1
=7 laz—a1]
9 <=
donc I est aussi continue dans le cas ou on munit Q de la norme Ny.................

PARTIE VI

VI.1. Pour la premiere relation, on procede par récurrence, 1 < 1+1In 1 puis, a l’aide de I'inégalité

In(l+xz)<zona
1
(1) —w
p+1 p+1 D

ce qui permet de passer de la propriété a l'ordre p a 'ordre p 4+ 1 donc

p

Z%@an.

m=1

Remarque : on peut aussi utiliser la comparaison série-intégrale...

< |a—b| on a

Ensuite, grace a ’|a| — 19|

1 a
) la,Inp — ap1 In(p+ 1) — |ap — apy1] lnp’ < |ap1|In (1 + ]_?) < ‘%1‘.

a’n
VI.2. e Supposons que les séries > — et > (a,Inn—a, 1 In(n+ 1)) sont absolument conver-
n

gentes alors, en utilisant la deuxieme inégalité ci-dessus, on a

|ap+1|

lap — apy1]Inp < + apInp — apy1 In(p + 1))

donc ) (a, — ap+1) Inp est absolument convergente.

Puis, la convergence de > (a,Inp — a,41In(p + 1) entraine la convergence de la suite
a l

(a,Inn). Si cette limite [ est non nulle alors Y -~ diverge (a, ~ 1—), ce qui est
P nlnn

impossible.
Conclusion : | Y (a, — ap+1) Inp est absolument convergente et a,Inn — 0f.......
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e La suite (a, Inn) converge vers 0 et la série > (ay+1 — ani2) In(n + 1) est absolument
convergente. On a alors

N |a‘ N

> <
n

n=1

N—1
(zm—w N w)

p

3
A
SR

P 1 N
< \%‘%H|ZE+\%\ZE
n=1 n=1

=

bS]
—_

=

< " lay — apial(L+Inp) + ay|(1 + In V)
P

I
—

a a
ce qui permet de dire que ) |—n converge, il en est de méme de » M On utilise
n

alors la deuxieme relation du V qui donne

a
|ap Inp —ay1In(p+1)| < |ap - ap+1| Inp + |pp+1‘

et on peut conclure que | > apyInp —a, 1 In(p+ 1) converge| ................ ...

1
Remarque : on peut aussi utiliser 'inégalité — < —In(1 — 1) =Inn —In(n — 1) d'on
n

N ] N N-1
Z g Z la,| Inn — Z |ap 1] Inn
n=2 n 1

n=2 n=
N—-1
< a1 N + 3 (an] = Jansi]) nn
— —
n=1 <|an_an+l|
N—-1
< lay|In N+ Z |a, — apyr|Inn
N—— —)
—0 [ ~ 7
converge

a
donc Y7 — est absolument convergente.
n

1
L OSSP SO OO O OO PO

V1.3. a, =0...,|a, =




