SPECIALE MP* : DEVOIR SURVEILLE

SOMMES DE RAMANUJAN
PRELIMINAIRES

On note D le C- e.v. des fonctions de N* dans C et on utilisera les éléments suivants de D :

.[(x):{ls%le |

Osix#1
® w, : n +— n® pour a € C (on rappelle que n® = explalnn] = n*expliplnn] pour
a = X\ +iu), on notera aussi wy = F (fonction constante égale a 1),
lsiz=1
e u(x) =< 0 si x contient un facteur carré dans sa décomposition ,

(—=1)* si = p;...px est la décomposition de z en facteurs premiers

1 est appelé fonction de Moébius.

Si f € Det ke N* ondit que f est k-périodique ssi Vn € N*, f(n+ k) = f(n). On dit que
f € D est périodique ssi il existe k € N* tel que f soit k-périodique, on dira dans ce cas que k
est une période de f.

On définit la loi de composition interne suivante :

Vn e N*, (f *g)(n Zf g(n/d).

f#0
W(m,n) € (N, m An =1, f(mn) = f(m) f(n)

f#0
V(m,n) € (N*)?, f(mn) = f(m)f(n)

On admet alors que (D, +, ., x) est une C-algebre commutative.

On note D(n) I'ensemble des diviseurs de n, D,(n) I'ensemble des diviseurs premiers de n et
P I'ensemble des nombres premiers.

On admettra que si les (o )rep,p) sont les racines d’un polynome unitaire a coefficients dans

p
Z alors¥n € N, > of € Z.
k=1
On rappelle enfin que dans Uy on appelle racine primitive k-ieme de 'unité, tout générateur
de Uk

On suppose dans tout le probleme que (f, g) € D2

Une fonction f est dite multiplicative ssi{

et fortement multiplicative ssi{

PREMIERE PARTIE : GENERALITES

I.1. Etablir des bijections entre D(mn) et D(m)xD(n), entre D,(mn) et D,(m) U D,(n)
lorsque m An = 1.
On précisera par la suite a quels moments on utilise ce résultat ainsi que le suivant.

I.2. Pour n € N*, on pose E; = {k € [L,n] | kAn=d}et Fy={, ke[l,d| knd=1}).
Montrer que les (£y)q), forment une partition de [1,7], de méme pour les (Fy) gy,

1.3. a. Quel est I’élément unité de D ?
b. Montrer que f est inversible dans D ssi f(1) # 0 (on construira f~! par récurrence).
c. Prouver que = = E (on écriran = p}* ... pp* et on remarquera que, dans I'expression

de p * E, seuls interviennent les diviseurs de n sans facteur carré).
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DEUXIEME PARTIE : FONCTIONS MULTIPLICATIVES

II.1. a. Montrer que si f est multiplicative alors f(1) = 1, que si f et g sont multiplicatives,
f * g lest aussi.

b. En raisonnant par 'absurde, prouver que si g et f % g sont multiplicatives alors f est
multiplicative (prendre un couple (m,n) tel que m An =1, f(mn) # f(m)f(n) avec
mn minimal).

En déduire que si f est multiplicative et inversible, f~! I’est aussi.

c. Si f et g sont multiplicatives, sur quel ensemble Q minimal suffit-il d’avoir fjo = g0
pour que f=g¢g7

d. p est-elle multiplicative ? Qu’en est-il de w, pour a € C ?

11.2. Soit a € C*, on définit & € D par

Da(1) =1, Bo(n) =n® [ (1-%).

peP,pln

On rappelle que ®; = ¢ est la fonction d’Euler (p(n) est le nombre de nombres premiers
avec n, inférieurs a n).

a. Vérifier que ®, est multiplicative. En déduire que ®, = u * w,.
b. Montrer que w,! = p.w, (produit ordinaire). En déduire que :

Vn e N*, @ (n) =Y du(d).
d|n

I1.3. a. Soit a € D inversible et b = a~!. On suppose ici que f et g sont & valeurs strictement
positives, a et b a valeurs réelles.
Montrer 1’équivalence des deux propriétés suivantes :

(1) vn e N*, g(n) = [ [(f(d))"™?,
d|n

(2) ¥n e N*, f(n) = [ J(g(d))"™.
din

b. On définit, pour n € N*, P(n) =[] d. A Paide du a, prouver que
d<n,dAn=1
d! p(n/d)
P(n) =n" ] (E)
din

c. Soit J =QnN[0,1] et h: J — C. On définit H et H dans D par

- E\  ~ k
v * — — e - .
neN*, H(n) Zh(n),H(n) > h(n>
k=1 ke[l,n],kAn=1
Montrer que H =y H (indication : établir que H = E x H).
En déduire que, pour n € N\ {0, 1}, la somme des racines primitives n'®™* de 1 dans
C vaut p(n).
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TROISIEME PARTIE : CALCUL DES SOMMES DE RAMANUJAN
Pour tout entier ¥ € N* on note R, 'ensemble des racines k*™° primitives de I'unité dans
C. Pour n € N* et k € N* on définit les sommes de Ramanujan :

cg(n) = Z ¢".

CERE
On suppose dans toute cette partie que k et n sont des entiers de N*.
II1.1. a. Si N € N* on définit le polynome : ¥y (X) = [] (X — () dans C[X].
CERN
Vérifier que pour tout N € N*, X¥ — 1 = J] ¥4(X) et en déduire que Uy € Z[X]
d|N

pour tout N de N.

b. Déduire du a que la somme de Ramanujan cg(n) appartient a Z. Reconnaitre cet
entier lorsque n = 1.

Pour les deux questions suivantes, on pose ( = exp(2iw/k).

II1.2. Soit f € D une fonction k-périodique et fle prolongement de f a Z par k-périodicité.
Montrer qu’il existe un unique élément g € D k-périodique tel que

k—1
Vm e N*, f(m) =) G(p)¢™
p=0

k-1 .
et que 'on a Vp € N* g(p) = — > f(m)(~™P.
m=0

| =

I11.3. a. On définit s, € D par
Vm e N, sp(m) = Y f(d)g(k/d)

d|(mAk)
ou f et g sont dans D.
d
Vérifier que si est k-périodique et que, si on pose ax(p) = >, —g(d)f(k/d) alors
d|(p/k)
k-1
Vp € N* sp(m) =) ar(p)(™.
p=0

b. Déduire du a que 'on a
cln) = S du(k/d)
d|(nAk)
II1.4. a. Soit a et N dans N*, montrer que
a 1
> Gww-a I (1-3)
dla,NAd=1 pEP,pla,p¢D(N)

(on pourra montrer que les deux membres de cette égalité sont des fonctions multi-
plicatives de a que 'on notera I" et A).

k
b. On pose ici a =n Ak et N = —. Déduire du a et du 11.3.b la formule :

() = p(k)u(N)
e(N) |

Formule due a Ramanujan, mathématicien indien.




