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PARTIE I

Soit ¢ : (d1,ds) € D(m)xD(n) — d = didy € D(mn). Sid € D(mn) alors montrons que
I'on peut écrire de maniere unique d = didy o dy € D(m) et dy € D(n).

Sim = Hpo‘(m) et n = Hpo‘(”), comme m An =1 alors (PN D(m))N(PND(n)) =0.

peP peP
On pose alors d; = H p D et dy = H p™@D_ Ceci assure V'existence.
peEPND(m) pEPND(n)

Unicité : si didy = d}d}, alors dy Ady =1 (d; et df sont des diviseurs de 2 entiers premiers
entre eux) donc dq|d}. De méme d}|d; donc d; = d} et on a dy = dJ,.

On peut poser alors ¥ : d € D(mn) — (di,ds) € D(m)xD(n) qui est application
réciproque de ¢.

Conclusion : D(mn) et D(m)xD(n) sont en bijection. .......................c......
On pouvait aussi poser directement ¢ (d) = (d A m,d An) ce qui donne directement aussi
la bijection entre D,(mn) et D,(m)xD,(n).

Premiere égalité :
on a évidemment [1,n] > Uy, {k € [1,n] | k An = d} puis si k € [1,n] alors on pose
d = k An et on peut conclure a l'inclusion dans I'autre sens.

Deuxieme égalité :
onak:/\nzd@ﬁ/\ﬁzl Onposed’:ﬁetk":Ealorslf’/\al’:1etk‘:l€’al:k:’ﬁ
d d ' d d d’

On a alors équivalence entre

k
kel {keltn] | kAan=d} etkeU{Fn, kell,d | kAd=1} (on enleve les ).

I.3.

din din

La aussi, les F; sont disjoints.

a. [ est de maniere évidente ’élément unité de D....... ...
b. Si f est inversible alors f* f~1(1) =1 dot f(1)#0....oveiiiiiii .
1

Réciproque : si f(1) # 0, cherchons g € D tq f* g =1 : Tout d’abord g(1) = D

On fait alors une récurrence forte : supposons que 'on ait calculé g(k) pour k < n

alors

1
g(k+1) = D > g @df(n+1).
dn+1,d<n+1

On peut ainsi déterminer une seule application g € D telle que f*g = I ce qui prouve

le résulbat. . ..o

c. Vule b p est inversible. Sin = p{*...pi* alors

wx E(n) = Z (—1)! pour n > 2,

d=pi, ..pi};11<...<y
1



2

I1.1. a.
b
c
d

I1.2. a.

SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

les autres termes étant nuls. Or le coefficient (—1)! se répete autant de fois que 1'on
peut écrire un sous-ensemble a [ éléments pris dans [1, k], par conséquent

w* E(n ZC’l

et on vérifie que px E(1) =1 cqfd. ..o
PARTIE II

Soit f une fonction multiplicative et k € N* tel que f(k) # 0, alors 1 Ak = 1 donc
Fle1) = f(R)F(1) = f(k) dott f(1) =10
SimAn =1, on avuaul.l que, si dmn alors d = dyds ot dy|m et da|n, dy Ndy = 1 et

que 'on a établi une bijection de I’ensemble D(mn) des diviseurs de mn sur ’ensemble
D(m)xD(n). On a alors

frglmn)= " f(di)f(d2)g(m/d1)g(n/ds) = [ 5 g(m).f x g(n)

di|m,da|n

et fxg(l)=1#0.

. On raisonne par I'absurde alors {mn, (m,n) € N** | f(mn) # f(m)f(n)} est un

sous-ensemble non vide de N; il admet donc un élément minimal mn.
Posons h = f x g, si mn = 1 alors on aurait f(1)* # f(1) ie. f(1) # 1 et donc

h(1) = f(1)g(1) = f(1) # 1 ce qui est impossible.............. ... ... ...,
Simn>1,ab<mnetaAb=1alors f(ab) = f(a)f(b). On a alors

h(mn) = f(mn)+ > f(a)g(m/a)f(b)g(n/b)

ab<mmn,a|m,bln

= h(m)h(n) + f(mn) — f(m)f(n)

£ h(m)h(n)
ce qui est impossible. On arrive bien a la conclusion attendue....................
Comme f et I sont multiplicatives et que f * f~! = I on peut déduire de ce qui
précede que 1 est multiplicative. ... . ... . .
. On trouve immédiatement que Q@ = {p*.pe P, s e N*}. ...

Q est minimal : en effet §'il existe un ensemble générateur Q' strictement inclus dans
Q qui ne contient pas p® alors on peut définir f et g telles que f = g = 1 sur Q\ {p°}
et f(p*) =0, g(p*) = 1. On vérifie que f et g sont multiplicatives et que f # g. .

. Comme F est multiplicative alors p l'est aussi. ...l
Enfin, on sait que w, est fortement multiplicative................................
Si p premier divise mn avec m An = 1 alors il divise soit m soit n donc

1
o, (mn) = m*n® H (1 - ];) et, en utilisant le 1.1
pEP, plmn
— [ 1 1 [0} 1 1
B R | ST
pEP, plm PEP, pln

donc ® est multiplicative. II suffit alors de vérifier I’égalité pour n = p* oll p est un

1
nombre premier. Or @, (p*) = p* (1 — —) qui est égal & p * wy(p¥) c.q.f.d.
p
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On sait que w, est fortement multiplicative donc on vérifie I’égalité sur Q :

# (1.wa) () = wa (P )wa(1) — wa(p® ' wa(p) =0
et wq * (f.we)(1) =1 On a donc wyl = fwa. oo
On en déduit ;! = ' xw ! = E x (uw,) ce qui donne la relation attendue.. .. .

Si (1) est vraie alors, pour n € N* donné, on a
g(n) = T (F(@)=/® = T] expla(n/d) n(F(d))] = exp(a = 1n f)(n).
din din

Comme g > 0 alors on obtient Ing = a * In f qui est directement équivalent a In f =

a b xIng et

P
% et en tenant compte du fait que pux £ = I, il suffit de
m m

prouver la relation

Vn € N*, —‘_He

n! n k k
Of"“an——l}r“(ml;[dn)

Soit d € D(n), avec Eq ={k € [L,n]|lkAn =d} et Fy;={k € [L,n/d]|K'A(n/d) = 1}.

k K’
L’application : k' € Fy — dk' € E, est bijective donc [[ — = [[ —— = 0(n/d)
keE, T k’eFd( n/d)

et comme [[0(n/d) =[] 0(d) on en déduit —' =1]0(d) cqfd.................. @

dln din dn

. On a H(n) :§<k§h<%)> :qun<k;dh<(n];d))> - (5) - £ fit)

donc H = Ex H... oo

On termine par E~' « H = H i.e. flf px H.

En prenant h(z) = exp(2imz) alors H(n) est la somme des racines primitives nitmes

de l'unité. Cette somme vaut donc (u* H)(n) = > u(d)H(d/n). Mais on sait ici que
d|n

H = I (calcul classique). On a donc f[(n) =pn)cqgfd ...
PARTIE III

Si d désigne un diviseur de N, on note Oy = {e**/" k € E;}. Vu le 1.2, on sait
que les (Og)qn forment une partition de Uy et, en posant d’ = n/d, on peut écrire
Oy = {7/ k' A d’ = 1} ensemble des racines primitives de Uy d’olt

= o0 =TI [0 - [T vt

CEUN dN \C€0y d'|N

On a ¥ (X) = X — 1 et raisonnons par récurrence (forte) sur NV :
XN —1
ou F(X)= ] YuX). OrF
(X) d|N,d<N
est un polynome normalisé donc Wy € Z[X]. .. .oooiiiiiiii i

si U, € Z[X] pour m < N alors ¥y (X) =

. On déduit du a) et du résultat du préliminaire que cx(n) € Z. Sin = 1, ¢x(1) n’est

autre que H(k) du L4.c. et donc cp(1) = (k). ooonee
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II1.2. Soit g(p) = % j: (m)¢—m

k-1 k—1
1
a(p)(™ = = m— (m—q)

S = St = S ()

p=0 (p,9)€[0,k—1] p=0
k=1

r S ¢P9) = k sim —q = 0[k] et vaut 0 dans les autres cas. Si m est choisi dans

p=0

[0,k — 1] alors la somme considérée vaut fA(m) (en remarquant que f(O) = f(k)). Ceci
prouve bien l'existence de ¢g. L’'unicité est en fait assurée par la symétrie des formules.

IT11.3. a. Comme (m + k) Ak =m Ak on peut affirmer que s est k-périodique............
k-1

On utilise alors la question 2. pour écrire que sx(m) = > ax(p)¢™F. On sait que
p=0

1 k-
ar(p) = E Z x(q)¢~P? d’ou, si l'on reporte,

k—
(a) :%Z > Fdyg(k/d)

d|ghk

Si d|g Ak alors d|k et si on se donne d € D(k) alors d|g Ak < d|q donc on peut réécrire
I'égalité (a) sous la forme :

ww) =S| @/ | =2 S f@gtkid) S o

d‘k d|q7q€[07k71} d‘k d‘qvqe[okal]

—~
S
~~

Maintenant, si d € D(k) alors 'application : ¢ € [0,k/d—1] — cd € {q € [0, k—1],d|q}

Ko 0 i pd # 0[k
est bijective d’ou : > (Pa= Y (Pl = S? pd # O[] car (P ¢ Uksd
d|q,q€]0,k—1] =0 k/d sipd=0[k]

et (7P1 =1 ssi qd = 0[k].
En reportant dans (b), on obtient

k/d—1
(c) Z F(d)g(k/d) | > ¢
d|k c=0

Comme d — k/d est une involution dans D(k), (¢) nous donne :

(d) ax(p) = %Z f(k/d)g(d) <Z g—ka/d> _

d|k

Or on a vu que la somme entre parentheses valait d si d|m et 0 autrement. On peut
alors conclure, a 'aide de (d) que

1
— LY df(k/ayg(a).
dlk.d|m
b. On prend ici f = w; et g = p et on veut prouver que sg(n) = cx(n). D’apres les

résultats ci-dessus, on a si(n) = Zl; o @x(p)CP™ ot

@)= ¥ Tank/dud) = 3 pld)= Bxplp AR) = I(pAK).

d|(pAk) d|(pAk)
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Ceci nous donne donc sg(n) = > (P" = ¢i(n) car a € Ry, — a? € Ry, pour
pAk=1,p€[0,k—1]
p An =1 est une bijection, on a bien le résultat annoncé.........................

['(a) et A(a) sont les fonctions de a respectivement a gauche et a droite de ’égalité.
La fonction A est clairement multiplicative, prouvons qu’il en est de méme pour I'(a) :
1 sizAN=1
définissons pour cela la fonction ar x(xr) = . x est fortement
P P @ =g Gaan g1 Y
multiplicative (propriétés de divisibilité), la fonction x.u est aussi multiplicative et
comme I' = (x.u) * wy, on sait (I-2°- a) que I" est multiplicative................

11 suffit donc de prouver que I'(p®) = A(p®) pour p € P et s € N* : or

Ay =47 (1 - D sip ¢ D)

p* si p|N
(') = p’u(l) +p°tu(p) =p> —p*~t sip¢ D(N)
pou(l) =p* si |V
et donc I'(p®) = A(p®) c.qfud. oo

. On reprend 'expression de cx(n) du 3 °- b) ci-dessus,

er(n) = Y du(aN/d) = 3" Zpu(dN)
dla

dla

en utilisant 'involution d — a/d de D(a).
SidAN # 1alorsona pu(dN)=0etsidANN =1 alors u(dN) = pu(d)u(N) donc (e)
s’écrit :

a a
ee(n) = Y —pldp(N) =p(N) Y —pld)
d|la,dAN=1 dla,dAN=1
et, grace au a) ci-dessus,

cr(n)=ap(N) ] | (1 - 1) .

PEP,pla,p¢D(N b
Or A={p e P,plaetp € D(N)} et B = {p € P,p|N} forment un partage de

C = {p € P,plaN}. Comme p(N) = N [] (1 _ %) et (aN) = aN [] (1 _ 3)

peEB peC p

1 N

alors a ] (1 - —> = plal) et donc
pEA p (P(N)

culn) = () 2 — () PN,




