SPECIALE MP* : DEVOIR SURVEILLE

Dans tout le probleme, E désigne un espace préhilbertien réel, E # {0}. Dans la partie I, F
peut étre de dimension infinie. Si f, g sont éléments de E, on notera (f|g) le produit scalaire
de f et g ; ||f]| sera la norme associée au produit scalaire.

Les parties II et ITI sont indépendantes.

Soit U € L(FE) un endomorphisme symétrique non nul. Si a est un réel fixé, on pose pour
tout élément f de F

J() = I£1" = 2(f1U(f)) + a.

PARTIE 1

I.1. Montrer que sup J(f) = +oo (on pourra étudier J(A\f)).
fer
1.2. Soit [ € E.
a. Pour g € E, montrer que

J(f +tg) = J(f) = 4t [IFI*(flg) = W(H)] =26 [IF1%Ngll* = (91U (9))]

est un carré parfait que l'on exprimera.

b. Montrer que J est différentiable (en dimension finie) et calculer grad J(f).

c. Montrer que les points ou J réalise ses extrema (locaux ou absolus) sont a chercher
dans les ensembles :

M,={f€E :U(f)=nfet|flI*=p} (neR,).
d. Montrer que J réalise un minimum absolu en un point f de E ssi celui-ci vérifie :
(0) Uf) = IF1I2f
(i4) Vg € E, (g9lU(9)) < IfII*Ilgll*.

PARTIE II
On suppose dans toute cette partie que E est de dimension finie ; si A est une valeur propre
de U, on notera E) le sous-espace propre associé.

I1.1. Exprimer sup (g|U(g)), ”iﬁlfl(g\U(g)) en fonction des valeurs propres de U.
llgl=1 gi=

I1.2. Montrer que J présente un minimum absolu sur F.
Déterminer 1’ensemble M des points de E ou J réalise son minimum absolu et préciser
la nature géométrique de M en fonction des valeurs propres de U et de leur ordre de
multiplicité m (on se limitera aux cas ou m = 1,2, 3).

I1.3. Soit p € Ry, f € M, (notation du I.2).
a. On suppose ici qu’il existe au moins une valeur propre de U > pu.

Montrer que, si h € @ E) alors, en notant A, la plus petite des valeurs propres de

A>p
U strictement plus grande que u, on a :

0 <Al < /200 =) = J(f) > J(f + h)

et, en notant v la plus grande valeur propre de U :

1Pl > v/2(v = 1) - J(f) <J(f+h).
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b. On suppose ici qu’il existe au moins une valeur propre de U inférieure ou égale a pu.
Montrer que, si h € @E,\ alors, J(f +h) > J(f) et que

AL p

‘v’a>0,§|h€@E,\ tel que : 0 < ||h|| < aet J(f+h) > J(f).
AL

Dans quels cas J possede-t-elle des extrema locaux (non absolus)?
Préciser s’il s’agit alors de minimum ou de maximum local (une discussion claire et précise
est exigée).

On appelle d la dimension de E. On range les valeurs propres de U par ordre décroissant :
A1 > Ao > ... > Ay, en répétant autant de fois les valeurs propres que leur ordre de multi-
plicité.
Soit (eq, eq,...,eq) une base orthonormale formée de vecteurs propres de U associés re-
spectivement aux ); ; on note F), = Vect (e1, ez, ..,€,p).
Si F' est un sous-espace vectoriel de F, on pose

Q(F) = sup (gU(g))

lgll=1,9€F

puis, si0<p<d—1

q(p) = inf Q(F)

F|dim F=d—p

a. Si dim F' = d — p, montrer que F'N Fy,11 # {0} et en déduire que ¢(p) > Apt1-
b. Montrer que ¢(p) = A1

Dans cette question et la suivante, on suppose que F est égal & R? rapporté a sa base
canonique muni du produit scalaire canonique.
On suppose que U a pour matrice (a;;)q jep,az et que a = > aZ.

(i.5)€[1,d]?
Si f = (fi) € RY mettre J(f) sous une forme simple et donner une interprétation du
probléeme de la minimisation de J.

On suppose de plus que U vérifie I'hypothese (H) :
V(’L,j) c [1,d]2 D Qi > 0
d
j=1

a. Montrer que 1 est la plus grande valeur propre de U et que toutes les valeurs propres
de U sont de module inférieur ou égal a 1.
b. Soit B la matrice déduite de la matrice de U par suppression de la premiere ligne et
de la premiere colonne ; soit u; la plus grande valeur propre de B.
Montrer, a 'aide du IT 5, que \; > pq > Aso.
. Montrer que p; < 1 et en déduire que 1 est valeur propre simple de U.
. Déterminer les points de R? ot J admet un minimum et donner la valeur de ce
minimum.
e. Montrer que U? vérifie encore I'hypothese (H), en déduire que —1 ne peut étre valeur
propre de U.
f. Prouver que la suite d’endomorphismes U™ converge et préciser géométriquement sa
limite. Donner aussi la limite de U™ sous forme matricielle dans la base canonique.

Qo
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PARTIE III

On suppose dans cette partie que E est I'espace des fonctions continues de [—1, 1] dans R,

muni du produit scalaire :
1

(flg) = [ f(x)g(z)daz.
-1
Soit u une fonction continue de [—1,1]* dans R telle que
V(wy) € L1 u(x,y) = uly, ).

On pose, si f € Eetx e [—1,1], U(f)(z) = /_l u(z,y) f(y) dy.

1

II1.1. Montrer que U est un endomorphisme de E, montrer qu’il est symétrique.

II1.2. Sia= / / u?(z,y) dy dz, donner une expression simple de J(f) et une interprétation
[7171}2

du probleme de la minimisation de J.

II1.3. On pose désormais u(z,y) = el*¥ pour (z,y) € [~1,1]?, soit f € E.
Montrer que g = U(f) si et seulement si

(i) g est de classe C?,
(7i) g satisfait une équation différentielle du second ordre que I'on précisera,

(¢i) g(—1) +¢'(=1) = g(1) — ¢'(1) = 0.

—x .

er Y six
six

On remarquera que u(z,y) = {

VA%
ASINS

oY
III.4. Montrer que Ker(U) = {0} et déterminer Im U.

s A+2 ,
ITI.5. On pose w? = — A # 0. Montrer que la recherche des solutions de U(f) = Af (pour

A # —2) se ramene a la résolution des équations

r =tanx rz =thx
ou ou ou
r = —cotanzx r = —cothxz

Préciser les intervalles disjoints contenant chacun une valeur propre et une seule.

II1.6. Donner une caractérisation de la plus grande valeur propre positive de U. Déterminer les
éléments de E ot il semble le plus vraisemblable que J réalise son minimum.
Indiquer pourquoi vous ne pouvez affirmer que J réalise un minimum.



