SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

PARTIE 1

I.1. Soit f un vecteur de E non nul, alors J(Af) = M| f||* — 2X\2(f|U(f)) + a et donc

lim J(\f) = +oo. Conclusion : on a bien sup J(f) =400 ..ot
A——+o00 feE

I.2. a. En utilisant la symétrie de U on obtient

J(f +tg) = J(f) =4[ F1*(flg) — ©(Hlg)] =26 [IfII*-Ngll* — (9lU(9))]
= 1" [2(flg) + tlgll’]

b. Compte tenu des calculs ci-dessus, en prenant ¢ = 1, on obtient directement la
différentielle de J : J'(f)(g) = 4[| fII*(flg) — (U(f)|g)] (en revenant & la définition)
par conséquent grad J(f) = 4[||fII2f = U(f)]- - oeermme

c. Si J réalise un extremum en f € E alors grad J(f) = 0 (car £ est un ouvert) soit
U(f) = ”fH2f ie. f € M”f”z .....................................................

d. On a vu au ¢ que si J passe par un minimum en f alors U(f) = ||f||>f, on a donc

déja la condition (7).
Avec cette condition, J(f +tg) — J(f) = (t[|g]* +2(f|9))* +2(/ f]*|9]I” — (g]U(9))

est > 0 et ceci pour tout g et pour tout ¢, donc, en prenant ¢ = —2?{;"?2) (pour g # 0),

on a || fII21gl1? = (glU(g)) (58). .o veee

La réciproque est immédiate avec 1’égalité que l'on vient d’écrire.................

PARTIE 11

II.1. U est diagonalisable dans une b.o.n. car symétrique en dim. finie. Soit g = gi+g2+---+g,
ou g; € Ey,, alors (en supposant que A\; < Ag < ... < A,) U(g) = A\ig1 + Aaga + - -+ A\pgp

P
et donc (g|U(g)) = D Millg:l|? ; on a alors le résultat du cours : \; < (g|U(g)) < A,

=1

Conclusion sup (g|U(g)) = Ap et inf (g|lU(g)) = Ao ooveenii
llgll=1 llgll=1
I1.2. On doit avoir U(f) = || f||*.f et Vg € E: (g|U(g9)) < | fII*llgl|* (cf. I.2.d). Si f # 0 alors
f est un vep et I'inégalité du I.2.d(ii) nous impose ||f]|? =\, (i.e. A\, >0). .........
L’ensemble des points ot on a un minimum strict dans le cas ot A, > 0 est
e sim =1, les 2 vecteurs j:\/)Tp Jp ol f, est un vecteur propre unitaire de E) ,
e si m = 2, un cercle de rayon \//\713,
e si m = 3, la sphere de E, de rayon \/)\7,. .......................................
Car m = dim E), vu que U est diagonalisable.

Si A, < 0 alors le minimum strict est atteint en 0 uniquement...................... ..

I1.3. a. On sait que J(f + h) — J(f) = (|h]|* + 2(f|h))* + 2| fII2||R]|* — 2(R|U(h)). D’une
part (h|U(R)) = A\u||h||?, d’autre part (f|h) = 0 car f € M, et on a soit f = 0 soit
f € E, LEEy. Doncon a J(f +h) = J(f) < [|AlP(IA]* = 2(Au — 1)) <O......

A> 1
1
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Ensuite, comme (h|U(h)) < v|h||*> alors on en déduit les inégalités suivantes

T+ h) = ) = IRIPARIE = 20 — 10)) > 00
b. Si h e @) Ey alors (h|U(R)) < ullhlf? = || 2- Al dot

AL
J(f +h) = J(f) = (Ihl]* +2(f]h)* > 0.
La deuxieme propriété se vérifie facilement : pour tout a > 0, on peut trouver h tel
que |2l €]0,af et ||A]|% + 2(F1h) Z 0. oo

11.4. J possédera des minima locaux uniquement dans la situation 11.2 et ce sont des minima

LoD, .« o 2

Pour les maxima (locaux), il faudrait que l'on ait la situation du I1.3.a sans avoir celle
du I1.3.b ! Il faut que pu soit la plus petite des vap ou que p soit nulle.

Si p est vap alors Va > 0, 3h € E,, ||h|| < a : J(f +h) > J(f) donc f n’est pas un
maximum local.

Conclusion : la seule possibilité que 1’on ait un maximum local est que toutes les vap de
U soient > 0 et dans ce cas, le maximum est en O........... ... i ..

IL.5. a. Onadim FNF,; =dimF +dim F,y —dim(F+ F,1;) >d—p+p+1—d=1donc
pour tout sous-espace vectoriel F' tel que dim F' = d — p alors il existe g € F' N F,1;

tel que [[g]| = 1o oo

On a alors

Q(F)= sup (9|U(g)) > sup (glu(g))

geEFNS(0,1) geFNE,11NS(0,1)
> inf > inf = Api1-
sernitsopolta) > ik (glu(9)) = Apa
On adonc VF : Q(F) = A1 Ao q(D) = Apt1e o ovoevoeai i
b. Il suffit alors de prendre : F' = Vect(e,p11, ..., eq) pour obtenir I'égalité...........

n 2
II.6.OnaJ(f):(Zlfi2> —2 Y ayfifita= X (fifi—ay)? .

(1.5)€[1,d]? (1.5)€[1,d]?
Interprétation : on cherche la matrice unicolonne F telle que F.F™ approche le mieux la
matrice de U au sens de la norme Yoo (fifi—aig)?
(i.)€[1,d]?

I1.7. a. Le vecteur qui a toutes ses coordonnées égales a 1 est un vecteur propre associé¢ a la

Valeur Propre L. .. ...

Si x est un vep associé a la plus grande vap A, z;, sa plus grande coordonnée en valeur

d d
absolue alors : ) a;;x; = Ay, et donc |A|.|z| < D aipjlxj] < |z, dou [A] < 1.
=1 =1

Comme 1 est vap, on en déduit le résultat. .......... ... ... ... ... ... ...,
b. D’une part, si (e;) est la base canonique de R?, F' = Vect(ey, €3, .. ., e4) alors Q(F) =
166 QUE) 2 Xa = At oo e e
D’autre part py < Ay car uy = sup  (g|U(g)) < sup  (g|U(g)) =M. ooon...

gEFNS(0,1) gEENS(0,1)
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k
c. Comme ) a;; < 1, par le méme raisonnement qu’au II.7.a, on en déduit py < 1.
=2

Donc, vu les conclusions du IL.5, 1 > p; > Ag i.e. 1 est vap simple. ..............

+1
ﬁ(l,l,...,l)et ............................

(4,9)€(1,d]?
, @) @ _ @) _ & (d )
e. Soit U = (aij ), alors a;; = hE laihahj >0 et E 1%]' = El (E P ahj) =1 donc U
= ]:

vérifie (H) (et U? est SyMOtTIQUE). .« ..o vttt et

1 est donc vap simple de U? ce qui permet de dire que —1 n’est pas vap de U. ...
f. Pour montrer qu’une suite d’endomorphismes converge, il faut et il suffit de prouver
que, pour tout vecteur f de E, la suite U"(f) converge dans E. On écrit alors
f=0g1+g2+---+g,oules g; sont éléments de E), (A =1, |\;| < 1 pour i # 1). Par
une récurrence immédiate, on obtient : U"(f) = g1 + Ayga + -+ -+ Ajgp. On a donc la

d. Les minima sont obtenus pour f =

limite de U™(f) qui VAUt g1 1.6, .ttt
La matrice de U™ a pour limite la projection orthogonale sur Ey,................
Elle converge vers la matrice é (1) ...............................................

PARTIE 111

ITI.1. Grace au théoreme de continuité sous le signe intégral, U(f) est continue :

e (z,y) — u(x,y)f(y) est continue par rapport a x et a y, on a I'hypothese de continuité,
e sur le compact [—1,1]%, cette méme application est bornée ce qui donne I'hypothese

de domination et permet de conclure. ........... ... ... . .

On utilise ensuite le théoreme de Fubini et la relation u(z,y) = u(y, x) :

o) = [ 1) ([ wteaan)as= [ et asa

-/ ') ( / 'l 0) (@) dx) dy = (U()lg)

1 1

II1.2. Par un raisonnement semblable a celui du I1.6, on a

- [ [ @) = e deay

L’interprétation est la suivante : chercher la meilleure approximation de u(x,y) au sens

1 1
de la norme || F||% = / / F?(z,y) do dy par une fonction de la forme f(x).f(y)... .
~1J-1

T 1
I11.3. g(x) = e’”/ e Vf(y)dy + ex/ e’ f(y) dy qui est dérivable d’ou :
-1 T

sy =e [ fdi=e [ s

d'ou ¢"(z) = g(x) + 2f(x) ce qui permet d’avoir (i & 4i). ...,



I11.4.

I11.5.

I11.6.
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1 1
G-+ g(—1) = / () dy — e / ) dy = 0. de méme pour g(1) — (1) e

1 _
qui donne la propridté (747). ... ......ouiuin it
On sait déja que U(f) est une solution de 1'équation différentielle................
Soit h une autre solution alors f(z) = g(z) — h(z) vérifie : f”(x) = f(x) par conséquent
f(x) = ae® + be™®, mais f(—1) + f(=1) = 2ae™! =0 donne a = 0, puis f(1) — f'(1) =0
entraine b=0donc f=0c.qfd. ... .o

ImU = {g € C?lg(—1) +¢'(=1) = g(1) — ¢'(1) = 0} (poser f = g = g) ..............
Ker U = {0} car (U(f)) = U(f) = 2f oo

U(f) =X e A" = Af+2f et f(—1)+ f'(—1) = f(1) — f'(1) = 0 d’ou I"équation
N ) = A = 0

) A2

On pose w N (w e Rouw € iR, w# £1) ; 'ensemble des solutions de I’équation

différentielle s’écrira : f(x) = ae“” 4 be ",
Les deux autres conditions vont s’écrire : a(l + cw)e ™ +b(1 —ew)e®™ =0 (¢ = :I:l).

. . . : 1+w
Pour avoir une solution non nulle, il faut et il suffit que e = jzl

, ce qui peut encore

s'écrire ;
e — 1 , o : :
w = T et selon que w est réel ou imaginaire pur, on obtiendra respectivement :
w=thw (1) a=tana (3) ,
ou W 0O ettt 3
{w = —cothw (2) {a = —cotana  (4) ( )

e Si A =—2, comme f” =0, 'ensemble des solutions s’écrira f(z) =bx............
e Si\€]—o0,—2[U]0,+o0[,w eR:

— (1) n’a que 0 comme racine, ce qui est a écarter ;
2
— (2) a deux racines opposées w; < —l et wy > 1 et A = 1 O.ovinnn.
2
e Si €| —20],weiR,
— (3) possede une infinité de solutions (et comme on peut choisir & > 0) on

obtiendra une racine dans chaque intervalle |km, k7 + g[, k eN,

— (4) possede aussi une infinité de solutions, on obtiendra une racine dans chaque

intervalle |km + g, (k+D)m, ke N
On obtient alors des intervalles contenant une seule vap de U :
-2 -2 -2 —2
— <A t A : 2
T+ G S ST 1222 T (k1222 = S 11 (k1 1)2n2

La plus grande vap positive est en fait la seule racine positive : il suffit donc de rechercher
la seule racine positive de cothw = —w et de reporter dans I’expression de A\.........
Les éléments de E ou J est susceptible de réaliser son minimum seront les fonctions vep
de J pour la plus grande vap positive de U de norme égale & v/A (ce qui donne 2 fonctions



