SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR LIBRE

PARTIE I
I.1. Sin = deg P alors P™tY) = 0 donc la sommation étant finie, elle est parfaitement définie.
I.2. On a immédiatement P = Q — @'.

I.3. On remarque ensuite que ae **(Q(az) — Q'(azx)) = [e7**Q(ax)]’. Or Q@ — Q' = P donc,
apres intégration, on obtient

R(a) = e"Q(0) — Q(a).

PARTIE 11
Si A(X) = XPA,(X) alors A;(e) = 0, si on choisit pour p la valuation de A alors A;(0) # 0
ce qui revient a supposer que ag # 0.

1 np+p—1
II.1. a. Ona P(X) = =1 > bpX™ ou by, € Z car Z[X] est un anneau, or
p— - m=p—1
(p)
( 1 mem> p :bmm(m—l)(...)(m—p—l—l)Xm_p
(p—1)! (p—1)!

= pbm (m) Xm_p
p

tous les coefficients de P®) sont entiers et divisibles par p,

1.e.

il en est donc de méme pour P avec r > p.

b. Les nombres j € [1,7n] sont racines d’ordre p de P donc P)(5) = 0 pour r € [0,p—1].
0 est racine d’ordre p — 1 de P donc, de méme, P™(0) = 0 pour r € [0,p — 2].
On a

PI(0) = (<1)" ()

(il suffit de regarder le coefficient du terme de degré p — 1 dans l'expression de P).

I1.2. Comme Q(j) = ¢?’Q(0) — R(j) vu la partie I, alors, par sommation :
> 4QU) = Q) Y e = 3 a;R()
=0 =0 =0

d’ot, en tenant compte de I'hypothese A(e) = 0, on en déduit que

> aQU) == aR()

car R(0) = 0.
I1.3. a. Ona Q(j) = Y. P(j) = 3 P™(j) et comme chaque terme de la derniére somme
r=0 r=2p
np+p—1 m
est un entier multiple de p (en effet PM(X) =p bm< >Xm_p € pZ|X]), il en
m=p—1 p

est de méme de la somme (finie) et donc de Q(j).
1



I1.4. a.

b.
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Conclusion : Z :Q(7) est divisible par p.

. On a agPPV(0) = ag(—1)"(n!)?. Si p > max(n, |ae|) alors p (qui est un nombre

premier) est premier avec n! et ag donc agP®~1(0) n’est pas divisible par p.
Pour de telles valeurs de p, ag@(0) = agP®~Y(0) + ag > P™(0) n'est pas divisible
r=p
par p car les termes de la somme sont tous multiples de p et le premier terme ne I'est
pas (on sait que PM(0) = 0 pour r < p — 2).
Comme Z a;Q(j) est un entier non divisible par p, il est non nul et, pour p grand
j_

Z%Q(J)

1
On sait que R(j) = jej/ e I P(jx)dx et donc, avec j < n et e/ < 1 on obtient
0

1
vj <, |RG) < ne” [P e
0

Majorons |P(jx)| : si L(t) = (t — 1)(t — 2)(...)(t — n) alors P(t) = M,

(p—1)
t—il<k+1- k—i>0
%mtem¢+u«mkemm_u%wmma\ il + i osik—i .
|t —i] <i— sik—i<—1

[tL(t)| < (k+1).(...).2.1.1.2.(...).(n — k)
= (k+1)l(n —k)!
(n+1)!

n+1
k+1
n+1 . . .
et, vu que k1 > n+1pour k € [0,n—1] on obtient [tL(t)| < n!. Cette majoration

étant indépendante de k elle est valable pour ¢ € [0,n]. On a de méme |L(t)| < n!
d’ou

, , (n!)P~in!
Vjell,n|, Ve e [0,1], |P(jx)| < ——+
1], ¥ € 0.1), PG| < 0y

et donc, en revenant a l'inégalité du début,

: (nh)?
R(7) < ne™
) (p— 1!
On a donc

-1
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n |
. . , (8% +1 n' .
olt A, = ne™ Y |a;|. n est un entier fixé et comme -~ = — — 0 on sait que a;, — 0
j=1 Qp p
et donc, a partir d'un certain rang py, vu que l’ensemble des nombres premiers est

infini, on a

<ap < 1.

> a;R(j)
=1
c. Comme R(0) = 0 alors, en reprenant I’égalité du I1.2. on a

> aQ0)| = |2 k()

ce qui est contradictoire. Conclusion :

1< = <1

‘e est transcendant. ‘

PARTIE 111
II1.1. a. Soit z un nombre algébrique et A = 3 a; X’ un polynoéme annulateur de z. Soit
j=0
B(z) = A(—iz) = >  agj(—1)72% —i Y~ agj412% ! alors B(iz) = 0 mais les coefficients

j j
du polynome B ne sont pas dans Z. Cependant,

<Z a2j(—1)jz2j> + (Z anszj“) _ B(z). (Z a2j(_1)jz2j +’iza2j+122j“>

est un polynome a coefficients dans Z annulateur de iz donc

‘iz est algébrique. ‘

b. Si a, X" + a1 X" 1 + .-+ ag est un polynoéme annulateur de z alors le polynome
X"+ ap 10, X" - 4 apa, est

‘un polynome unitaire annulateur de a,z.

c. Ceci est une conséquence immédiate des deux questions précédentes. En effet, d’apres
le a., vu I'hypothese faite sur 7, i est algébrique et d’apres le b., il existe ¢ € Z \ {0}
et B € Z[X] tels que B(icm) = 0.

I11.2. Comme il existe ¢ tel que 3, = im et que 1+ €™ = 0 alors

ﬁ(l + %) = 0.

q=1

En sachant que H(X—i—eﬁq) = X"+ X"t Z ePaq. . .y xnk Z P T HBay .y Bt B

q=1 q T
(développement d'un polynome), si on remplace X par 1 alors on aura

H(]_ ‘l_ 66‘1) = 1 + Z 66(1 + Z 6:3(11 6'6q2 + .. _I_ €ﬁ1+--.+ﬂp
=1 a q1,92

qui est de la forme

E+5 e~

i=1
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(si 'une des sommes 3, + - - - + 3, est nulle, on rajoute 1 a F), les a; étant des sommes
des racines f3,.

ITII.3. a. Onpose I, ={j € [1,s] | 3J;, a; = >_ 0} alors, si k, désigne le nombre de fois ou il

1€Jy

existe un J; tel que > §; =0,
1€J¢

n

B, =[[(X - &) = X" [[(X - cay) € Z[X]

t=1 JjElt
o L By R o
d’apres la propriété Ry. Donc R; = Xh € Z[X] est un polynéome unitaire et le

polynome unitaire [[ R; € Z[X] admet exactement pour racines les ca;.
S S

Ce polynome s’écrit H(Y — ca;) et donc (p — DIP(Y) = YP! H(Y — ca;)P est
i=1 =1
unitaire a coefficients dans Z. A fortiori,

le polynome (p — 1)!P(X) est aussi dans Z[X].

d
LSi(p—DIP(X)= > bXFalors (p— 1)!P™(0) = r!b, et pour 7 > p

k=p—1

PT(0) = p(p + 1)(...)r.b,

est multiple de p vu que 'on a prouvé que les b, étaient entiers.
. On a P(X) = Pi(cX) don P (a;) = ¢"Pi(ca;) et donc

Z P (o) = ¢ Z Pl(r)(caj).
j=1 j=1

Or, si on écrit

P(Y) = (p—1)! [YPP oY P2 oy YT

alors PI(T)(Y) est un polynome a coefficients entiers divisibles par p (r > p)—cf.
II.1.a.—

d
Pl(r)(Y) = vakYk ouw, € Z et

k=0
ZP(T (carj) quk (Z cay) )
j=1
—_——

E€Z

car les ca; sont les racines d’'un polynome unitaire a coefficients dans Z.

Conclusion : > P™(a;) =pc"N ot N € Z i.e.
=1

vr > p, > P™(a;) est un entier divisible par p.
j=1
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car, d’apres le IT1.2., le facteur de Q(0) est nul.

II1.5. Si on revient a l'expression de P,

P(p’l)(O) =P (=1)* (ﬁ caj>

et, vu que les co; sont racines d'un polynome unitaire, alors, d’apres la propriété Rs, on
S

sait que H ca; = m € Z (on peut par exemple utiliser les relations entre coefficients et
j=1

racines d’un polynéme). Donc, pour p > max(c, |m|), P?~Y(0) est un entier premier avec

p (puisque p est premier avec ¢ et m).

S

O)+ZQ(@j):PP H0)+ > PO0)+ > Qo)

r2p Jj=1

est alors un entier non nul (il est premier avec p) donc

0+ Qlay)

2

. \P—
% [ (ajz —ax)” alors, avec H = sup |ay| on a :
p T k=1 ’

Ve e [0,1], |ojx — ag| < |oy| + Jog| < 2H

II1.6. a. Comme P(a,x) =

et donc

(lelH)> " (lelH)P~
Ve € |0,1], |P(ajx)| < —F— 20Hp272 H)?
d’ot, en utilisant le fait que |ez\ = eRe®)  el?l,
H
r(a)] < Y el / gl
(p—
_ e
(p—1)!
vu que |a;(1 — )] < |oy| < H.
sHeH AP
|c[H(p—1)! (p—1)!
majorant tend vers 0 quand p tend vers 'infini, comme au I, il existe py tel que

> R(y)

j=1

el H) He!

le[H (2|c|H)TP = K

et comme ce dernier

b. Onadonc | R(e;)| <
j=1

p=po = <L
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c. Comme au II, les inégalités obtenues au IIL.5. et au III.6. sont incompatibles
(compte tenu de la relation prouvée au II1.4.) donc on peut conclure

‘7r est bien transcendant. ‘




