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Corrigé rédigé par Denis Choimet

PRELIMINAIRES

1.a) Si ( est nulle, alors « l'est aussi et le résultat est évident avec A = 0. Dans le cas contraire, on
peut choisir un vecteur b de R™ tel que 5(b) = 1. En posant A = «(b), on voit que les formes linéaires
AB et « coincident sur ker 3 et sur Rb, donc sur R™ puisque R” = ker 5 @ Rb.

‘Il existe donc A € R tel que @ = A\3. ‘

1.b) Raisonnons par récurrence sur r > 1 comme le suggére I’énoncé.
e Sir =1, le résultat reléve de la question 1.a).
e Soit r > 2, supposons le résultat vrai au rang r — 1, et soit «, (1,..., 0, des formes linéaires sur
R"™ telles que ();_, ker 3; C ker av.
Posons F' = ﬂ:;ll ker (3;, et notons & et Br les restrictions de « et G, a F'. On a alors

ker@ = F Nkerf, = hkerﬁi C ker a.
i=1
Comme ker ﬂ/; est également contenu dans F', on a en réalité
ker@ C F Nkera = kera.
D’aprés la question 1.a), il existe un réel A, tel que
a= b,

ce qui signifie que la forme linéaire o — A3, est nulle sur F'. D’aprés 'hypothése de récurrence,
on peut écrire

r—1
a— NG = Z Aifi avec \; € R,
i=1

d’otut le résultat.

Remarque 1. On peut aussi raisonner par dualité, en notant que I’hypothése peut s’écrire
(Vect (B1,....06r)) € (Ra) 1,
d’ott ((Vect (B1,...,5)) )" D ((Ra) L), soit (dimension finie!)
Ra C Vect (61, ..., 6r).

PREMIERE PARTIE

2. On a alors (y(
t

),7(t)) = |7(#)||* = 1 pour |t| < 1. En dérivant cette identité, on obtient 1'égalité
(' (@), 7(8) + (ol ot

t
),7'(t)) =0, d’ou

(v(t),~'(t)) = 0 pour [¢| < 1.




x + tv

3. Définissons tout naturellement I'application « :]—1,1[— R", ¢ — m On observe tout d’abord
que v est bien définie, car la famille (x,v) est libre. En écrivant
2 (t) = T+ tv _ T+ tv
(Il + o) 1+ o))
on voit que 7 est de classe C'. Bien évidemment, v(0) = ”‘;—” = z. Enfin on a, lorsque t — 0 :

Y(t) = (1 +o(t))(x +tv) = x + tv + o(t),

d’ou 7/(0) = v. En définitive,

yest C |ly(t)] = 1 pour |t| < 1, 4(0) = 2 et 7/(0) = v.

Remarque 2. L’interprétation géométrique des questions 2. et 3. est la suivante : l'espace (affine)
tangent a la sphére S™~! au point z est hyperplan affine = + .

4. La fonction f est continue (car de classe C') sur R, de sorte que g I'est sur S"~!. D’autre part, la
sphére S™1 est compacte car R™ est un espace vectoriel de dimension finie. Cela prouve que

‘la fonction g admet des extrema.

Soit z € S™~! un point en lequel g atteint un extremum. Fixons v € 2+ non nul. En conservant les
notations de la question précédente, définissons ’application

¢:] =1L 1= Rt = g(v(t) = f(7(t)).

Elle est de classe C!, et admet en 0 un extremum. Par suite, ¢'(0) = 0. Or, ¢/(t) = df ) (/' (t)), d'on
#'(0) = df,(v). Ainsi, df,(v) = 0 pour tout v € 2. Ou encore : ker(z,-) C ker df,. D’aprés la question
1., il existe un réel X tel que

‘dfz(h) = A(z, h) pour tout h € R™. ‘

5. La fonction f est de classe C, car polynomiale. Pour calculer sa différentielle, on fixe 2 € R™ et on
écrit, pour h € R™ :

f(x+h)— f(x) = (x, Ah) + (h, Az) + (h, Ah) = 2(Ax, h) + (h, Ah),

linéaire (et continu) en h

la derniére égalité ayant lieu parce que A est symétrique. Or, d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a |(h, Ah)| < || Allsub - ||2]|?, si bien que (h, Ah) = o(||h||) quand h — 0. On a donc prouvé que

‘dfm(h) = 2(Ax, h) pour h € R". ‘

5.b) Soit 2 un vecteur en lequel la restriction de f a4 S"~! présente un extremum. D’aprés les questions
précédentes, il existe un réel A tel que 2(Ax, h) = A(z, h) pour tout h € R™. Comme le produit scalaire
est non dégénéré, cela oblige Ax = %x Comme z est de plus non nul,

‘x est un vecteur propre de A.




DEUXIEME PARTIE

6.a) Si M € #,(R), on a

n

tr (M) = 3 ['M M) szj

J=1 J=11i=1

d’ou

q(M) = tr ("M M).

6.b) La linéarité « a droite » provient de la linéarité de la trace. La symétrie se voit en écrivant
tr ("AB) = tr (("AB)) = tr ('BA).

Enfin, le caractére défini positif découle de la question précédente.
6.c) La fonction q est de classe C'! car polynomiale. Pour calculer sa différentielle, on fixe M € ., (R)
et on écrit, pour H € #,(R) :

q(M 4+ H) —qM) =tr "MH) +tr (HM) +tr CHH) = 2tr ‘"M H) + | H|?,

en notant || - || la norme associée au produit scalaire défini a la question 6.b). On a donc, lorsque
H—0:
¢(M + H) — q(M) = 2tr ‘M H) + o(| H])),
————
linéaire en H

ce qui prouve que

dgy(H) = 2tr ‘M H) pour H € .4, (R).

7. Nous noterons M;; le cofacteur d’indice (4, j) de la matrice M. Rappelons que ce cofacteur est égal
a(=1)it Ajj, ou Ay désigne le déterminant de la matrice obtenue a partir de M en supprimant la
i-éme ligne et la j-iéme colonne. En développant det(M + tE;;) selon sa j-iéme colonne, on obtient

det(M +tE;j) = (myj + ) Mij + Y my;My; = | det M + tM;;. |
ki

En particulier, det(MHE;ij)*detM — M;j quand t — 0. Cela prouve que dfy(Eij) = M;j.

Ensuite, si H = Zlgi,jgn hijEij € M, (R), on a

dfM Z hl]dfM z] Z hz] R
1<4,5<n 1<i,5<n
soit
dfar(H) = tr ("M H).
8. La fonction f est continue sur ., (R), {0} est un fermé de R et SL,(R) = f~1({0}). Cela prouve
que

‘ SL,(R) est un fermé de ., (R). ‘

Malheureusement, SL,,(R) n’est pas du tout compact! En revanche, comme la fonction ¢ est positive,
on peut certainement poser

= inf{g(M), M € SL,(R)},

et il existe une suite (Mjy)x>1 de matrices de SLy,(R) telle que

q(Mg) — p. (1)



Or, la fonction /g est une norme! Ainsi, la suite (M})r>1 est bornée. Comme .7, (R) est un espace
vectoriel de dimension finie, il existe une extraction ¢ et une matrice M € ., (R) telles que

Comme SL,,(R) est fermé dans ., (R), on a en réalité M € SL,(R). La continuité de ¢ donne alors
q(Myy) — q(M). (2)

En définitive, (1) et (2) donnent ¢(M) = p, autrement dit :

‘la restriction g de ¢ & SL,(R) posséde un minimum. ‘

9. Soit M € #,(R). L’idée est de trigonaliser M dans .#,(C). On écrit donc M = PTP~! ou
P € GL,(C) et T est triangulaire supérieure, de coefficients diagonaux (disons) Aq,..., A,. Les A; sont
les valeurs propres, distinctes ou non, de M. On a alors, pour N >0 :

d’otl, en laissant N tendre vers +oc : exp M = P(exp T)P~! par continuité du produit matriciel. On
en déduit en particulier que
det(exp M) = det(exp T).

. N k . . L . . . N A
Or, la matrice ) ;" % est triangulaire supérieure, et ses coefficients diagonaux sont les ) ;" 7. La
matrice exp T est donc elle aussi triangulaire supérieure, et ses coefficients diagonaux sont les e . Tout
cela donne

n
det(exp T :H = exp Z)\ = exp(tr M).

En définitive,

‘det(exp M) = exp(tr M). ‘

10. La fonction v est de classe C'' d’aprés un fait rappelé dans le préambule. De plus, d’aprés la
question précédente, on a dety(t) = det M -det exp(tM ~1H) = exp(t-tr (M1 H)). Or, par hypothése,
dfap(H) = 0, soit tr ("M H) = 0, soit encore tr (M ~1H) = 0 puisque det M = 1. Cela donne

"y(t) € SL,,(R) pour |t| < 1.‘

D’autre part, on a bien str v(0) = M, et

Y(t)=M-M'H=H.

11.a) On raisonne comme a la question 4., en définissant la fonction

¢:] =1L 1[—= Rt g(v(t)) = q(v(1))-

Elle est de classe C! et présente un extremum en 0. Sa dérivée en 0 est donc nulle, ce qui donne

qu(H) = 0.

11.b) Explicitons cette condition grace a la question 6.c) :

tr ("M H) = 0 pour tout H € .4, (R) telle que tr (M~ 'H) = 0.



D’aprés la question 1., il existe un réel A tel que tr (M H) = X - tr (M ~'H) pour tout H € .#,(R). On
en déduit que la matrice M — XM ~! est orthogonale & toute matrice de .#,(R), au sens du produit
scalaire de la question 6.b). Cette matrice est donc nulle, ce qui donne M = N'M 1, soit

‘MM = \,,.

En prenant le déterminant, nous obtenons, compte tenu du fait que det M =1 : \™ = 1. De plus, la
matrice "M M est symétrique positive, puisque ({M Mz, z) = |Mz|? > 0 pour z € R".
Cela oblige A & étre un réel positif, et finalement on obtient A = 1, de sorte que

‘la matrice M est orthogonale. ‘

En particulier,
q(M) = n.

TROISIEME PARTIE
12.a) Ayant fixé t € R, on écrit, pour h € R :

B(t+h) = (Ci(t)+ hCi(t) + o(h)) (Ca(t) + hCh(t) + o(h))
= B(t)+ h(C1(t)Ca(t) + C1(t)C5(t)) + o(h).

On en déduit que

B'(t) = C1()Ca(t) + C1(t)Ca().

12.b) Pour t € R, on a D(t) = C(t)"! = mtéﬁ), et cette égalité prouve que la fonction D est de

classe C, car les coefficients de D(t) sont des fonctions rationnelles des coefficients de C(¢). On écrit
alors C(t)D(t) = I, et on dérive cette identité; cela donne C'(¢t)D(t) + C(¢t)D’'(t) = 0, d’ou

D'(t)=-Cc@t)~'c'()c@)t

13.a) Il suffit de poser

A(t) = I, + t(aC1(0) + BCE(0)) ou A(t) = Cy(at)Co(Bt) pour t € R.

Remarque 3. L’intérét de cette question ne saute pas aux yeux...

13.b) Cela résulte de la continuité des fonctions C7 et Co et de I'ouverture du groupe linéaire dans
My(R).

13.c) On pose L(s,t) = C1(s)C2(t)C1(s)"1C2(t) "1 pour s,t €] — &, ¢[. On a, grace aux questions 12.a)
et 12.b) :

%—f(s,t) = C1(s)C3()C1(5) 71 Ca(t) ™ = C1(5)Ca(t)Ci ()™ Ca(t) T (1) Ca(t) ™,
puis
0?L ,

(s,t) = Ci(s)C5(t)C1(s) " Ca(t) ™" — Ci(s)Cy(t)Cr(s) ' Ci(s)Cr(s) " Ca(t)
Ci(s) ' Ca(t) 1 (1) Ca(t) !
C1(s)7'C1(s)Ca(s) T Ca(t) 1 Cy(t) Ca(t) "



En particulier,

2
%(0’ 0) = C1(0)C5(0) — C5(0)C4 (0) — C1(0)C5(0) + C1(0)C5(0)
d’ou finalement
0*L i ) / /
a7 (0 0) = C1(0)C5(0) — C3(0)C1 (0).

14.a) Soit X, X’ € GL,(R). On a, pour Y € .Z,(R) :
PX)od(XNYV)=®(X)(XYVX = XXYX X! = (XX)WXX)!=dXX)Y).

Cela prouve que ®(X) o ®(X’) = &(XX'), donc que

“1> est un morphisme de groupes. ‘

En écrivant

1
Xyx't=—o
det X

on voit que les coefficients de XY X1 sont des fractions rationnelles des coefficients de X et Y. En
particulier, pour chaque Y € ., (R),

XY'X,

application ®y : GL,(R) — #,(R), X — XY X! = ®(X)(Y) est de classe C. (3)

Il s’agit d’en déduire que 'application ® est elle-méme de classe C', ce qui demande un minimum
de soin. Fixons une base (e;)1<;j<n2 de .#,(R), et notons (ej);<;<,2 sa base duale. On a alors, pour

X € GLy(R) et Y € #,(R) :
O(X)(Y) = Ze?(Y)fl’(X)(ei) = Zef(Y)%(X)-

ce qu’on peut écrire plus synthétiquement :

O(X)= > €

1<i,j<n?

D, (X).

Cette expression et la remarque (3) montrent que

‘@ est de classe O ‘

14.b) Soit X,Y € 4, (R). Pour t € R assez petit, on a
O(I, +tX)(Y) = (I, +tX)Y (I, + tX) !

Gréace aux questions 12.a) et 12.b), on obtient

d
%@(Jn +tX)(Y) = XY (L, +tX)" — (I, +tX)Y (I, + tX) ' X (I, + tX) !,
d’ott en particulier
d
—®(I, +tX) (Y = XY -YX
g P+ O] ’

soit
O(I, +tX)— ®(I,)

t

(Y) - XY —YX quand t — 0.

ce qui équivaut a :

A, (X)(YV) = XY -V X.

6



15.a) Soit X € GL,(R) et H € .#,,(R). Pour ¢ € R suffisamment petit, on a X +tH € GL,(R), et
f(X+tH) = f(X)f(I, +tX 'H) = f(I, + tX 'H) f(X).

En dérivant en 0 cette identité, on obtient

dfx(H) = f(X)dfr, (X 'H) = df, (X" H) f(X).

15.b) Les fonctions a et b sont de classe C!' (pour a, cela vient du fait que f l'est). De plus, on a,
d’apreés la question précédente

a'(t) = dfexp(ex) (X exp(tX)) = f(exp(tX))dfr, (X exp(tX) exp(—tX)) = a(t)dfr, (X).

On en déduit immeédiatement que 'application ¢ — a(t) exp(—t-dfs, (X)) est constante. Comme a(0) =
f(I,) =idy, on en déduit que

a(t) = exp(t - df,(X)) pour t € R,
soit
15.c) Choisissons dans cette question pour f I’application
[ GL,(R) — R*, X + det X.

C’est un morphisme de groupes de classe C'. On peut donc appliquer le résultat de la question 15.b),
avec V =R (donc GL(V) = R*) et ¢t = 1. Dans ce cas, df7, = tr d’aprés la question 7., d’ou

‘det(exp(X)) = exp(tr X). ‘

15.d) En appliquant le résultat de la question 15.b) avec f = &, V = ., (R) et t = 1, on obtient

| @(exp(X)) = exp(p(X)) pour X € .4,(R).]

Remarque 4. A partir de la question 16., ’énoncé présuppose (mais sans le dire!) des résultats de
régularité de I’exponentielle, sans lesquels la définition de la fonction A et de ses dérivées partielles
pose probléme. Le sujet aurait par exemple dii admettre clairement le caractére C*° de I'exponentielle,
ce que nous ferons dans la suite de ce corrigé. On peut justifier sans trop de frais ce fait (non-trivial!)
en utilisant la formule de Cauchy suivante! :

1
exp(M) —/|| e*(zI, — M) tdz,

- A%

valable si M appartient a I’ensemble (ouvert) des matrices de ., (C) dont le spectre est contenu dans
le disque ouvert D(0,7) du plan complexe.

16.a) On a bien stur A(1,0) = exp(—X)%(l,O). Or,

ou o1 o1
O41,0) = im * u(1.) ~ u(1,0)) = im  exp(XX + 1Y) - exp(X)) = dexp (¥).

"Woir J. LAFONTAINE, Introduction autz variétés différentielles, Presses Universitaires de Grenoble, 2000.



On a donc montré que

| A(1,0) = exp(—X)dexpx(Y).|

16.b) On calcule :

%j(s b = —Xexp(_SX)%(s,t) +exp(—sX)§jgt(s,t)
_ —Xexp(—sX)%(s,t) + exp(—sX) a;)s(s,t) d'apres le theoréme de Schwarz
~ Xexp(— X)%(s,t)+exp( )gt((X—l—tY)exp( (X + 7))
_ —Xexp(—sX)%(s, ) + exp(—sX)Y exp(s(X + L)) + exp(—sX) (X + ty%(s, ).

En particulier

0A ou ou

s — (5,00 = —Xexp(— X)E(s, 0) + exp(—sX)Y exp(sX) + exp(—sX)X 5 —(s,0)
= exp(—sX)Y exp(sX) car X et exp(—sX) commutent
= q’(exp( XNY)
= exp(p(—sX))(Y) grace a la question 15.d).

Finalement, comme ¢ est linéaire, on obtient

0A

O (5,0) = exp(—sp(X)) (V).

16.c) On déduit de la question précédente ’égalité

0A =
(5,00 = (-

k=0

(Y) pour s € R.

w
=5
o

Fixons s € R. L’inégalité suivante :

IY]| pour u € [0, 5]

H(‘”k“’“%}f)ka < (-l )

k
prouve la convergence normale sur [0, s| de la série de fonctions (de la variable u) Z(—l)kuk%(Y),
et légitime son intégration terme & terme sur ce méme segment?. On en déduit que?

A(s,0) = A(0,0) 01 A(u, 0)du = A(0,0) gkt SOy
(s + [ o, )+ D E )
Calculons A(0,0) :

ou 1

puisque u(0,t) = I,, pour tout ¢ € R. Ainsi,

A(0,0) =

i k kJrl X)k (Y)

— (k+1)!

2En sortant trés légérement du cadre du programme, on peut dire plus rapidement qu’il s’agit d’une série entiére de
la variable u, & coefficients dans l’espace normé de dimension finie .#,(R), et de rayon de convergence infini.
30n note 9, A la dérivée partielle de la fonction A par rapport a sa premiére variable.



16.d) D’aprés la question 16.a), on a
dexpx (V) = exp(X) A(1,0).

soit

N G p(X)*
dexpx () = exp(X) (1 EE )




