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Corrigé X MP 2008 Maths 2

Premiére partie

Jnn = Snn = nl car toute injection (et toute surjection) de [1,n] dans lui-méme est une
bijection.

Jk.n est le nombre de bijections de [[1,k]] dans une partie de [1,n] de cardinal k. Pour
chaque partie I de [1,n] de cardinal k, on dénombre k! bijections de [[1, k] dans I, or il
y a (7) parties de [1,n] de cardinal k, donc ji,, = Z E!.

Soit I une partie de [1,n] de cardinal ¢. Il y a sg, applications de [[1,k] dans [[1,n]
dont 'image est égale a I, car ce sont exactement les surjections de [[1, k]] dans /. Comme
il y a p,, parties de [1,n] de cardinal ¢, on obtient sj ,p,, applications de [[1,k] dans
[1,n] dont I'image est de cardinal q. En faisant varier ¢ de 1 a n, on réalise une partition
de l'ensemble des applications de [[1, k] dans [[1,n] en fonction du cardinal ¢ de leurs
images, ce qui donne en passant aux cardinaux :

n n
k n
no= § :Sk,qpq,n = E :Sk,q :
q=1 q=1 q

La formule precedente 1nd1que que A(r) = S(r)P(r). Or S(r) est triangulaire inférieure,
donc det S(r) = H Spn = H n! et P(r) est triangulaire supérieure a coeflicients diago-

n=1 n=1

naux égaux a 1 donc det P(r) = 1. On en déduit que
det A(r) = det S(r) det P(r H n!.

Remarque : Aprés avoir mis n en facteur sur la colonne n de A(r), pour tout n variant
de 1 & r, on tombe sur le déterminant classique de Vandermonde associé aux valeurs
1,2...,7, que 'on peut calculer par une autre méthode, et on obtient ngkngr(n — k).
Apres simplification, ce produit est égal a 112!---(r — 1)!, donc en multipliant par r!,
on retrouve bien que det A(r) =[]’ _, n! (ev1demment cette fagon de procéder n’est pas
dans l'esprit de I’énonceé).

Deuxiéme partie

X +1)" = 3 (" X* done Ty, — (x) stk <n
k s

k=0 0 sinon
La matrice T est triangulaire supérieure, et on a T}, = P n.

L’application P(X) +— P(X — 1) est un endomorphisme de E,; dont la composée avec T'
est égale a I'identité, donc T est inversible et T71(P)(X) = P(X —1).

- n—k si
Commme (X = 1)" = 32 (<1 ()X, on a ()i, = {( v

— 0 sinon



d a
4.c) Vn € [0,d], an= > b,Tyndonca=0b-T,doub=a-T " soit b, = > (—1)""a, (q)
q=0 n

n=0

4.d) D’aprés la question 3a, on a n® = 3 s, (n) On en déduit par 4c (avec ag = 0) que
q=1 q

St = i(—nn—qq’f (Z)

5. Comme deg N, = k, la famille (Nj)ock<a est échelonnée en degrés dans E,, donc en
constitue une base.

6.
XD X+ E-DX R X)
N Kl
(X+1D---(X+k-1)

_ = = T(Ny_1) .

7.a) Par récurrence finie sur ¢ et en utilisant 6, on montre que T(N,) = Ny+ Ny—1+ -+ N,
donc la matrice 7' est triangulaire supérieure et 7j, , = 1 pour k < g.

7.b) D’aprés 6, Ny = T '(Ng) + Ny_y, dou T7(N,) = N, — N,y pour 1 < ¢ < d et
1sik=gq
T'(No) = No, donc Tj } = ¢ ~1sik=q—1
0 sinon
k nn—1)---(n—q+1)

k
8. Pour n € N, on a nf = lek,q 7 = lekquq(n —q+1). On en
q= . q=

k
déduit que X* = >~ 8. ,N,(X — g+ 1) car la différence de ces deux polynoémes s’annule
q=1
sur N qui est infini, donc est le polynéme nul.
Troisiéme partie

9. La formule est évidente pour n = 1 et on retrouve la formule du binéme pour n = 2.
Supposons la vraie au rang n.

k! O fn1)
(171 +"'+xn+1)k = 7 cee T ($n+l'n+1)f(n)
fe%n FO- ™! !
k! T !
= S —— O PR )

2 Frfl

i20, 20, i+j=F(n)

k! FO) ) g
= Z 551( xn(fl Ty Ty i1

feck,n
i30,520,i44=f(n)
k! £ fnt)
.S P00

FO i+ D1

f€Ck i1

Elle est vraie au rang n + 1.
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Développer (z1 + - - - + x,)¥ consiste & prendre de toutes les fagons possibles un terme z;
dans chaque somme x;+- - -+, a les multiplier, et a ajouter tous les produits obtenus. Si
on appelle p(j) I'indice du terme retenu dans la 7™ somme, on obtient le développement
en ajoutant tous les produits (1) - - - T, lorsque ¢ décrit 'ensemble des applications
de [1,k] dans [1,n], soit

(14 @) = D T T -
@eAk,n

D’aprés les questions 9 et 10, on a

£(1)
Z f(1 )xl( " Z L)« Lop(k) -
feck n ‘peAk n

On obtient une égalité entre deux polynémes de la variable z;. On peut donc identifier
les coefficients, en particulier les coefficients constants (c’est-a-dire indépendants de z1).

En soustrayant ces coefficients constants, on obtient pour tout (z1,...,x,) € R I'égalité
f(l) _
Z i ) .. .xi(n) — Z To(1) Tk -
f€Ckn PEAL n
fz1 Lep([1,k])
On recommence alors la méme manipulation avec les variables o, ..., x,, ce qui donne
k! oy
Z ... o Z L) " Lelk)
s, S f ) ST

En prenant toutes les variables x; égales & 1, on trouve finalement

k!

Quatriéme partie

e Soit r un réel tel que 0 < r < R;. On choisit un réel r’ tel que r < r’ < R;. La série
3" apr'™ converge donc la suite (apr™*) est bornée, d’ott IM > 0, Vk > 1, |apr’*| < M.
Pour tout k > n, on a |, | < Y2 M/=UW+H/0) = M=k card Dy ,.

f€Dk,n
Sifée€Dyp,onal< f(j) k — 1 pour tout j € [1,n], donc card Dy, < (k — 1)
On en déduit que |ozk 2 < M (K —1)"(r/r')*. En utilisant la régle de d’Alembert
(ou en remarquant que ce terme est négligeable devant 1/k* quand k tend vers +00),
on voit que cette série de la variable k converge, donc le rayon de convergence de la
série entiére Zk>0 (xmkxk est supérieur ou égal a R;.

e En effectuant le produit de Cauchy de la série entiére ) 7, -, apr® par elle-méme (licite

2 oo
lorsque |z| < Ry), on obtient que (Z ax ) = ;(Zf}l ajai_;)r¥, en remarquant
=2
que les termes d’indice j = 0 et j = k sont nuls du fait que ay = 0.

En poursuivant les produits de Cauchy par la série entiére initiale, on en déduit par
oo

o) n
récurrence sur n que Vx €] — Ry, Ry|, (Z akxk) = > (X jitbin=k G, - a, )2,
k=1 k=n 51215021



13.

14.

les indices 7, étant non nuls car ap = 0. On peut donc indexer la somme interne par
I'ensemble Dy, ,,, ce qui donne

i Ut = (i akxk> = p(z)".
k=0 k=1

Notons (a;, ;) la suite double définie & partir de la suite (|ax|) par la méme formule que
Qi & partir de ai. Par inégalité triangulaire, on a |ay, x| < a,, x pour tout (n, k) € N2.
On sait que la série entiere Y |ag|z* est de rayon de convergence R;, on notera ¢ (z) sa
somme.

On pose U, = byay, x2® pour (k,n) € N2 Pour tout n € N et z € — Ry, Ry[, on a
S Jtngl = [bal X2 [anpz®| < |ba| 32 af, 4|2|*. En appliquant la question 12 & la suite
k>0 k>0 k>0

(lak|), on obtient  |un x| < |bu]e1(|z])™. Or ¢1(0) = 0 et ¢ est continue donc il existe

k>0

R >0 tel que Vo €] — R, R[, ¢1(|z]) < Ry, ce qui entraine que la série D~ |ba[p:(|2])"
converge. D’apres le théoréme de Fubini, la série double de terme général w,, ;, converge

et on a2 o0(d 50 Unk) = Dn50(Dokso Unk). En utilisant la question 12, on en déduit

que pour tout x appartenant a l'intervalle | — R, R, on a
SO baonn)at = 0. cnsa®) = bap(a)" = Y(p(x)) .
k>0 n>0 n>0 k>0 n>0

Prenons a; = 1/k! pour k > 1 (et ag = 0), ce qui donne Ry = +oo et p(z) = e* — 1 pour
r e R.

1 s
D’apres la question 11, on a a, = > =

D, fL-- )t kL
On pose b, = 1/n! pour n > 0, de sorte que Ry = 400 et ¥(x) = e* pour tout x réel.
En appliquant la question 13, on obtient au voisinage de 0 1'égalité

oo k k
el = y(p(x)) = kz—:o(z:oil;—f)% En particulier, pour tout & € N, on a 0% (0) =
k Skn



