SPECIALE MP* : DEVOIR LIBRE

Ce probleme constitue une introduction tres rapide aux bases de la méthode de décomposition
en fréquences de Littlewood-Paley. Notons que cette méthode est tres fortement utilisée par
exemple dans I'étude de la propagation de singularités au sein d’équations aux dérivées partielles
variées : équation de Navier-Stokes en mécanique des fluides, équations de Boltzman dans la
dynamique des gaz etc. Nous commencons par l'introduction des fonctions de découpage en
fréquences 1,, dont nous donnerons quelques propriétés. Nous utiliserons, par la suite, ces
fonctions de découpage en fréquence pour présenter des approximations de fonctions continues
2r-périodiques sur R. Nous obtiendrons, entre autres, une estimation d’erreur en norme infinie
entre la fonction et sa troncature sur les N premieres fonctions de base.
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Le symbole > u, représente Y wu, + Y u_,, la convergence de Y u, signifiant la conver-
nez n=0 n=1 neL

gence de chacune des 2 séries D uy, et Y u_,.

Les notations définies dans une question ou en préambule d’une partie sont conservées pour
les questions suivantes.

PREMIERE PARTIE, CONSTRUCTION D’UNE FONCTION DE DECOUPAGE

I.1. Soit X(z) =0siz <0et X(z) =e V% si x> 0.
Montrer que X est de classe C* sur R.

I.2. En déduire I'existence d'une fonction € de classe C* sur R telle que

1
Vx E]a,

I.3. Montrer que l’on peut définir une fonction ® sur ]0, +oc[ par

O(x) =) 6(27x),

JEZ

2[, O(x) >0 et Vx gé]%,Q[, f(z) = 0.

que P est de classe C* sur |0, +oo[ et que Yz > 0, ®(x) > 0.

L4-Onrw&e%r¢o,w@»==i%ﬂ&

Montrer que la fonction ¢ a les propriétés suivantes :

et ¢(0) = 0.

(1) ¢ est de classe C*> sur R.
(i) ¢(x) >0si1/2 < |z| < 2 et p(x) = 0 sinon.

+oo .
(ili) Ve € R, Y ¢(2772) < 1, I'égalité ayant lieu pour |z| > 1.
=0

DEUXIEME PARTIE, QUELQUES PROPRIETES

On note E l'espace des fonctions continues 27-périodiques sur R, a valeurs complexes, et,
pour f € E et n € Z, on pose

~ 1 [ .
fio) =50 | e a.
I1.1. Soit ¢ la fonction définie en I.4. On pose, pour tout £ € R,
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+oo
Montrer que |¢(§) — ¥ (&) < 21§ — ¢ / x)dx (¢ est donc continue sur R).

+oo
Exprimer £31)(£) sous forme d’une intégrale, en déduire que / 1€].11(&)| A€ est conver-
gente. -
I1.2. Soit N > 0 et t € R. On définit, pour = € R,

L(z) = Zcp ((QW)_T:CM) exp [i((2m) "'z + k)] .

keZ

a. Montrer que L est une fonction de classe C* et 2w-périodique sur R.
b. Exprimer, pour n € Z, L(n) au moyen de la fonction 1.

c. En déduire L
Z¢<N) = N W[N(t + 27k)].
kez
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Pour la suite du probleme on pose, pour n € N et t € R,

= Z ©(27"k)e™.

keZ

I1.3. Soit h € FE tel qu'il existe a, 0 < a < 1, et M > 0 avec Vt € R, |h(t)] < M|t|~.
Montrer que, pour n € N,

27 +o0
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TROISIEME PARTIE, CONVERGENCE EN NORME DANS L?

On définit les normes ||.||3 et ||.||o sur E par
1/2

171 = (55 [ 10Ra) el = su [5G0

z€0,27]

Si f,g € F on note
fxgx / fg(z —t)dt.

Pour N € N, on désigne par Ey le sous—espaqe de E engendré par les fonctions e, avec k € Z
et |k| < N, o, pour k € Z, on pose ei(z) = €.
III.1. Montrer que, si f,g € E, fxg=g=* f.

~

IT1.2. Soit f € E et n € N. Exprimer f * 1, en fonction des coefficients f(k) et montrer que
J*n € Eyna_y.

II1.3. Si f € F et r € N, on pose

0)+ Y f#tn.
n=0

-~

a. Montrer que Vf € E, Vk € Z, \ﬁ( k)| < |f(k)|.

En déduire que Vf € F, HfTHQ Il l2-
b. Montrer que, si N e N, reNet 2" > N, Vf e Ey, f,=f.
c. Montrer que, pour tout f € F, lirf | fr — fll2=0.

(On pourra faire intervenir les sommes partielles Sy f de la série de Fourier de f.)
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QUATRIEME PARTIE, CONTROLE EN NORME DANS L*

Pour 0 < o < 1, A® désigne le sous-espace de E constitué des fonctions f définies sur R pour

lesquelles
[f(z) — f(W)l

< 400
|z — y|®

[flla = sup
Ay

On suppose dans la suite « fixé, 0 < o < 1.
IV.1. Montrer qu’il existe un réel H > 0 tel que

V€AY Y €N, |[f % ¥l < HI flla2".

En déduire que, si f € A%, f, converge uniformément vers f quand r tend vers 4ooc.

IV.2. Etablir que
2—a(r+1)
vfe A VreN, (Ife = flloo < Hllfllay—5=
et en déduire qu’il existe un réel C' > 0 tel que
Vfe A, VN e N, d(f, En) < C[f[laN""

ou d(f, Ey) désigne inf |[|f — glco-
geEEN



