Corrigé du probléme Centrale 2008, MP, liére épreuve

romain.krustarobaseprepas.org ; Relu et amendé par Michel Quercia

I. Quelques résultats généraux

LA -

1. L’équation étant linéaire (et ses coefficients des fonctions continues définies sur R), le théoréme
de Cauchy-Lipschitz s’énonce :
Pour tout u, v € R, il existe une unique solution y définie sur R vérifiant y(0) = u et ' (0) = v.
Soit maintenant y une solution vérifiant y(0) = 0. Posons z(z) = y(—=x). Alors 2" (z) = y"(—x)
et, par parité de ¢ :

2(@) + (A= q(@)z(x) =" (=2) + (A — q(—2))y(-z) = 0

Donc z est solution de (E)) et, puisque z(0) = 0 = y(0), 2/(0) = —y'(0), I'unicité dans le
théoréme de Cauchy-Lipschitz atteste de I'égalité » = —y, cest-a-dire que y est impaire. La
réciproque est évidente.
2. Soient y et z deux solutions. Leur wronskien vaut W (z) = y/ Z, =y2' —y'z. Siy et zsont
Yy z

toutes deux paires, on a y'0) = 2’(0) = 0. Si elles sont toutes deux impaires, y(0) = z(0) = 0.
Dans les deux cas, W(0) = 0, ce qui prouve que (y, z) n’est pas une base de solutions.

Soit alors A\ une valeur propre de ). L'espace propre correspondant est égal a F; N Sp, (ou
Sg, estl'espace des solutions de E}). Il est non réduit a {0} par définition. On sait de plus que
dim Sg, = 2 et on vient de voir que Sg, ne peut étre contenu dans Es. Donc dim(E;NSE, ) = 1.

LB -

1. Pour tout A € R, I'équation y” + (A — a)y = 0 admet une droite de solutions impaires, dont
une base est z — sh(vVa—Az)siA < a,z— xsiX =aetx— sin(vVA—ax)si A > a. Les
deux premiers types d’application ne sauraient étre périodiques, car non bornée2$. Toute valeur
7

VAi—a

petite période strictement positive. Elle est donc 27-périodique si et seulement si vV A —a € N*.

Le méme raisonnement est valable a propos de 'opérateur B. Ainsi :

propre vérifie donc A > a. En outre, l'application = — sin(v/ A — ax) admet pour plus

Le spectre de A est {a + k*, k € N*} et un vecteur propre unitaire associé a a + k> est sy.
Le spectre de B est {b+ k?, k € N*} et un vecteur propre unitaire associé a b + k? est sy.

2. Ona:

2m 27
AIAG) = A" +af) = =117+ = [t <=+ 2 [ ar = now)

De la méme facon, f|Q(f) < f|B(f).

II. Probléeme approché de dimension finie

ILA -

1. Dans un espace vectoriel préhilbertien, tout sous-espace de dimension finie admet un supplé-
mentaire orthogonal. Ceci justifie 'existence de II,,, et le cours nous apprend que II,,(f) est égal



ala n'*™® somme partielle de la série de Fourier de f, ’est-a-dire, en tenant compte de 'imparité
de f:

I (f) =Y bulf)sn
k=1

Enfin on a, toujours d’apres le cours : lirf ITL. (A2 = IIf]l2 et ligl Ilf = IL,(f)]l2 = 0.

2. L’endomorphisme II,, est un projecteur orthogonal de F, donc un endomorphisme symétrique
(dans le détail : f|TI,(g) = (IL.(f) + (f — I (f))) (M (g) = In ()T (g) =
I, ()| (In(g9) + (9 — n(g))) = Ha(f)]9)-

3. Deux intégrations par parties successives donnent :

2

f(—=g" +q9)
0

27 27
_ f£ 2T >
([ g™ + ; f'g +/0 qf9>
2 27
r 12T "1
([f 916 ; g +/0 qu)

27T
/0 (1" +af)g = Q(N)lg

flQ(g) =

I

Donc, pour tous f,g € V,, (en utilisant IT,,(f) = f et IL,(g) = g) :

F1@n(g) = fllneQ(g) = I (f)IQ(9) = flQ(g9) = Q(f)lg = Q)M (g) = noQ(f)lg = Qn(f)lg

II.B -

1. On a, pour f € Vy, 1 flAn(f) = fllln 0 A(f) = In(f)|A(f) = fIA(f) et, de la méme fagon,
F1Q(f) = £1Q(f), fIBn(f) = fIB(f). Les inégalités demandées résultent donc immédiatement
de 1.B.2).

2.

(@

(b)

(@

L’espace V,, est stable par dérivation, donc stable par A et, pour f € V,, A,(f) = A(f).
Les valeurs propres de A,, sont donc les valeurs propres de A pour lesquelles on trouve un
vecteur propre dans V,,, c’est-a-dire, d’aprés I.B.1), les a + k2, 1 < k < n. De méme, les
valeurs propres de B,, sont les a + k2, 1<k <n.

Puisque dim(V}) = k et dim(Vect(eg n, .- ., €nn) =n —k + 1, ces deux sous-espaces de V,
(qui est de dimension n) ne sauraient étre en somme directe. Leur intersection contient
donc un élément non nul f, qu’on peut choisir de norme 1.

k k k

Posons f = » c¢js;.Ona f|B(f) = > (b+j°)c} < (b+k*)) ¢} =b+ k. De la méme
Jj=1 j=1 j=1

facon, en décomposant f sur les ey, ..., enn, il vient f|Q(f) > A, puis, en utilisant

1.B.2) :

Aen < FlIQ(F) < FIB(f) < K>+
Linégalité k? + a < Mg, se prouve de la méme facon, en prenant en considération les
sous-espaces Vect(sg, ..., sy) et Vect(eq n, ..., exn) de V.
On a pour tout f € V1, fIQn(f) = fIQ(f) = flQn-1(f). Il vient, en considérant cette
fois-ci les espaces Vect(e1,5—1,- -, €kn-1) €t Vect(€x n,...,enr) de V, et un élément f de
norme 1 de leur intersection :

/\k,n < f|Q(f) = f|Qn—1(f) < )\k,n—l



II.C -

La suite (A, n)n est, d’apres les question précédentes, une suite décroissante a valeurs dans le segment
I,. Elle converge donc vers un élément A, de I;. De plus, puisque pour tout n > k + 1, Mg, < Aiti.ns
on a en passant a la limite quand n — 400 : A < Agy1-

III - Une suite de valeurs propres de ()

IIL. A -

1. La fonction
¢o: R — R2

v (@)

est de classe C' et ne s’annule pas. Elle prend en outre la valeur (1,0) en = = 0. Le théoréme de
relevement assure I'existence de deux fonctions 7y : R — R} et #) : R — R de classe C! telles
que 6,(0) = 0 et, pour tout x € R, ¢(x) = rx(z) ((cos(fx(z)),sin(0x(x))).
1
2. En dérivant les expressions —y4 (z) = 7, cos(y) et yx(x) = rysin(f,), puis en utilisant les

VA

relations 3/ = —(\ — ¢)yx et ¥ = V/Arx cos(6y), il vient :

{ (1) — %()\ — q)rasin(fy) = 74 cos(0y) — rx0} sin(6y)
(2) VAry cos(y) = ) sin(fy) + rad} cos(0y)

Evaluant — sin(6y) x (1) 4 cos(fy) x (2), ona :
1
ﬁ()\ — q)rasin®(0y) + VAry cos?(0y) = 720
d’ot, puisque r) > 0 :

VA — \% sin?(0) = 0},

Comme 6, (0) = 0, 6, est bien la solution maximale de (7)) (qui est unique d’apres le théoréme
de Cauchy-Lipschitz).

3. En évaluant cos(6y) x (1) +sin(dy) x (2), on a cette fois :

rasin(26y) = 7}

q
2V/A
III. B -

1. Si Ton pose u(t) = (A, t) — VAt, on a u(0) = 0 et u/(t) = 04(t) — VA = f%siHQ(ﬁ,\) dott

u'(t)| < llglloo et, par I'inégalité des accroissements finis, pour ¢ > 0, |u(t)| < %t.
[u'(2)] /N P g p lu(t)] iy

219l o . . ..
On en déduit |20(\, 1) — 2V \t| < ”\%t et, puisque cos est 1-lipschitzienne :

cos(20(\,t)) — cos (2\675)‘ < 2\3&%1&



2. Ona

O\ t) = ZﬂG’A(t)dt
0
_ /0 " (ﬁ - g\(}l(l _ cos(29)\(t))> dt
1 27 1 27
= 27T\/>—2\7& ; q(t>dt+ﬁ/0 q(t) cos(20(t))dt

1 27 1 27
= 2W\F—2\—a/o q(t)dt—l—ﬁ/o q(t) cos(2+/A(t)t)dt
1 27
t /0 a(t) (cos(20>\(t)) - cos(2«/A(t)t)> dt

et linégalité cherchée, pour K = 272||q|| , résulte de

1 2 1 27
EWa /o q(t) (cos(QGA(t)) - cos(QMtD dt‘ < 2\7[\/0 lq(t)] ‘cos(?&A(t)) — cos(Z\/Wt)‘ dt
1 % 2lgllselg(®)]
< 2V§ A VX tdt
= A

3. Puisque g est continue, le lemme de Lebesgue permet d’affirmer :
2w

lim q(t) cos(2V/At)dt = 0
A——+o00 0

Donc

O\, 27) = 20V — % /O% q)dt + o (\%) = 2mV\ {1 — ﬁ /:Tr q(t)dt + o (;)}

4. La relation précédente montre immédiatement /\lim 0(\,27) = +oo. On peut donc, par le
— 400

théoréme des valeurs intermédiaires, choisir kg € N* tel que 2kom appartienne a I'image de
10, 4+o00[ par A — 6(\,27). Soit py, > 0 tel que O(ug,,27) = 2kow. Le théoréme des valeurs
intermédiaires a nouveau assure de 'existence de iy, +1 > ik, tel que 0(ug, 41, 27) = 2(ko + 1),
puis de pigy1+2 > piry+1 tel que O(pgy+2,2m) = 2(ko +2)7, etc. On construit ainsi la suite (g )k>k,
par récurrence.

5. La suite (u)g, si elle était majorée, serait convergente et la suite (u, 27) = 2k convergerait
aussi, ce qui n’est pas. Donc klim ir = —+oo. La relation prouvée en III.B.3) montre alors,
oo

quand k£ — +o0,

1 2 1
2km = 27/ 1-— / tdt—i—o()]
& { dmpg Jo att) Mk

1 2 1
it~ it [1= L [ arso (L))
Tk Jo Hk

1 27
— k= = t)dt + o(1
=1 = o [ aar+ o)

d’ ot

puis



III. C -

1. Puisque ¢ est paire et 2r-périodique, les fonctions = — —0)(—x) et x — O5(z + 27) — 2k sont
solution du probleme de Cauchy (7} ). Par unicité de la solution a ce probléme on a, pour tout
reR:

Oxr(z) = —0r(—2) et Ox(x + 27m) — 2km = O)\ ()

427 T

u(t)dt est indépendant de z, donc égal a / u(t)dt qui est nul par

—T

2. Par 27-périodicité de u, /

x
x

imparité de u. Ceci prouve que z +— / u(t)dt est 2m-périodique. On voit aussi immédiatement

0
que c’est une fonction paire. Or, d’apres III.A.3), on a :

ra(x) = ry(0) exp ( Om 2q\(/t;\ sin(29>\(t))dt)

Comme t — ¢(t)sin(20,(t)) est impaire et 27-périodique (par II1.C.1)), r) est 2w-périodique et
paire.

3. Il résulte de ceci que y, = rysinf, est 2r-périodique et impaire. Par conséquent, () admet A
pour valeur propre.

4. Ce qui précéde montre que la suite (u) est une suite croissante de valeurs propres de Q.

IV. Valeurs propres de ()

IVA -

1. (a) II suffit de substituer a y,, la fonction + ” ” .
Ynll2

(b) On a Q,(yn) = I, (Q(yn)) = Wu(—y" + qyn) = —y + ,.(qy,) car, V,, étant stable par
dérivation, on a y/! € V,,.

Il vient [|Q(yn) — an¥nllz = 1QWn) — Qulyn)llz = | = ¥ + q¥n + ¥ — Hnlqyn)ll2 =
”qyn - Hn(qyn)H2'
(© Deyn =Y bmn(yn)sm, on déduit gy, —TL,(gyn) = > b (Yn)asm— Y b (yn)n(gsm) =
m=1 m=1 m=1

Z b (Yn)asm — Hn(gsm)]-
m=1

n

@ [QWn) — anynll2 = llgyn — Mnlgyn)ll2 = || > bm(yn)lasm — Mn(gsm)]

m=1 2
Z [bm (yn) | [[gSm — Tln(gsm)]ll; < Z b (Y ) [P -
m=1
On a par ailleurs, par Pythagore,
2
Tmn = lasml3 = 1Ma(gsm)]l;
PR N RO [ 2
< lasalp = [ apshode< > [ i = ol
™ Jo T Jo

(e) Léquation Q,(y,) = a,y, entraine, pour tout m € N*, b,,(—y! + qyn — any,) = 0. Par
ailleurs, deux intégrations par parties successives donnent la relation classique b,,(y.,) =
7m2bm( ) Donc mzb (yn) +0b (qyn) - anbm(yn) =0.



(f) L'inégalité de Cauchy-Schwarz indique

b (yn)| = [(Ynlsm)| < [lynll2llsmll2 =1

Par ailleurs,

1 2
bolawd = Mawlsn)| < = [ lansal
1 2 1 27 1/2 27 1/2
< 7/ qunlé(/ q2) (/ yi)
™ Jo ™ 0 0
< ldll2llynllz < llall2

Donc

m2|bm(yn)| = b (q¥n) — nbm (Yn)| < [bm(qyn)| + |nl|bm ()] < llgll2 + lan| < C

(g) Ona |by(Yn)|rmn < Hq2||2 pour n > m d’apres ce qui précede, et cette inégalité est encore
m

valable pour n < m puisque, dans ce cas, y,, € V,, et b,,(y,) = 0.

De plus, lirf Tm.n = 0 d’apres la définition de r,,, et ILA.1). Comme |b,,(y,)| =

W lsm)l < llynllzllsmllz = 1, on a aussi lim_ |bm,p|rmn = 0.
n—-+oo
n
On déduit donc du résultat admis dans le préliminaire lir+n Z |6, (Yn)|7m,n = O puis,
n—-1+0oo

m=1

avec la premiére inégalité de d), lir+n 1Q(Yn) — cnynll2 = 0.
n—-1+0oo

2. @ ||ZnH2 = HQ(yn) — QpYn + (O‘n - O‘)ynH2 < ||Q(yn) — QnYnll2 + ‘an - O‘HlynH2n — 0.

— 400
u v
(b) Posons W(xz)=| , , |. Alors
u (%
u v v u v
W/ xXr) = —|— = — O
D= [Tl v [T g e
Donc W est constant, égal a W (0) = 1.
() On a y + (o — q)yn = —2,. On peut donc regarder y,, comme solution de I’équation
différentielle 4 + («— q)y = —zy,. A ce titre, la méthode de la variation des constantes nous

assure de l'existence de deux fonctions ¢ et ¢ de classe C' pour lesquelles y,, = ¢u + v
et:

du+yP'v=0
(b/ul + 1/111]/ =—2z,
. . . 0 v 0
Il vient, puisque le wronskien vaut 1, ¢/ = L | =zvety =| ) = —Z,U
—Zn U —Zn,

D’ot, en utilisant les condition initiales u(0) = 1, v’ (0) = 0, v(0) = 0, v'(0) =

(@) = yn(0)u+ gl () + ( /0 ’ zn(t)v(t)dt> (@) — ( /0 ’ zn(t)u(t)dt> o(z)
= 4, (0)v(z) + /01’ K(z,t)z,(t)dt

ol K(z,t) = u(z)v(t) — u(t)v(z) (K est bien continue).



(d)

(e)

®

IV.B -

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

/ K (z,t)%dt / 2, (t)2dt
0

Soit J un segment de R. Il existe m € N* tel que J C [—2mm, 2mxn]|. Puisque z,, est 27-

27

< m/ an(®)2dt < |22 Si
0

on pose (continuité de K) M = sup |K|,ilvient : Vx € J,

[—2mm,2m7]?

[fa(@)] < V2mr M2\ fmr 2, |3 < V2rmM||z,||2

Donc (f, ), tend uniformément vers 0 sur tout segment de R

1/2 1/2

| fn (2

périodique, on a, pour xz € [—2mm, 2mm7),

2, (t)2dt
0

2m 2m
On a/ (yn(z) — 9, (0)v(z))?*dz —/ fn(z)?dx. OF (f2),, carré d’'une suite uniformé-
ment convergente vers 0 sur le segment [0, 27|, converge uniformément vers 0 sur [0, 27]
(car une suite de fonctions uniformément convergente sur un segment est bornée pour
2
||l.lls0). Donc lim / (yn(2) — 9, (0)v(z))?dx = 0. Ainsion a lim |jy, — ¥/, (0)v|]2 = 0,
n—-+4oo 0 n—-4o0o
1

d'o lim | 4 (0)vll2 = [lynll2 | = O et, puisque y,,(0) > 0, lim Y,,(0) = ol
n—-4+oo n—+oo V|2

La relation y,, (x) = y,,(0)v(x) + fn(x) et ce qui précéde montre que y,, converge uniformé-

Ilvll2 ||2

par conséquent, vecteur propre de ) pour la valeur propre a.

ment sur tout compact vers On en déduit que v est 2w-périodique et impaire et est,

1. Soient k,j € N*, Pour tout n > max(k,j), on a ex,lej» = i ;. On sait de plus que le produit
scalaire (f, g) — f|g de E x E dans R est continu pour ||.||o. Comme (e )n €t (e;.,), convergent

2.

vers ey et e; pour ||.|[o 0,2+], donc a fortiori pour |.[2, on a lim exnlej, = exlej. Donc
e n—+oo ’

exle; = dx ;. En particulier, e, et e; ne sont pas colinéaires pour j # k et A; # Ay (car les espaces
propres de (Q sont de dimension 1). La suite (A\;)x quon sait croissante est donc strictement

croissante.

(@

(b)

Ona —ej, + (¢ — Men)ern = 0 done by, (e}, + (g — An)ern) = 0 puis m>by,(egn) +
b (q€k.n)—Me.nbm(ern) = 0et (Mg n—m>) by (ern) = bm(gern). Oronam? < k*+a < A
donc 0 < k? +a —m? < A\, — m2.

)< [(glex,n)lllsmlloo < llall2llernll2llsmllz < llgll2-

D’autre part, |b,,(gexn)| = |(

1l vient

|bm(q€kn)| ||‘J||2
=|b 7 g : g
)| = lbm(ern)| < gpmibnd, < M

I(
Fixons m € N*, puis K € N* tel que K? + a > m?. Posons, pour n > max(K,m), et
2
qdll2
K <k<n,op, = (ehn|sm) et & = <1€2+”a”_m2) , de sorte que |z | < &
On a 1i1}_1 (ek,n|Sm) = (ex|sm) par continuité du produit scalaire relativement a ||.||.
n—-+oo

o0
Comme la série E &, converge, on peut utiliser le résultat admis en préliminaire et
k=K

conclure :
n oo

lim Z ekn|sm Z ek|sm
n—-+oo

k=K k=K



K-1 K-1

Or, de maniere évidente, lim E e;m|sm E (ex|sm)?. Tl vient
n—-—4o0o
k=1 k=1
n oo
lim E ekn|sm E ek|sm
n—-+o0o
k=1 k=1

Et, (ex,n)1<k<n €tant une base orthonormée de V,, auquel appartient s,,, on a, pour tout n

n
comme ci-dessus, Z(ekm\sm)Q = ||$m||>. On conclut
k=1

(oo}
Z ek“sm = HsmH2 =1
k=1

Enfin, de

n

Hsm”% + Z(eklsm)Q - 2Z(ek|3m)(5m|ek)
2 k=1 k=1

lsimll3 =D (erlsm)?

k=1

Sm = Y _(ex|sm)ex

k=1

n

Sm — Z(ek|5m)€k

k=1

=0.
2
3. Soit f € E orthogonale a tous les e;. On a (la seconde égalité provient de la continuité du

produit scalaire) :

on déduit lim

n—-+4oo

o0

= l. = 1. =
Flsm ngloof\};(eusm)ek "_{Ifoolg:l(eﬂsm)(ﬂek) 0

Tous les coefficients de Fourier de f sont nuls ce qui, on le sait (f étant continue), entraine
f=0.

4. Si A est une valeur propre de @ distincte de chaque A, et e un vecteur propre associé a A, alors
e est orthogonal a tous les e (car les espaces propres de ) sont deux a deux orthogonaux en
raison de la relation de symétrie Q(f)|g = f|Q(g)). Donc e = 0 ce qui est absurde.

V. Comportement asymptotique

VA -
27
1. De a < ¢ < b, on déduit immédiatement a < o / q(t)dt < b. Si par exemple on avait
s

1 27 1 27
Py / q(t)dt = b alors on aurait Py / (b—q(t))dt = 0 ce qui, par continuité de ¢ et positivité
T Jo T Jo
de b — ¢, conduirait a V¢, ¢(t) = b. Comme ¢ n’est pas constante, c’est une contradiction.
2. (a) On a klim (k +1)% — k? = +00. Donc il existe k; > ko tel que k > k; entraine k% + b <
— 400
(k+1)? +a, puis I, N I 1 = 0.
1 27
(b) On sait que i lim pp — k% = 2—/ q(t)dt €]a,b]. Done px € [k? + a, k* + b] dés que k est
— 400 v 0

assez grand. Ainsi il existe ks tel que iy soit une valeur propre de ) qui appartient a I des
que k > ko.



Or les valeurs propres de Q) sont exactement les A\, et Ay € I. Comme I, N I = () pour
k > ki1, I ne contient, pour k > k; + 1, qu'un unique élément de la suite (););, a savoir

Ar. Donc k& > max(ke, k1 +1) = pur = M. Le comportement asymptotique découle
immédiatement de III.B.4.b).



