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SPECIALE MP* : DEVOIR SURVEILLE

PARTIE 1

. OnaW(a) =0« a=0 (aatoutes ses composantes nulles) donc A(z,y) =0 < = =1y.

Puis W(—a) = W(a) soit A(z,y) = Ay, x).
Enfin, W(a +b) < W(a) + W(b) car le nombre de composantes nulles de a additionné
a celles de b est inférieur ou égal au nombre de composantes non nulles de a + b d’ou

Al,y)=Wax—y)=Ww—-—z+z—y)<W@—2)+W(Ez—y)ococoii..

. Soit t = [%}, s'il existe 2 éléments x1, x9 de C tels que A(xzq,y) < t, Az, y) < t alors

A(xy,me) < 2t 1e. Wiy —x9) <2 [%} < d ce qui est impossible pour z; — x5 # 0 car

r1 — X9 € C sous-espace vectoriel de Fdonc o1 = @o.. ..o

. On a|Rg(h(f;)) = dimh(F) =dim F — dim C' = n — k| (formule du rang). ........

.Onaz=> Nfidonch(x)=0=> Nh(fi), i #0cqfd.................o ..
ieJ ieJ

c. On choisit  tel que min W(u) = W(z) et on appliquele b......................

ueC\{0}

. En effet, §'il existe une famille de d — 1 vecteurs liée extraite de la famille (h(f;)) alors

YSNh(fi)=0=2=> Nfi € C\{0} et W(z) <d—1 ce qui est absurde. On a donc

1eJ i€J

rg(h(fﬁ))d—li.e.‘dgn—k+1‘. .............................................

. C’est un résultat du cours : on utilise le théoreme de 1’échange.

On peut aussi faire la démonstration suivante : soit J tel que (h(f;))ics soit une base

de h(F), (f;) est une famille libre de n — k éléments. D = Vect(f;)ics est en somme

directe avec C' car DN C = {0} (si x € DN C alors x = Y \;fi et h(z) = 0 entraine
ieJ

z =0) et dim D +dim C' = n. Comme Card J =n—k, P = J répond a la question.

n k
.Siz e C,onéerit = > N(z)f;. Soit: p rx € C— > N\(x)fi € D' supplémentaire
i=1 =1

de D. p est injective (p(xz) =0 < x € C'N Vect( frt1, - - § fn) = {0}) donc bijective car
dim C = dim D".
On peut alors prendre la base By, = (€], ..., €}) ou €, est 'unique vecteur de E vérifiant

GUE) = D ) e

. D = Vect(fry1,...,fn) et C® D = F. Kerh = C donc h est bien une application de

COMBTOLC. . .ot

Ensuite, f1 = A\ig(e}) + -+ + Megle)) + Mer1fer1 + -+ Aufn. Sion examine les com-

e D
posantes sur fi, fo, ..., fr, compte tenu de I’écriture de la matrice G, on peut dire que
Ay =...= X =0et A\ =1, de méme pouri = 2,..., k. Si A= (ay)icpn—k],jec[,k alors
fi=g(e}) = > ayfjpour i <k, donc h(fi) = — > ai;h(f;) et comme h(f;) = f;
k41 j=k+1

pour 5 > k + 1, la matrice de h s’écrira :

H=(-A L.
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2 SPECIALE MP* : DEVOIR SURVEILLE
d. On peut écrire y = x + e = g(u) 4+ e ou e représente les erreurs de transmission. On a
alors par hypothese : W(e) < t et, comme x € C, h(z) = 0 donc h(e) = h(y) = z.. .
La suite est une conséquence du 1.b...... .. ... ..
0111100
T4. a.OnaH=[1 0110 1 0)car—1=+1dansK....................oonn,
1 101001
b.n=7k=4doncd<4=n—k+ 1. La famille (h(f1), h(fs), h(f7)) est liée, donc,
en vertu du 2.c et d : d < 3 et comme toute famille de deux vecteurs est libre, on a :
B = 3
c. h(y) = G) Soit e = (0,0,0,1,0,0,0) alors h(e) = h(y), w(e) = 1 et I'unique élément
de C tel que W(z,y) <lest x=(1,0,1,1,0,1,0).......coiiiiiiiiiiii...
On trouve alors |u = (1,0, 1, 1) | oo
PARTIE 11
II.1. a. On aimmédiatement Card Ej, = Card K* = 2* et Card F, = 22" en utilisant la propriété
Card(F(E, F)) = (Card F)CdE
Comme tout espace vectoriel de dimension p sur K = {0, 1} contient 2P éléments, on en
A6ttt GUE [ Fy = 27 et
b. Siz € [0,2™—1] alors z = w; + wy.2+ - - - +w,,.2" ! (écriture en base 2 qui est unique)
ce qui permet de définir o=t et de conclure. .............. ... ..
c. A un nombre écrit en base 2, on fait correspondre le sous-ensemble de [1,m] corres-
pondant a la position de ses chiffres dans I’écriture en base 2. La encore, on a bien une
DLJECEION. .« .o
om 1
d. Comme dim F}, = 2™, il suffit de prouver que (fo, ..., fom_1) est libre. Soit Y A;f; =0
j=0
alors en appliquant ceci & (vi,...,v,) =a o (P)onaX=0.................
e.Ona fi(a o (P)=0sii#j,=1sii=jdonc|fj=[[Vi. [T Vi|--eer....
i€P;  i¢P;
2m_1 2m 1
f. On a immédiatement f = > fla ™' (4).fjet U= 3 fjoeeeiiiiiiiiiiii .
j=0 j=0
Pour k=2, Vi = fy, pour k=3, V4 = (0,1,0,1), Vo = (0,0,1,1),..................
et pour k=4, V; =(0,1,0,1,0,1,0,1), Vo = (0,0,1,1,0,0,1,1),
Vs =(0,0,0,0,1, 1,1, 1)
Par un raisonnement semblable on obtient
Vi=(for ot fo) o+ (fomgi + -+ famoa)
om—t 2t p42i—1 gm—igi—l_q
Y Y Y Y fen
h=0 k=21 h+2i~1 h=0 k=0
I1.2. a. Il est immédiat que g; est linéaire.

Pour montrer que g est injective, il suffit de prouver que U, V1, ..., V,, est libre.

Soit AgUp + A1 Vi + - -+ A\ Vi = 0 alors, en cherchant 'image par cette application des
vecteurs (0,0,...,0),(1,0,...,0) et (0,0,0,...,1), on trouve :

M =0 X+ =0, 2+, =0dou N\ =X\ =... =\, =0 donc g est bien

I CE V. .«
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b. k=2, m=1Bp=fo, /1), U=fo+ i, Vi=f1,Co=Fy,do=1..............
U=fot+th+fatfs
cm =2, Bp, = (fo. fus for Jo), Vi = fu+ fi
Va=fat fs
v e Cs e x=upfo+ (up+ur)fi+ (ug + u2) fo + (uo + w1 +ug) f3 < x9 + 3 = 1 + 2.
. en effet, si z a 3 composantes nulles (W (z) = 1) alors la 4™ est nulle grace

a la relation que l'on vient de prouver. On a alors d3 > 2 et comme (1,0,1,0) € Cj

AlOTS 3 = 2.

c. Sij < 2™ !alors P; = supp (vi,...,0m-1,0) et Pjiom—1 = supp (v1,...,0m-1,1). On
met alors en évidence une partition de I'ensemble des parties de [1,m].
Si
xTr = U()U + u1V1 + -+ Umflvmfl
= .Tofo 4+ -+ .I'mel_lmefl_l + .Tmelme—l “+ -4 .I'Qm,lfgm,l

alors x; = w,4om-1 car on trouve exactement les mémes termes dans leur somme. Les
2m~1 premieres composantes sont donc égales aux 2™~ ! dernieres et elles sont en fait

égales a celles de gx_1(ug, . .., Up_1) (compte tenu de I'écriture des V; du 1.f)......
Gr(to, -y Um—1,1) = uwoU +w Vi + -+ + U1 Vi1 + Vi, o1 Viy = fom1 + -+ + fom_y
donc

gk(UO, Uty ooy Um—1, 1) = fL'OfO —+ -+ $2m71_1f2m—1_1 + (]_ + l'o)mefl —+ -+ (1 + [L‘Qm—l_l)fgm_l.

On a exactement 2™~ composantes non nulles car dans K, siz; = Oou 1 alors z;+1 = 1

Six € C}, alors on a deux cas :

x=uU + -+ + Up_1Vim_1 et donc W(x) > 2dy_1 et Jap|W (zx) = 2di_1,
T =uU + "+ Upn_1Vm_1 + Vi et dans ce cas, W(x) = 2™ L.

On a alors dj, = min(2d;_1,2™ 1) et par récurrence :

dk; — 2m—1 — 2]9—2'

I1.3. a. x(w)? = x(2w) or, sur K, 2w =0 donc x(w)? =1.......ooiiiiiiiiiiii. .,

On pose ensuite y(e;) = (—1)% ou v; € {0,1} et v = Y v;e; alors x = x, car y est
i=1

déterminé de maniere unique par les valeurs qu’il prend sur les vecteurs de base. ..

b. v # 0 alors soit i tel que v; #0 (v; =1),onprend S = €. ... @
Ensuite (xu|x0) = > xo(w)= > xo(w+s)=— > xo(w)=0cqfd....... .
weKm weKm™ weKm
c. (Xolxw) = 2 Xo(w)? =2 donc [lzimxoll = Let siu#v,
weKm
(XulXo) = D0 xu(W)xo(w) = > Xupo(w)=0cqfd ...
weKm weKm
d. P(v) = (¢|xw) done (1) est Pécriture de ¢ dans une base orthonormale. ............
@ 2l = TR0l = Tppe)x (T wlwhw) ).
(v, w)€(Km)3 (vv)E(EK™)? weK™
Comme cette derniere quantité vaut 29, on en déduit

(Plo) = 5 3 ) = 5 (210).

veK™
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(3) : on remarque que

Pv) = (@) = Y Bwhw) = > (ehw)xe(w) = ip () X (1) Xo (W)

I1.4. a.

weKm weK™ (w,u)€(Km)2
=2 ) <Z Xu(w)xv(w)> = 27p(v) car x, (w) = xu(u).
ueKm weKm
F est donc une isométrie (2), involutive (3)..... ... ... i
. _ m/2 XU -
On a enfin : F(x,)(w) =27/ <2m/2’XW> T Qe e e

oy (w) = (—1)Vi(w) = (-1 = (—1)<ei|w>, il suffit donc de prendre v = e;, @y, = Xe,-
Compte tenu du 3.c, on aura :

v (w) =276, |

Ensuite U(w) = 1 donc ¢y (w) = —1 d’out

Pu(v) = (pulxe) = = Y Xo(w) = =273,

weKm

LOna@v)= ¥ piwpw) = ¥ (~1)f S,

weKm weKm
Or Vi(w) = w; done flw) + 35 vy, = (f ns v) (W) 81 £+ 35 uVi= 5 alors
i=1 i=1 jeA
le produit (—1)%ieafi®) = [T (=1)%®) est égal & 1 sauf si a(w) = j et dans ce cas, il
jeA

vaut —1.
Quand on fait la somme sur K™, pour chaque j de A, il y a un seul W € K™ tel que

a(w) =7 donc gr(v) = >, + . —1cequiest bien le résultat demandé !....
a(w)¢A  a(w)EA
Soit A\g le nombre de composantes non nulles et \; celui des composantes nulles. On a

- 2m 1 — m m
)\O+)\1 - d’Ofl)\l:_(QW—QPf(U)):W(f"i_ZUZ‘/Z):W(f_zvl‘/l>
)\0 —)\1 = (U) 2 =1 i=1

car, comme K = Zo, Z'UZVZ = — Z UiV o
On démontre alors que cp o7(v) est egal au nombre de composantes non nulles de f+ U +
Z v;V; diminué du nombre de composantes nulles (rajouter U revient a transformer

i=1
une composante nulle en une composante non nulle et vice-versa), d’ou :

faU_'_ZUz i = 2m+()0f(>

.Oncalcule les V; : Vi = fi+ fs+ fs+ fr = (0,1,0,1,0,1,0,1) dans la base des f;,

Vo =1(0,0,1,1,0,0,1,1) et V3 =(0,0,0,0,1,1,1,1) et par un calcul un peu long ...

v 1(0,0,0)](1,0,0) [ (0,1,0) ] (1,1,0) | ((0,0,1) [ (1,0,1) ] (0,1,1) [ (1,1,1)
o) | 2 2 2 2 2 2 6 2 |

1
On a alors A(f, V, + Vi) = 5(8 —6) =1 et ceci réalise le minimum. ...............
Conclusion x = Vo + Vi et w=(0,0,1,1). ...oieiii e



