SPECIALE MP* : CORRIGE DE L’EPREUVE DES MINES 98 MATH 2

PREMIERE PARTIE : CONSTRUCTION D’UNE BASE DE Z"

I.1. det(M) = £1 : Si M de M(n,Z) admet un inverse M’ dans M(n,Z), alors MM’ = I et

det(M).det(M') =1 et lentier det(M) est inversible dans Z donc vaut +1.................
Réciproquement, une matrice M de M(n,Z) dont le déterminant est € = £1 est inversible dans
M(n,Z) puisque son inverse est M’ = ¢ comatrice (M)T......... ... ...

1.2. Existence de v :

1.3.

. Existence de v,_; : Il suffit d’écrire par blocs W/_; = <

e Si d # 0, d’apres I'algorithme d’Euclide, il existe des coefficients entiers s et t tels que

b
sa+tb=d (méme sia=0oub=0),alors |V = (_Sb, cf’) ,oua = % et b/ = 7 répond

ala question et V dépend de @. ... ..o
Sid=0alors V =I5 convient (car = = (0,0)).......ooueririiiiiii

. Existence de u : D’apres la question précédente, il existe V' telle que V (£1> = ( > On
2

prend alors U =Vl € GL(2,Z). ..o

y existe : Le second vecteur colonne de U convient : il est bien indépendant de = puisque
det(z,y) = 1 # 0. Tout vecteur w de Z2, peut bien s’écrire sous la forme az + by = w,

(a,b) € Z?, grace a la relation U <Z> = W, sachant que U est inversible dans GL(2,Z).

Iy 9 0
0 anl
matrice d’ordre 2 vue au 1.2 (I,_9 étant la matrice unité d’ordre n —2)................

Existence de v : On procede par récurrence descendante, le mode de construction
précédent, en groupant deux par deux les deux dernieres lignes et colonnes d’indice k et
k—1.

Hypothese de récurrence : Jvpy1 € GL(n,Z) | vpy1(z) = y*! pour 1 <k <n — 2.

D’apres le 1.2, il existe W} matrice d’ordre 2 telle que W < dxk > = (a(l)k> En posant
k+1

> ou W,_1 est la

x1 x1
In 11 0 : :
W, = Wy yona Wi | 4 z_; | ce qui prouve la propriété a
0 Tj—1 di+1 dy,
0 0

POTATE K — L. oo e e e
Existence de u : En suivant les constructions précédentes, la matrice V.= W{..W/_,
transforme le vecteur = en ey, puisque le dernier pged est 1, d’apres 'hypothese de primarité
des composantes de x.

Chaque V; étant inversible dans GL(n,Z), la matrice U = V! convient................

. Existence d’une base de 7Z" : L’ensemble des vecteurs colonnes de U, convient
w1 w1 A

évidemment ! En effet, si W = | € Z" alors V| = | : | € Z" et onen
W, W, An

déduit w = Mz + Xoz? + - -+ 4+ M\, 2" donc la famille est génératrice.
Elle est libre car U € GL(n,Z). C’est donc une “base” car les coefficients \; sont entiers.
1
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DEUXIEME PARTIE : MATRICES Z-CONGRUENTES

I1.1. a. B est aussi dans S,/ (n,R) : Comme B =U"AU on a
BT =uTAY" w0 =B
car A est symétrique et (UT)T = U, B est donc symétrique. En outre
(X|BX) = XT"UTAUX = (uz|Auz) >0
puisque a € ST(n,R). De plus (X|BX) = 0 implique UX = 0 puisque A est définie et

X = 0 puisque U est inversible ; par conséquent B € ST(n,R). ...............coooin...
En fait A et B sont les matrices d’'une méme forme quadratique.

avu ala question I.L1 que detU = £1. ... oo
On am(B) = inf(U(X)|A(U(X)) = m(A) (minimum sur 'ensemble des vecteurs Y = UX).
L’inégalité inverse est immédiate (symétrie de la congruence) donc m(A) = m(B). .....

c. Exemple : B est dans S/ (n,R) ; calculer m(B) : B est bien dans S*(2,R) car les
déterminants “en coins” sont 2 et 6-4=2 > 0 ; On peut dire aussi que la forme quadratique
associée a B est

m(B)=1: m(B) < 1carq (i) = 1 et m(B) € N* soit en utilisant le résultat de la question

suivante, soit en distinguant les cas :

e sizy = x9 alors ¢(X) > x% >1car X #0,
o sixzy # xgalors q(X) > 2(mp —x9)? >2car [z — @ = 1. oo
II.2. a. Comparer m(A) et aj; : Comme g(e1) = a1, 0na |[m(a) <A1 | eeeneninenniieiin..

Existence de z : z existe, car un ensemble fini de vecteurs non nuls, admet toujours un
minimum (AE6EINE). . .. ..o
Les coordonnées de z sont premiéres entre elles, et m(A) > 0 : m(z) est bien non
nul car m(z) = (2|Az) et A € ST(n,R). Si les coordonnées non nulles de z, avaient un pged
d, on aurait z = dzg, et m(A) = q(z) = d?q(z0) = d*q(20) > q(20), m(A) ne serait pas le
minimum de ¢(X), si |d| > 1 ; elles sont donc bien premieres entre elles. ...............

b. Il existe B Z— congruente a A telle que m(B) = by; : Soit Z la colonne des composantes
de z, comme les z; sont premiers entre eux, la question (I.3.b) assure l'existence d’une matrice
U de GL(n,Z) telle que z = u(ey) ; si on pose B = UT AU, elle est bien Z—congruente a A
et d’apres (II.1.b)

m(A) = ZVAZ = (Uei|AUey) = (e1|Bey) = by = m(B) (= m(B) car m(A) = m(B)).

TROISIEME PARTIE : MAJORER m(A)

II1.1. a. CNS pour que A soit dans ST(2,R) : La forme quadratique ¢(X) = ax? + 2bzy + cy?
est définie positive, or g(e1) = a et g(e2) = ¢, d’ou les deux inégalités a > 0, ¢ > 0. Comme
q(bey — aes) = ab? + ca® — 2b%a = a(ac — b?), on a aussi la troisiéme....................

b2—ac, 2

Réciproque : on a ¢(X) = a(z + %y)2 + =% y* qui est définie positive ! ..............
b. CS pour que A soit dans ST(2,R) : En effet la condition nécessaire et suffisante,
précédente est bien satisfaite alors puisque

>0 sib#0
>a>0etac—b>>a®—b* > 3b° 2
=4 ac “ ac—b2=ac>0 sib=0



II1.2.

IT11.3.
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Calculer alors m(A) : m(A) < a d’apres (I1.2.a). Montrons I'inégalité inverse.
Posons Z = (z,y) # (0,0) tel que z,y € Z.
ar? > siy=0
e sizy =0 alors ¢(Z) = (Z|AZ) = GRsesa sia=0
e si xy # 0 alors ¢(Z) = ax? —|— 2bxy + cy? > ax?® — 2|b||lzy| + cy?
©>az 2+ 20bl[y|(|ly| - !w\) car ¢ > 2[b|
e > cx? + 2)b||z|(|z| — |y|) car a = ¢ > 2|b|
ar® > a lorsque |y

Par conséquent ¢(z) > | |
2>c>a lorsque |y| < |7]

VoWV
Q
Q@

Existence de Ay : On cherche U, sous la forme indiquée par I’énoncé

U:(l A), etAQ:UTAlU:( @ Aar + by >

0 1 Aai + by )\20,1 +2X\b1 + 1
On a donc ag = a; > 0. Il reste a réaliser la seconde condition 2|by| < ag < ¢g, pour un choix
convenable dUn A € Z. .. ..o e
A s .
Comme ¢3 = XNa; +2\b1 +¢1 = ¢ <1) > m(A1) = a1 = ag, est satisfaite automatiquement
grace & hypothese. . . ...
I1 ne reste plus qu’a réaliser (ce qui veut dire choisir un A entier relatif) 2|bs| < as.
Or cette dernieére condition équivaut a —a; < 2Xa1 + 261 < a1 < “élebl < A< ”észl“
comme ’écart des deux extremes est “15- 2o, _ —— 21 — 1, il y a au moins (et d’ailleurs au plus
1 al
deuz, au cas ou les deuz bornes seraient entiéres) entiers dans cet intervalle................

Existence de As réduite :
e Siby >0: Az = Ay fait Daffaire.
e Si by <0, posons V=diag(-1,1) (W=diag(1,-1) marche aussi), alors

T (a2 —bo .
VeGL(2,Z) et A3 =V AV = <—b2 e ) convient.

Majoration de m(A) : Soit A € ST(2,R) alors
e JA; Z-congruente a A telle que a1 = m(A4;) = m(A), det A; = det A,
e JAy Z-congruente a Aj telle que as = m(As) = m(A4;1), det Ay = det A; et qui vérifie de
plus 0 < ag, 0 < 2|bg| < ag < ca,
e JA3 Z-congruente a As telle que ag = m(As) = m(A;), det Az = det Ag, A3 réduite.
On a donc ag = m(A) et det A3 = det A, on utilise alors les deux inégalités

a3 3a} a3
a3 < ases et b3 < =2 ce qui donne 73 =al - Zg < agez — b2

3 o 5 . Y
soit Zm(A)2 < det A ce qui s’écrit encore |m(A) < 7BV det(A) | ce qui est bien l'inégalité an-
noncée (appelée inégalité A’'HERMITE). ... ...t

Vérifier sur la matrice B de (IL.1.c) : On a en effet

B —1< 2z 22
bl_m(B)_lgﬁﬂ—ﬁ. 0]

7

ITI.4. a. Sous espace vectoriel stable : On a a(e;) = > aer d’ou

k=1
n

anale;) — aziaer) = Y _(annag; — ariag e
k=1
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et on vérifie sans peine que le coefficient de e; est nul.
Conclusion : Vect(ea,...,ey) est stable par f...... .. ... .. . . i
b. Relier det(A) et det(B) : Comme par blocs det(V) = det(VT) = 1 on a aussi par blocs
det(A) = a; 1 det(;llB) = djﬁ—(f;’) (car det(tB) = tordre 4 B det(B)).
) 1,1
det(B
Conclusion : |det(A) = a"(Q) ........................................................
11
c. Relation a démontrer : Il suffit de faire le calcul par blocs en posant X = (i}) ces
Démontrer que B appartient & ST(n—1,R) : Soit zp = z9ea+..+xne, € F, et prenons
n n
a; a;
T = —Z L xi, de telle sorte que y; = x1 + Z Lk xr = 0. La relation précédente
2 a1,1 P a1
devient, en posant x = x1e1 + xp : (zp|f(zr)) = a11(z|a(x)) > 0, lorsque g # 0 (car
zp # 0=z #0). Comme B est symétrique B € ST(n — 1,R)...........coooiiii.
En fait B est la matrice de la restriction a F' d’une forme quadratique définie positive.
n
aik
. . . .. =z + — 2k
ITI.5. a. z existe : y = vz s’écrit matriciellement Y = V Z avec n ! l; a1

Yj =2j, J 22
Pour avoir |y1| < %, avec z1 € Z, il suffit de prendre L’entier le plus proche de

n
;I
— E —T g COMINE VALEUT A€ 2. . oottt e et e e e e e e e

a1
k=2 b
En déduire que A vérifie (R) : Soit alors z = z1e; + zp (élément non nul de Z", puisque
d’apres la conséquence de (I1.2.a) zp ne peut étre nul car m(B) ne l'est pas), avec comme il
a été rappelé au début de la question :

n
Qg |
Y1 =21+ Z a 2k
=y 211

)

Yj =z, J =2

m(B)

T puisque [y1] < 3.

On a m(4) < (z]a(2)) = a1.1(y1)? + L(ZF‘b(ZF)) <t

Comme a;,; = m(A), on a donc :

(m(4))* < m(B) <

Done (m(A))2"D < (4)7 det(B) =

Comme on a m(A) > 0, il vient (m(A))" < (%)nn{

FECUTITEIICE. . . o vttt et e e e e e e e e e

3
1
<

. Toute A de S*(2,R) vérifie (R) : La relation (R) est vérifiée par récurrence pour n > 2.

Pour n = 2 elle a été établie en (I11.3). Si elle est vraie au rang n—1 > 2, soit A € S*(n,R).
Il existe A1 € ST(n,R)|4; = A et m(A) = m(A1) = a1 (I1.2.b.).
On peut alors construire B € ST(n — 1,R) selon la procédure du (II1.4) et via (IIL.5.a)

n(n—1)

aboutir & m(A;) < (3)” 7 det(4;)n.
A vérifie donc (R) puisque m(A) = m(A;) et det(A) = det(A;).
L’inégalité ’HERMITE (Charles 1822-1901)

n—1

m(A) < (§> 7 det(A)

est donc établie pour toute matrice de ST(n,R), n > 2.0



