SPECIALE MP* : CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE

PREMIERE PARTIE

I.1. Montrons ce résultat par 'absurde :
M

On suppose que ﬂ Ker ¢ = {0}, c’est a dire que Vk € [1, M], gx(x) =0= 2z = 0.

k=1
Soit ® :z € E — (p1(x),...,0om(7)) € RM™. Par hypotheése @ est injective donc
dim F < dimIm & < M qui est contradictoire avec le fait que E est de dimension infinie.

M
Conclusion : ﬂ Ker ¢y, # {0} donc, quitte a normer, on peut choisir un vecteur unitaire

k=1
Tpa1 dAnS Cet ESPACE. . . ...
I.2. a. En calculant ¢, (zj, +nt12n41) = 1, on obtient ||z, +an1Zn41]| > 1, car ||, || = 1.

n
Soit z!, = > agxy € E, de norme 1. Grace au 1, on sait qu’il existe jo < M tel que
k=1
||2), — 2, |l < 6. Alors,

n+1

E AT
k=1

= ||f75;1 — Zj, + Zjp + Oén+19€n+1||

> [|12jo + ng1@nrll — llar, — 2o
1
>1—-06= 4
- 1+e¢
b. « Lorsque ¢ < n, 'inégalité proposée est déja vraie par hypothese, si p=q =n+1,

clest IMMEAAIAL. . . o .o

e Lorsque g =n+ 1, p < n posons [ =

k=1
1 n 1 n+1
Si B # 0, alors 3 ST agxk|| =1, et, dapres le a. (1+¢)||= >, arxgl| > 1, dou :
k=1 k=1
n+1 n 1 p
(1+¢) Zakffk > Zakffk > ol Zak@k
k=1 k=1 k=1
Si 3 = 0 cette inégalité est aussi vérifiée. ......... ... ...
« Ainsi, dans tous les cas :
P q
Z arrl| < C(1+¢) Z apTil| .
k=1 k=1

I.3. Soit (ux) une suite de réel positifs strictement croissante et convergente. Par récurrence
Uk+1
— 1 pour tout £ > 1 :

q
E ATy
k=1

immédiate, on a, en choisissant (k) =

- Uk+1
ol

p

E ATy

k=1

q

E AgTy

k=1
1

=C

Un+1
Uy
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On peut prendre pour suite (ug) toute somme partielle d’une série a termes > 0 conver-
ko1
gente (par exemple uy, = ) —). On peut alors poser K = Cklim ug > 0, ce qui permet
p=1P —+oo

d’écrire, comme voulu :

< K

p
E ApT
k=1

q
E AT
k=1

DEUXIEME PARTIE
Question préliminaire :
Si z € E) on sait qu'il existe (£,) € FN telle que x = lir}rq &n. La suite (T(&,))nen est une
n—roo

suite de Cauchy (|7 (&ntp) — T ()| < IT]]-|€n+p — &nll) donc elle converge dans Ey. On définit
alors T'(z) = lirf 7

On montre ensuite que cette définition de f(m) ne dépend pas de la suite (&) choisie. En effet :

Ty() =MmT(&) o fo=lm& e e
B notane { 207 IO o { TG anas |7l - TN < T - €21
Et donc, en passant a la limite et grace a la continuité de la norme, on a : fl(x) = fg(x) .

Grace a la linéarité de la limite on en déduit que 7" est linéaire. De plus, grace a la continuité
de la norme, on a

1T (za)ll < (T[]l
N !
1T < Tl

done T est continue et ||T| < ||T|. Pour montrer I'autre égalité on peut remarquer que

Ve e F, T(x)=T(z)

dou Vo € F, | T(z)|| < |T||||z]| et finalement | T < | T]|. .o oeoeeeee
Enfin, si T et T sont deux prolongements de 7" alors T et T’ sont deux applications continues
égales sur F' dense dans E; donc T'=T". Le prolongement est donc unique................

T' se prolonge de maniere unique sur £

En conclusion : .. o . . .
en une application linéaire continue de méme norme.

+o0 +oo
11.1. Supposons que x = Z bpx, = Z Cn®y. On veut démontrer que ces développements sont
n=1 n=1

égaux. Ceci revient a prouver, en posant a, = b, — ¢,, que

+oo
(Z anxn> =0= (YneN* a,=0.)

n=1

q
On utilise (%) : ||la1zq|| < K H > apxy|| et, en prenant la limite ¢ — 400 alors ||a1z;|| <0
k=1

soit a; = 0 car x1 # 0. On prouve alors par une récurrence immédiate que a, = 0 pour

BOUL 70 € N



11.2.

11.3.

11.4.
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n+p

n
Comme || > agzi|| < K ||D_ agzg|| pour tout p. Alors, lorsque p — +o00, grace a la
k=1 k=1
continuité de la norme, on en déduit que || P,(x)| < K|/z|. L’application linéaire P, est
donc continue, et || P,]] < K. oo
Enfin P, est un projecteur sur Vect(zi,...,z,) C H. Siy € Vect(xy,...,z,) alors
P,(y) =y donc Im P, = Vect (@1, ..., Tn)e o ovnieii e
L’inclusion F' C H est évidente car F' est ’ensemble des combinaisons linéaires finies

AG1EmMents de (L)« v v vt

N
Pour U'inclusion H C G : siz € H alors z = lim > ay,x, douz e G..............

N—+too =1

Or H C G et G est fermé, donc H C G puis, comme F C H alors G = F C H donc
H = G. G fermé dans un banach est complet, par conséquent, grace au préliminaire, I,

se prolonge en une application linéaire continue P, définie sur G.....................
15” est a valeurs dans Vect(zy,...,z,) = H, car H, est fermé (complet car e.v.n. de
dimension finie) et tout élément de I'image de P, est limite d’une suite de H,........

Soit 2 € G alors I(u,) € F telle que u, — x et P,(u,) = Py(u,) = u, pour n assez grand
d’ou
1Pa(@) = 2| < [[Pal@) = Palup) | + [lup — x| < || Pallllup — x| + |, — ]|
< (K +1)luy — =]

On choisit alors p > py pour que ||u, — || < Ki— 1 et n > ng pour que P,(u,) = u, d’'out
13n —z|l < it L ]3n = .
| Po(z) — z|| < € soi Jim (x) =2 @

N ~
e Soit N = Pl(l') -+ Z(Pn+1(x) — Pn(l')> = PNJrl(x). On a: 11]{[1133']\7 =X.
n=1
~ too o ~
Ainsi, par définition de la somme de la série, Pi(x) + > (Puy1(x) — Py(z)) =x......
n=1

« Montrons que ﬁnﬂ(x) — ﬁn(x) = Upi1Tpy

z € G est limite d’une suite (u,) € FN. On a vu que ﬁn(up) = P,(u,) d’ou, en écrivant
+oo
Up = Y GnpTp (somme finie), P,i1(uy) — Po(up) = ang1pu, et comme Vect(x,41) est un

n=1
fermé de G,
Poii(x) = Po() = (P — B)(x) = pEIgloo(ﬁnH — B)(u,)
= lim (Poy1 — Py)(up) = M api1pTnt1 = Gpi1Tntt
p—+00 p—+00
— N +o00
«On adonc zy = Pi(x)+ > api1®pe1, soit x = Y ayx, € H.
n=1 n=1
=a1x1

Ceci établit en définitive que : G C H, soit, finalement : |[H =G} .................. @

« Conclusion : l'adhérence de Vect(z,) est 'ensemble des séries convergentes de la forme

+o0
> a,x, et, | toute suite vérifiant (x) est une suite basique . ......................L.

n=1
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TROISIEME PARTIE

a. On a

N+1 N N N
N U.Cc( U\ VaC[)Un
n=1 n=1 n=1 n=1

et ceci pour tout n.
+00 N N-1

o Siz e (| U,alors, VN € N\{0,1},z € (| U, donc YN € N\{0,1},z € (| V,
n:1+oo n=1 n=1
dotz € () Vo
n=1

+oo N N
o Sixc ﬂvn alors, VN € N*, z € ﬂvn donc VN € N*, z € ﬂUn d’on

n=1 n=1 n=1

T E ﬂUn.

n=1

ce qui donne I'égalité. .. ... ... . .
Attention ! Ici il n’est pas question de limite d’ensemble !

. On suppose ici que E est une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide (F},).

Soit (V) une suite d’ouverts non-vides. Posons U, 11 = V,,\F,, ce qui est loisible,
car V,,\ F,, est lui aussi un ouvert, non vide (sinon F, ne serait pas d’intérieur vide).
Alors, montrons par 'absurde que U = (). En effet, si x € U, pour tout n, z € V,,\ Fj,,
d’olt, pour tout n, z ¢ F,, ce qui est absurde............ ... ..o

. On suppose ici que E est un espace de Banach.

Soit (U,,) une suite d’ouverts non-vides. Définissons alors par récurrence une suite
(V,,) d’ouverts non-vides, et une suite décroissante B(x,, r,) telle que B(zy, ) C Vi,
lim,r, =0et U,y CV, CU,:

en=1:V, =UyUB(x1,r1/2), ot on a choisi B(z1,m) C Uy, ce qui est possible.
en > 1: llexiste B(x,11,7m41) C B(xy,,r,/2)NU,. 1l est toujours possible de choisir
Tni1 < Tn/2. Posons alors V,, 11 = U, N (B(Zpi1,Tn+1) U Uss1), qui est non vide, et
qui vérifie les conditions voulues, car B(Z,41,7ns1) C Uy,.

On a, par récurrence immédiate, r, < 27"ry donc lim,, r, = 0. L’intersection des V,,
est non-vide : en effet, pour tout n, B(x,,r,/2) C V,, et, d’apres le théoréme rappelé
dans I’énoncé, 'intersection des B(x,,,1,/2) est non-vide. En résumé :

+o00 +oo +o0o
(U= (Va2 [)Blxa.r/2)
n=1 n=1 n=1

£0

e Si E est un Banach alors Paul a une stratégie gagnante.
+oo

e Si K= U F,, alors Pierre a une stratégie gagnante.

n=1

+oo
Conclusion : E Banach et F = U F,, sont incompatibles. ............ ... .. ...,
n=1

(C’est le théoreme de BAIRE).
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II1.2. a. On peut remarquer, ce qui servira pour toute la suite, que :

nT(B(0,1)) = T(nB(0, 1))

+00 +oo
On a U nB(0,1) = E, et donc, par surjectivité de T, U T(nB(0,1)) =F.
n=1 n=1

Ainsi, en prenant l'adhérence, et en posant X,, = nT(B(0,1)) :

+00
JXu=F
n=1

b. Vu le 1.d. on sait que F' ne peut étre réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide

donc 3n € N* tel que X,, # () et comme X,, = nX;, X; est aussi d’intérieur non vide
et par conséquent il existe ¢ > 0 et y € F tels que B(yo,2¢) C T(B(0,1))........

c. Evident avec un dessin.
T(B(0,1)) est un ensemble convexe symétrique par rapport a 0 donc il contient la
boule B(—yqo, 2¢) et tous les segments de droite reliant un point de la boule B(yq, 2¢)
a un point de la boule B(—yjp, 2¢).

1 .
Soit y € F tel que |ly|| < 2c alors y = 5[@0 +vy)+ (—yo +y)] € T(B(0,1)) ce qui

signifie que B(0,2¢) C T(B(0,1)). . oouenii

d. Comme B(0,c¢) C T(B(0,1/2)) alors il existe z; € B(0,1/2) tel que ||y —T'(z1)] < g
(car T'(B(0,1/2)) est dense dans T (B(0,1/2)))...ccuieiiiiiiii.
On procede alors par récurrence, supposons construits zi, ..., z,.

Vu que B(0,5%) C T(B(0, 5257)) alors, comme ci-dessus, il existe 2,41 € B(0, z7)
tel que ||y —T'(z1 + -+ 2) — T(2p41)]| < . toujours grace a la densité. . ...

on+1
e. La suite x,, = 21 + - - - + 2z, est la somme partielle d'une série absolument convergente
donc elle converge dans F vers un élément que 'on note . .....................
Grace a I'inégalité prouvée en d., on sait que y = T'(x) donc x =T (y).........

f. On a ||z,|| < > |lz&]l < 1 donc |jz]| < 1. Ceci se traduit par T-*(B(0,¢)) C B(0,1)
k=1
e, T est CONbINUe. ... ooo e

On a donc démontré le théoreme suivant :

Toute application linéaire continue et bijective d'un espace de Banach
dans un autre est inversible, d’inverse linéaire et continu.

QUATRIEME PARTIE

IV.1. Montrons que A est un espace de Banach.
(A, ||.]la) est un e.v.n.

N
e |(an)]|la=0< VN e N* ||> apz,|| =0
n=1
N
< VN e N Y apx, =0
n=1
< (par récurrence sur N) VN € N*, ay = 0.
e |[X(a,)|| = |A|-|[(an)]|a (propriété des bornes supérieures)

o [(an) + ()14 < I1@n)lla + 1| (bn) ]| (de meme). ... ...oveee e
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Soit (aflp )) une suite de Cauchy de A

N
Ve >0, AM, Vp,q > M, VN € N*, Z(aﬁf’) —aP)z, |l < e (1)
n=1

(9)
N

d’on, grace a l'inégalité triangulaire |ay’ — a%)|.||xn|| < 2¢ et comme ||z,| # 0, on en

déduit que VN € N* (a%))peN est de Cauchy. Soit ay sa limite, par passage a la limite
dans (1) quand ¢ — +o0, on a

N

jg:(an _'ag»)xn

n=1

Ve >0, M, Vp,q > M, VN € N*, <e€

ie. [[(an) — (@)l < ¢ done lim (a?)) = (a,).
p

On vérifie aussi que (a,) € A c.qfd. ..o

a. ® est une application linéaire. Par définition d’une suite basique, tout élément de G
+oo
s’écrit de maniere unique Y a,z,. Donc ® est bijective.........................
n=1
400 N
D any| = lim < l(an)lla
n=1 N—oo ||p=

ie. || P((an))] < ||(an)|la, donc ® est continue. ...............ciiiiiiL

+00
b. Vu le IIT on sait que ®! est continue i.e. si x = > a,z, alors
n=1

De plus, AnTn,
1

1o (@) < K]l

soit encore

p +oo
sup g anTnll < K E anTy,
n=1 n=1

p>1
p +o0
Vp € N*, g anTn|l < K E Ay T,
n=1 n=1

q
Comme K est indépendant de x, on peut prendre x = > a,x, pour g > p et obtenir
n=1

ainsi la condition (%).. ... ...

Remarque : on a prouvé I'équivalence (z,,) suite basique ssi (z,,) vérifie (*).

CINQUIEME PARTIE

! -1
a. Soit [ € [p, ¢ tel que |a;| = max |ag| alors ayx; = > arxy — > apxy (pour i > p+1)
p<k<q k=p k=p
d’ou :

RIS +

!
Z ATy
k=p

q
Z ATy
k=l

car ||z;|| = 1 et on a appliqué la propriété (%) en prenant a; = 0 pour k < p. ....

|al\ <2K
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q
Z ATy

k=l

Si [ = p alors on obtient directement |a;| < K

b. On a

q
E QrYk
k=p

ce qui regle aussi ce cas

< +

a

q
> alyr — )
k=p

q
E ATy
k=p

q
E ATy
k=p

q
< max [ax| > lye — zil| +
p<hk<q —p

1
Ssr

en utilisant le résultat de la question précédente. D’ou

q q
> awyn|| < 2D ar (2)
k=p k=p

S = 1 1 . . .

Autre inégalité : on a Y ||z, — yu| = oI < 7% (hypothese de 1'énoncé). On

n=1

remarque alors que L > K. On reprend alors I'inégalité (2) en échangeant les roles

de x et y :

q

Z ar(Te — Yr)

k=p

< +

q
E ApTE
k=p

q

E arYr
k=p

q

E arYr
k=p

q
< >l —
< max |ax| 2 2k — Yl +

Sz
K& q
ST Zakffk + Z%yk
k=p k=p
d’ott, puisque L — K >0 :
q I q
> atk| < T/ |[ 2o o 3)
k=p k=p
ce qui permet de conclure comme dans le premier cas. ..........................
c. Comme FE est un banach, on peut utiliser le critere de Cauchy :
+oo
Si la série > agxy converge, elle vérifie le critere de Cauchy, il en est donc de méme
k=1

+o0
de la série > apys.
k=1

Réciproque immédiate grace a l'inégalité (3).
+00

Conclusion : pour toute suite réelle (ay), la série > apx) converge dans F si et
k=1
+o0
seulement si la série Y apyp converge dans F. ...
k=1

d. On reprend ensuite la démonstration du b. La premiere partie de cette preuve nous
donne (en remplacant p par 1 et ¢ par p dans l'inégalité (2)) :

p p
E arYr g AR
k=1 k=1

q

E Ag Ty

k=1

<2 < 2K
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Puis, en utilisant l'inégalité (3) avec p =1

q L q
> ak| < T/ |[ 2o o 4)
k=1 k=1

d’ou finalement

P q
2K L

E apYr|| < T _K E ARy

k=1 k=1

et en conclusion la suite (yx) vérifie la condition (x).............. ... ...,
“+o00 “+o00o
. T est une application linéaire. De plus, on a vu au b. que || Y aryr|| < 2D arzs
k=1 =1
(par passage a la limite dans (2) avec p = 1) donc T est continue................
“+o00 +o0o
Montrons que I'écriture ) apyi est unique i.e. si Y agyr = 0 alors (ax) = 0. On
k=1 k=1
utilise pour cela 'inégalité (4) et, en passant a la limite quand ¢ tend vers +oo on
obtient
+00 I +00
apTr|| < a 5)
Z ] I — Z kY (5)
k=1 k=1
+o00

donc ) apxy = 0 soit (ar) = 0 car la suite (xy) est basique. La suite (yi) est donc
k=1
elle aussi basique et on peut définir

+o0 +oo
T_l <Z akyk> = Zakxk.

k=1 k=1
Grace a 'inégalité (5) on peut affirmer directement que 7! est continue........
+o0o
. u=1d =T est linéaire. De plus, u(z) = > ap(xp — yx) d’ou
k=1
+o0 +o0
K K
< ) - < — -
Jue)l < maxla S o — il < 7 3 awl| = el
—— k=1 k=1
<2KH-§Oakwk S%
k=

1

donc |Ju|| existe et ||ul| < % S
. On a immédiatement ||u*(x)| < |Jul|*.|z|]. La série Jiouk(x) converge absolument
donc converge vu que E est un banach............... k:O ........................
On note S sa limite, qui est linéaire .En outre ||.S(x)]| < 1_7||u||Hl'” donc S est une
application continue. . ....... ...

Soit S,, = Zuk Ona: S,0T =8,0(1l—u)=Id—u"" De plus, puisque |lu|| <1,

k=0
lim,, ||u™|| = 0. Donc la limite de (u,) existe et est nulle. En raisonnant de méme

pour T o S, on obtient en définitive : SoT =Idget ToS=Idg...............

. Y C F par définition. De plus, si z € E alors x = T'(S(z)) = x € Y, ce qui établit

I’autre inclusion et permet de conclure : |Y =Ef ................ ... ... ..



