SPECIALE MP* : CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE

Questions préliminaires

(1) Soit z € E. Immédiatement, pour tout k € N
k

1
bl < g 2 bl < ] = e

j=0 J

(2) Comme 7 est linéaire, T  I’est également. De plus, par la question précédente, pour tout x € E

ITx]| = llyll < [lzll = [T <1
ce qui montre que 1" est CONbINU. . ... ..ot
(3) C’est le théoreme de Césaro. Soit e > 0. Il existe K € N tel que pour tout k > K, |z —¢| < /2.
On a alors
K k
1 1 AK e
- < — —l+— < —+=<
e = 1< g 2l |+1<:+1,Z e =<yt <e
J=0 j=K+1
deés que k est assez Grand. .. ... ...
Partie I. Exemples
A. Premiers exemples
(1) Comme 6 €]0,27], € # 1, on peut donc écrire
k i(k+1)0
IR S SR Ll
k:+1j:O k+1 1—¢"
1
t |yx| < : , i mont li =0 2
et |yl G 1)[sn(0/2)] ce qui montre que k—l>rilooyk

(2) a) On a, pour tout p > 0, pour tout j € [0,n — 1]

1 R p+1
- = 1
pn—f—j-f—llzgxl pnt g+l

Ypn+j =

b) Pour tout m € N, il existe p > 0,5 € [0,n — 1] tels que m = pn + j, et par définition de la
1 1 1

L. Cela entraine que lim vy, = lim L = — . ...

pn+j+1 m——+00 p—otoopn+j+1 p

(3) La question 3 du préliminaire montre que si la suite « € E., alors également y € E.. Les deux

suite z, Yy, =

questions précédentes montrent que la réciproque est fausse. ............ ... ... .
(4) a) (i) Supposons que t # ty et que la suite z(t) converge vers une limite £(¢). Par continuité
de la fonction u +— (u — 1)2, il vient £(t) = (¢(t) — 1)? donc, comme £(t) € [0,1],

U(E) =t = e e

(ii) Supposons qu’il existe k tel que z(t) = to. On a alors

{(xkl(t) —1)2 =t

=T 1—1=t1—1<0=x,_1=1tp.
(t0—1)2 ~ 1 k—1 0 k—1 0

Ainsi, par récurrence, il vient xg = t = tg, en contradiction avec 'hypothese de la

QUESHION. . o oottt

On suppose que la suite x(¢) converge. Un calcul immédiat donne

zi () =€ (an®) =17 = (=1
w—C " mwt

1
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et
fI,'k+1(t) —/
——— =2{-1)=1—-vb~-124 2
k—+o00 .%'k(t) —/ ( ) \/_
(iii) Posons uy = x; — £. On vient que montrer que

=v5-1>1

U1
Uk

lim

Ceci montre que la suite (|ug|)r>k, est croissante ; il existe ainsi ky tel que pour tout
k > ko, |uk| = |uk,|, ce qui entraine que la suite (uy) ne peut converger vers 0.. .
b) (i) Un calcul immédiat donne g(x) = 2%(z — 2)? ; donc ¢'(z) = 4(z — Dz(z — 2),
ce qui montre que g est croissante sur [0,1]. En 0 et 1 les tangentes a la courbe
représentative de ¢ sont horizontales, et cette courbe coupe la droite d’équation

(B < & 7 N

(ii) e Sixzg(t) = to, alors, pour tout k € N, z(t) = tg et yx(t) = to donc lim y(t) =

k—+00
to ce qui regle le probleme dans ce cas. ...t
e Si z¢(t) < to, alors x1(t) > tp et par récurrence on obtient klim zor(t) = 0,
— 400

lim =z t) =1.
ko0 2k+1()

e Si xo(t) > to, alors z1(t) < to et par récurrence on obtient lim xqx(t) = 1,

k—+o00
hrf Tokt1(F) = 0. oot
Supposons que l'on a zg(t) < tg (I'autre cas est analogue). Il vient
2k k k—1

1 1 1
Yar(t) = %+ 1 ij(t) = m;xm‘(ﬂ Y ;Oxmﬂ(t)

Or, par Césaro, Emoo k 1 Z x2;(t) =0 et Emoo k 11 Z x9j41(t) = 1. Ainsi
1
li t)=—. 2
i -

Le calcul de la limite de la suite (yox+1(t)) est identique et vaut également 1/2. Ainsi
1
li t) = —. 1
Wm uk(t) = 3 i

B. Une remarque

k

1
ij, il vient, pour k > 1, z, = (k+ 1)yx, — kyg—1.

1) C - k>ly, = ——
(1) Comme yy = xg et pour Yk k+1j20

Donc, par le préliminaire,

1 2||x||
— 1| = —Yp_1| L ——. 2
Yk — Yr—1] L 1|$k: Yk—1] L+ 1

(2) Soit € > 0 alors il existe N € N tel que k > N entraine |yx1 — yx| <€
a étant une valeur d’adhérence, il existe N1 > N tel que yn, < 7 (en prenant une sous-suite
convergeant vers «), de méme (avec [3) il existe p € N tel que yn,4p > 7.
Soit I = {h € [N1,N1 +p| | yn <~} alors,sil =maxI,onay <5<y ety —y <e

AONC [ = Y € Bt

. N . . 1 N .
On prend alors successivement € = 1 d’ou 'existence de [, puis € = 2 N >l d’ou Pexistence

1
de la, et par récurrence, si on suppose construit [, tel que |y, — 7| < — alors, en prenant
n
1
n+1

N > I, on a 'existence de l,41 tel que |y;,., —7| <



(1) L’application 7 est une bijection de &, puisque si y € £, la suite x définie par

(2)
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Conclusion : v est valeur d’adhérence de la suite (y).

On a donc la propriété suivante : A est un ensemble connexe de R (s'’il contient deux points «

et [, il contient le segment [c, 3]. A est bien un intervalle de R. ................

C. Suites a valeurs dans {0, 1}

On a
u 1 1
—r=1+-+ +ot
p p plp—1) P
et
1 N 1 . 1_1 N p—2 2
p pp-1) pl “p plp-1) p
ce qui montre que u, ~ Pl
De méme
Up 14 1 n n 1
(2p—1)! (2p-1)(2p - 2) (2p —1)!
et
1 1 _ o2p—1 1
(2p—1)(2p—2) 2p—1)! " 2p-1)(2p—2) 2p

On a

donc .
P
esip=2j—-1, Y zj=vj+1=vpn +1,
ot 2
Up]
.Slp:Qj,Z:pJ:UJ:U%+1
7=0
Ainsi .
_uirl sip=2j—1
_ Jugi1+1
Yup =4 wj+ 1 . .
sip=2j
u2j+1

Dans le premier cas, lim y, =1, et dans le second cas lim vy, =0.
p——+oo0 P p——+o0 7P

.........

Comme, pour tout p € N, 0 < y, < 1, par la remarque précédente, ’ensemble des va-
leurs d”adhérence de la suite y est 'intervalle [0, 1]. Bien évidemment I’ensemble des valeurs

d’adhérence de la suite x est {0, 1}.. ... ..o

Partie II. Etude de I’endomorphisme T

A. Généralités

To =1Yo
T — (k + 1)yk — kyk,l, (k‘ Z 1)

VEIIE Y = e o oo

a) On sait que (7 — AI)(z) =y — Az = u. On a alors, pour tout k > 0
uy = (1 — )\).%'0

1 k
Yo xj— Axy,
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Donc

() = ( — )\)1‘0
1
{(k + 1)’U,k — kuk,1 = (1 — )\(k + 1))-%'19 — )\k‘xk,1

U
On peut définir x( par 1 O)\. Silon a défini (zg,...,zk_1), on pose

(k‘ + 1)uk — kug_1 + Nkxzp_q
1Akt 1)

ce qui est toujours possible puisque A € A. ... ..

T —

b) Supposons que A = %ﬂ
e 7 — A\l n’est pas surjective. En effet, les relations précédentes donnent
. _ kug_1 — (k — l)lukil;i— Ak —1))zg—2
(k+ Dug — kug—1 = —Akxgp_q

Donc
_ kup_1 — (kj - 1)uk_2 + )\(k‘ - 1))3%—2

Lk—1

1— Xk
. . (kj + 1)uk — kug_q
k-1 V2
ce qui entraine que la suite u ne peut étre quelconque. .........................
e 7 — Al n’est pas injective. En effet, posons zop =21 =+ = z5_1 = 0. On a alors
n
—pourn<k—1,0= ZSC]': Tp =0,

I 1 i 1
— pour n = — r; = ——T
p ’k+1j:OJ k‘—l—l k>

n 1 n—1 k —
—pourn>k,xn:2xj<ﬁ>:z% "

j=k Py P | iz T (n+1)(k+1)
Ces relations permettent de définir une suite = non nulle & condition de prendre

Tl 75 O e

(3) Siy € ImT, il existe z € FE tel que y = Tx. Donc, pour tout k > 1, xx = (k+ 1)yx — kyr_1,

ce qui entraine qu'il existe une constante K telle que |(k + 1)y — kyp—1| < K. ...........
Réciproquement , si 'on pose xy = yg et pour k > 1, z = (k + 1)y — kyr—1, la suite z est
bornée et VErIfIe T = 4. ..ottt
(4) L’application T' n’est pas surjective : en effet, il suffit de prendre y; = (—1)"‘, pour obtenir
[k + Dk — k1] = 2k 4+ Lo o
L’application T est injective car c’est la restriction d’'une application injective ! ..........

B. Quelques suites auxiliaires

(1) Supposons que o = 0. Alors, par définition de la suite «, ax_1 = 0 et par récurrence ag =0 :

CONETAAICTION. .« o ottt

(2) On a

donc

In|ag| — Injag_1| = —In

(-3
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(3) Si a < 0 alors la série aux différences » In|ag| — In|ag_1| est positive et divergente donc

limooln [ | 2 00 e e

—+
- . a ’ .
(4) Ecrivons In |ag| — In |ag—1| = ~ + wg, avec la série Y |wg| convergente.
Quitte a modifier un nombre fini de termes, on peut écrire

n

n n
1

Z(ln lag| —Injog_1]) = —az T Zwk =—alnn —ay +u, + W,

k=1 k=1 k=1
avec lim u, =0, lim W, =W.

n—-+40oo " n—+o00
Ainsi
1

In|oy| = In|ag| —ay + up + Wy, +1In <E> .

En composant par la fonction exponentielle, il existe une constante A; > 0 telle que pour n

grand
A
|an | ~ n_;

On remarquera que ce résultat reste valable quelque soit le signe de a.

A
(5) Onm sait que |aj_1| ~ |aj| et que |a;| ~ J—al
a) Vu que - ~ A17%7t et que a > 0 alors la série Y. ——— diverge donc, grace au
Jle] Jle—1]

théoreme de sommation des équivalents et a la comparaison série-intégrale, on a

k k . Al
Zy\a] y ZAM ~A1/0 2" o~ —
k
donc il existe Ay tel que J; T Ak

b) Par les deux résultats précédents, il existe une constante As telle que pour tout k& > 1,

QU] K A

1

(6) Posons z =1 — Y On sait que o = ~aj_1. Donc
J
1 oz
o1 ooy
et
1 1 1
— - = |z|= .
o5 Q1 Jlaj-1]
Ainsi, pour tout £ > 1
| Vie| < 12| |eUk| < Ag.

C. Détermination du spectre de T

(1) On sait que T n’est pas surjective. Donc 0 € o(T). De méme, 1 € o(T), car la suite

= (1,1, 1, ), VOrifle T = @ oo

(2) La vérification demandée est (quasi) immédiate... On sait que
(1 - )\) o = Yo

1k1

—Z%—Mck 1 =Yp-1, (k>2)
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On s’apercoit alors que

1 1 1\ 1
e —y— sy = 1+ (1= =) 2| 2.
T, 1+)\<yk1 Yk kl/k) [-i-( )\) k}xk

(3) a) Un calcul donne

1
T = ﬁ, (k>1)
1+(1- X)E
La suite x est donc égale a la suite ar.........oo i

1 A
b) Sia = Re <1 - X) < 0, on sait que |zg| ~ k—i La suite |z| n’est pas bornée et y n’a pas
d’antécédent dans F par T — AI, qui n’est pas surjective. ......... ... ...

(4) a) Les définitions des suites « et x donnent immédiatement, pour tout k > 1
x Th— 1yp—1 — 1
Tk i O e St

ap  op—1 A Qg ka1
La seconde relation s’obtient en sommant la relation précédente pour 1 < j < k et en
o
ST APEICEVAINE (UL —— = 0.« ettt ettt ettt 2
P que — =y

b) Une transformation d’Abel montre que

k k
N U (1 1 Yo Yk
Z(yjfl y])ajfl - jzlyj (aj ) + (%)) Clk’

j=1 -1
On a alors
|7k | < akyol + M|O¢ka| + | SE0)y Iyl + 4 Ui
Al Aag | [Al Al
Les résultats obtenus sur les suites o, U, V permettent de conclure que z € E.........

1
(5) Les deux dernieres questions montrent que si Re (1 - X) < 0, alors A € o(T) et que si

1
Re <1 - X) >0,alors A€ (1) oo

1
Donc A € o(T') entraine que Re (1 — X) < 0. On admet également que o(T") est un fermé de
C. Ainsi

a(T):{AeQ Re<1—§)<0}.

On sait également que 0 et 1 appartiennent a o (7).

. 1 1 a
Posons A = a + b # 0, Re(l—x> :Re(l_a—i—ib):l_m

Neo(T) e a®+b*<a

d’ou

ce qui représente 'extérieur du disque ouvert centré en 1/2, de rayon 1/2.................



