SPECIALE M’ : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

PARTIE 1

A2
I.1. Avec f(z,t) = e Plsinaz : f € H(R?) < {B - e
o =
posons ensuite o =n, § =n? :
sur Cr : f(0,¢) =0, f(m,t) =0 et pour x € [0, 7] : f(z,0) =sinnz...................

+oo
I.2. Comme |a, sin nz| < |a,| il y a convergence normale de E a, sinnz. Vuque z — a, sinnz

n=1
est continue alors ¢ est continue. . ........ ... ..
+o0
I.3. On prend ®(x,t) = Z ane” ™ sin na.
n=1
+oo
Z ane sin nz est normalement convergente sur Ry donc ® est continue par rapport a
n=1

_ 2 .
a. On pose ¢, (z,t) = a,e ™ sinnx, et on a

2
a(p" 2 —n2t _: a ¥n 4 —n2t - 8g0n —n2t
= —n"ane smnzx, 5 =n-ane SINNY, ——— = nape cosnx,
ot ot or
2 2
0" 2 n?t 0pn 3

.2
= —n’a,e " cosnz.

= —n‘a,e " 'sinnz,

0x? otox

Va > 0,t > a et x € [0, 7], on a la majoration

|+nfa,e " sin(nz + Ir/2)| < nfe ™% ay|

;. 2 ;. SR .
or la série 3" nFe " converge (n*n*e~""* — 0) donc les séries des dérivées partielles

convergent normalement pour ¢ > a :

0P 02® 0P 02°® 9*P
ot’ o2’ ox’ 0z’ Oxot

existent et sont continues pour ¢t > a,x € [0, 7] et par conséquent ® est de classe C?
sur cet ensemble et ceci quelque soit a > 0 = ® est de classe C? sur Rp..........

On vérifie aisément alors que L(®) =0sur Ry, ...,
b. Il est alors immédiat que : ®(0,t) = ®(m,t) = 0.
c. De méme pour ®(z,0) = ¢(z).

I.4. Le raisonnement fait ci-dessus n’utilise pas la borne T :
+00

d(x,t) = Z ane” " sin na

n=1

prolonge donc ®(x,t) surle 1/2 plant > 0.,
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PARTIE 11

Comme f est continue, elle atteint son maximum en un point (zg,%,) de R...........

Supposons zg €]0, [,y €]0,T] alors g—f(xo,to) = 0, g(:100,750) >0 (nulsit <T)et
x

ot
o2
—f(xo, to) > 0 ce qui est impossible (dans ce cas en effet, on a un minimum local) donc

Ox?
f atteint son maximum sur Cr. ...

a. On suppose donc, comme au 1, que f atteint son maximum en (xg,ty) ¢ Cr alors f.
vérifie les hypotheses du 1 (L(f.) = L(f) + 2¢ > 2¢). f. atteint alors son maximum

O T

b. On aura alors pour tout € > 0 :

fé(x€7t€) > fé(l'OatO) = f(l‘())t()) le f(l‘())t()) - f(l'.e’te) < 5(175 - .[L'O)2.
Or on sait par hypothese que f(zg,t9) > sup f(z,t) = f(z1,t1) (car Cp est com-
(z,t)eCr
pact). On en déduit que

fao,t0) < flae,to) +em® < flay, tr) + e’

1
ce qui est impossible des que € < —[f(wo,t0) — f(T1,t0)]- oo
7r

[ = gr,, vérifie les hypotheses du 2 or L(g) = 0 = f atteint son maximum sur Cps qui
est nul par hypothese donc ¢ < 0 sur Ryv. o ooooon oo

On procede de méme avec —¢g donc g = 0 sur Ry et par continuité, g = 0 sur Ry. ...
Soit ®; une fonction qui vérifie les propriétés a,b,c du I - 3 alors ® —®; = f +1ig ou f et

g sont a valeurs réelles : f et g vérifient les hypotheses du 3, elles sont donc nulles ..
(1 point seulement si on fait le raisonnement avec les fonctions réelles.)

PARTIE 111

> e AW e
On a e, (x,t) = e*e”t = g ' E — |- On peut effectuer le produit de
p: q:
p=0 q=0

Cauchy des 2 séries entieres sur C car le rayon de chacune d’elle est infini :

+00 n
ea(,t) = D Vala,t) =
n=0 ’

xPtd

avec V,(z,t) = n! Z —.
plq!

pt+2q=n
+oo rheind
P i0 : ; -

On écrit e(z,t,re’) = ZVn(x,t)T ;x,t et r fixés, la série est normalement

£ !

=0

convergente pour 6 € [0,27], on peut donc intégrer terme a terme l'expression :
e(z,t,re?)r e d’ott le résultat demandé............... ...,
Remarque : on peut aussi utiliser un développement en série de Fourier.
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Les fonctions

82
" O

[e(x,t, Tew)r’"e’"w] , 9 [e(x,t,rew)r’"e’"w]

ozr

[e(:c, t, Tew)r’"e’me}

ot
sont continues pour (z,t) € R? 6 € [0,2x], on peut dériver sous le signe [. La relation

L(V,) = 0 est alors immédiate. . ...

Pour n > on vérifie que :

oV oV
or = nVn,l, W = 77/(77/ — 1)Vn72-

f(0) = —2tr? cos? @ + xr cos O + tr? est un polynome du 2'°"¢ degré en cos @ qui s’écrit

2

2
—2tr? cos? 0 + xrcos O + tr? = tr® + % — 2t (T cosf — %)

2

donc fr(0) < oo Ftr2

8t

n/2
Par une étude de fonction élémentaire, on trouve : 1n£ g(r) = (—) (obtenu pour
r> n

Pour tout » > 0, on a d'une part :

n!
Va(z, )] < = / O,
2w J,

2

D’autre part, f,.(6) < g +tr? donc : |V, (z, —t)| < nle”/3g(r) (pour tout r > O);....

L’inégalité est vérifiée en particulier pour r = donc

R|=

9et n/2
|Vi(@, —t)| < nle/® (i) .
n

P 2n P4
5 = ( '> t" + (2n)! > — 7 mais la 2ieme guantité est
p+2¢=2n P-4 n: p+2q=2np>1 P°¢

positive car z est élevé a une puissance paire, donc

Van(z,1) = (2n)!

(2n)!

Von(z,t) > oy T

Le méme genre de raisonnement s’applique pour montrer que :

2n+1)!
“/2n+1(x7t>| = |x‘Tt :
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PARTIE IV

+o0
IV.1. Comme la série Z a,Vp(xo,t9) est convergente, la suite |a,V,,(zo,to)| est bornée par M.
n=0
On a alors
e Sin=2p:

(2p)! dpto\” pt (4’
M > |agyVap(xo, to)| = |azy| o ty = |az)| e S M@ B

b SR 5 G (2

Apto \" o
|agy| Y €St MAJOTEC. . .o\ttt

or

eSin=2p+1:
| < M p!
a < T ——
T Jaltg (2p + 1)!
et le IT1.5 implique :
22p+ Do\ 2 Ml 22p+1)]17F  pl
|a2p+1|(7> < M”40 4, —[ } |
e || e (2p+ 1)!
Cherchons I'équivalent de A,
! <2p+ 1) (p/e)"/2mp
: e ((2p +1)/e)2t1y/27(2p + 1)
(2p)P e _ e
Cp+1)p\V2p+1 "V 2p+1
2(2p+ 1)to\ 7
2
A, tendant vers 0, la suite |agp1| (M) est bornée c.q.f.d. ...
e

oIt n/2
IV.2. Si on appelle K un majorant de (H) a, alors :
e

lanVa (2, )] < |an] (%‘ﬂ)nﬂn!exp (%) (I11.4)
<K (ﬁo)mmem <8\t|) <2€\t|) )
can () (5) o () = v () oo () =

+oo +o0
La régle de d’Alembert permet d’affirmer que la série Z a, converge donc Z a, Vi, (z,t)
n=0 n=0
converge absolument dans U_. ... ... . . i
+oo
Montrons que : ZanVn(x, t) e HU™)
n=0

On a

s (4 o ) 5) (25
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|t| n/2 ' 400 aVn
d'ot : a,n|Vy_1(z,t)| < K'n [ — et pour —ty < —a <t < 0 la série Zan—(:c,t)
to —~ " Oz

converge normalement ; on démontrerait de méme qu’il y a convergence normale des séries
de terme général

a %(x t),a %(x t),a %(x t)a %(x t)
n ax2 ) Y n at Y 9 n at2 Y naxat )
pour en conclure que
+o0o
S a,Va(a,t)€ HU).
n=0
oo 1 (z—1)?
IV.3. Calculons I = %6_ 7 e¥*dy (intégrale convergente car y?k(z — y,t)e¥* — O).
Posons u = H, dy = 2v/tdu, yz = 2v/tzu + xz alors :
2Vt
+oo +oo
I = 2/ €—u2+2\/izu+mzdu — 26a:z+tz2 / 6_(u_\/gz)2du _ 2\/7_T62x+z2t
SOIE O = 2 T et
IV.4. 11 suffit de développer en série entiere les 2 fonctions de z écrites dans 1'égalité ci-dessus
et d’utiliser I'unicité d’'un D.S.E. :
Soit a > 0 et f(y, z) = k(z — y,t)e¥* € C(R%,R), pour |z] < a :
o |f(y,2)] < k(x —y,t)ell* = p(y) onl ¢ est continue et intégrable sur R.
0
o a—f(y, 2)| = lyk(z —y,t)e¥?| < |y|k(z—y, t)elVl® = 9 (y) ol ) est continue et intégrable
z
sur R.
On peut alors appliquer le théoreme de Lebesgue de dérivation sous le signe intégral (cf.
+o0
théoreme 6.52 page 270 a la fonction F(z) = / k(x —y,t)e’*dy qui est dérivable sur
R. -
F est méme indéfiniment dérivable (en faisant le méme genre de raisonnement) avec
+oo
FM(z) = / yk(y — x,t)e*dy.
En écrivant d’autre part le développement en série entiere de F(z) = exp(zx + 2%t)2\/7
ona: FO(0)=2y/aVu(z,t) c.qfd.. oo
1 2(1 — 4At) — 2 2
IV.5. y — k(x — y,t)eAy2 = —exp Y ( ) 2wyt est intégrable pour t €]0, T4[
NG 4t
1
A = e 2
avec Tp =
2 Az? [T (VI —4Aty — Az /1 —4A1)? | 1 — 4At
Fa(z,t) = exp exp | — dy
V1 —4At 1 —4At | At 2Vt

24/ 2 A
d’ou Fy(x,t) = ex
Al = A P T 1A
derniere Intégrale. . ... ... ..

en faisant un changement de variable dans la
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IV.6.
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La fonction g,(y) = y"e~ 4 est paire ou impaire, il suffit donc de 1’étudier sur [0, +o00]
pour déterminer sup |g,(y)|.
yeR

Apres calculs et un tableau de variations, on obtient :
n n/2
sup |gy, =|— . 1
s lon(v)] = (5,)

Comme V,, est un polynome en x et ¢t dont les coefficients positifs, on obtient alors :

(V)] < Vi(J], [ e

Supposons alors x et t positifs :

Vot = 5= [ ey thrdy < 5 / "k - w0yl

e ) < () e 2
S o7 \2eA 2¢A Vi—dAl P1-dAt
1 — 441

> 0 (lorsque A €]0, £[, 6 €]0, 400[), donc

oan\"? (t 4 6) % x?

Pour terminer, on choisit § > 0 tel que |t| +J <y et on a

t )=
et on pose 1A

n/2 n/2 2 n/2 1/2 2

e 2n nt1 1 x lt| + 0 [t| + 0 x

< R  — o 2 — — = [S B B — —_—
[anVa] < (Qnto) ( e ) (It +0) = —=exp 35 ( o ) ( 5 P75

Iv.7.

(en utilisant la majoration de a, du IV.1). Or le dernier terme est le terme général d'une

SETIE COMVETZEIEE. . . ottt et ettt ettt e et e e e e e e
De méme les séries de terme général :

annVy_1,ann(n — 1)V, o9, apn(n — 1)(n — 2)V,—3, apn(n —1)(n —2)(n — 3)V,_4
sont normalement convergentes sur [—a,+a] ou a < t, donc on peut conclure que la
somme de la série est de classe C? dans U et qu’elle appartient & H(U). .............

On pourra effectivement définir la notion de bande de convergence pour les séries du type
+oo

(S) en cherchant la plus grande valeur de ¢, telle que la série Z a,Vy,(z,t9) converge, sa
n=0
somme appartenant & H(U). ...

Pour calculer la largeur de cette bande, on remarque que la propriété qui nous a ef-

Int n/2
fectivement servi dans ce IV est que dM (ﬂ) a
e

‘ e 1 2/n
tO :TLEIi]I}LE#O % (a/_) ............................................................

< M d’ou l'idée de prendre

n

2/n

e (M

(cette quantité est la méme que I\111r1f 0% (—> car lim M¥" =1).
neN,an n



