SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

PARTIE I

Quelques propriétés de ['exponentielle de matrice

I.1. a. C’est un résultat du cours, la série converge absolument car, par récurrence, on a

AF Al
% < % terme général d'une série convergente de somme el4l. Comme M,,(R)

est complet en tant qu’espace vectoriel normé de dimension finie sur R, cette série
670 117 = c TP
LA [IA]* NoAR| & Al
< — < race
KOS TR Lo S 2T
a 'inégalité triangulaire. Comme chacune de ces quantités admet une limite en +o0,
on a bien, vu la continuité de la norme,

| exp Al| < exp [|A][.
N Ak N Ak
|

c. On écrit B> — = > B— et comme le produit matriciel est continu, on peut
=0

—o k! k!
k=0 =
prendre la limite de part et d’autre de cette égalité. Conclusion :

+o0o
BeXpA:Z%BAk.
k=0

Si Ay = PAy;P~! alors on sait que A¥ = PASP~! d’ol, par continuité du produit

et on

b. En reprenant 'inégalité ci-dessus,

matriciel
exp A = Z Pk—!zpfl = Pexp Ay P!
k=0
donc exp Ay et exp A sont semblables. ... ...
e 0 O
I.2. On a immédiatement expD = |0 e* 0 |. ... @
0 0 ¢

On remarque ensuite que £ = 0 d’olt
1 11
expF=L+F+-F*=D=[01
2 00

Enfin, comme E = exp F.D.exp(—F) on a

e
e bt
exp E =exp F.exp D.exp(—F) = 0 o2 2 JER 2
0

Vu que exp(—F') # I3, exp E # exp F.exp D.
Conclusion : F' et D ne commutent pas et exp(F + D) = exp E # exp F.exp D ; on a un

COMETE-EXEINPIE. ..ot
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I.3. a. La série donnant fa(z) converge normalement sur tout intervalle [—a,a] de R, sa

1.4.

somme définit bien une fonction continue de R dans M, (R). ...................

On pouvait aussi utiliser la composée des deux applications continues : =z — zA et
B — exp B.

. On peut effectivement intégrer terme a terme grace a la convergence normale. ..

On aura alors :

+oo Ak+1 k+1

+o0
/fA t)dt = AZ/ —Akdt k:OW:fA(x)—]n.

En réécrivant cette égalité on a fa(z) = I, + A/ fa(t)dt, ce qui permet d’affirmer

0
que fa est dérivable (car f4 est continue et l'intégrale d’une fonction continue est

dérivable) et que fi(x) = Afa(z). oo
Par une récurrence immédiate, on prouve alors que f est de classe C" pour tout n et
que f,Exn) () = A" fa(). oo m

. Un calcul rapide nous donne (Cp)?" = (=1)"0?"I5 et (Cp)*"™! = (=1)"6?*"*1J, on

Jo = (_01 (1)), on aura alors

WAL i N g2n+1
—(C)k = - —J
;; 710 ;O( @n)! 2+Z e

ce qui donne, par passage a la limite (toutes les quantités écrites ci-dessus ont une
limite) :

_ cosf) sind

matrice de la rotation —6.
On peut tout de suite conclure que I'application A — exp A de M,,(R) dans M,,(R)

n’est pas injective. En effet, pour n > 3, il suffit de prendre Ay = (009 8), dans ce
exp(C, 0
cas exp(4y) = ( pé 2 I ) et exp(Apior) =exp(Ag). oo
n—2
+oo 1
. exp(A) — I, peut s’écrire A(I,, + Sa) avec Sy = Z A’g L
d’ou
400 1 400 a’“
S < A k—1 — o
I5all < 3 74P =3
k=2 k=1
+o0 ak
<D el
k=1
ot on a posé a = ||Al|. Comme e’ —1 < 1 pour ¢ < In2, on en déduit 'existence d’un
réel @« =1In2 > 0 tel que |A|| < a implique || Sal| < 1. oo
. La encore, c’est un résultat du cours. .......... . .

.SiexpM = I, on a M(I, + Sy) = 0 et comme ||Sy|| < «, la matrice I, + Sy, est

inversible et donc M = 0. La réciproque est immédiate car expO0=1,. ..........
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I.5. a. Comme g, est une fonction polynomiale en x, elle est bien entendu dérivable. .. .
On a alors gj(z) = H, puis, comme gx(z) = (B + vH)gx_1(z), on en déduit que
9r(2) = Hge1(x) + (B + 2H)g_(x), d'on

gy(x) = H(B+axH)+(B+zH)H, ¢4(z) = H(B+zH)*+(B+xH)H(B+xzH)+(B+xH)*H

et, par une récurrence immédiate :
k
gi(x) =Y (B+aH)""H(B + zH)" ",
h=1

b. On a
k

gk (= Z (BN + 2 H D) LA BY + 2| H )" = kI HIL Bl + = HI)*

=1

pour z > 0. On utilise alors I'inégalité des accroissements finis :

I(B + H)" = B*|| < kI H||.(IBIl + | H[)*".
1 +00 k;Ak; +00 kAk+2
I.6. a. Comme T(A,z) = = | > ‘ = > T2 est la somme d'une série de fonc-
? \i=p k! i=o (k +2)!
tions continues qui converge normalement sur tout intervalle [—a, a]. = +— T(A, x) se
1
prolonge bien par continuité en 0 en posant T'(A4,0) = §A2. .....................

I suffit d’utiliser la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 2, appliquée a la
fonction f4(z) = exp(zA). On a exp(zA) = I, + zA + 1> A? fol(l — t)exp(tzA)dt,

d’ott T(A, z) = A? fol(l —t)exp(tzA)dt ...
et

1 1
IT(A, 2] < AP / (1 — O)lleap(tz)]] dt < || A / (1 — t) exp(ta] A]) dt
1
1
< 1A / (1~ 1) exp(a Al d = L AJP exp(z]A])
0
b. O lA—lT Al —I—I—lAt lA k— A dot
- Onaexp | 12 ) =IntpAet (exp| = exp ou
1 \* 1 1 1\ \* 1 K
<["+EA) —expA = (eXp (EA) —ET (A k)) — (eXp (EA)) )

1 1 1
Avec B = exp (EA) et H=——=T (A E) alors, la formule du I.5.b. donne

k2
1 \" 1 1 1 1 I\ 15!
I.+-A) —expAll<=||T (A4 = —|lA —lr(A =
(1 3a) —ewal < g (ag)| [ (1) + [ (4.2
1 1 1 ) ot
ﬁHAH exp EHAH exp EHAH 2kQHAH exp —HAH

1 1 k—1 N
plarzess (p1an) e (Sl [1+ gl

1 ) ) k—1
AP oAl |1+ glal]

N

l

N

N

N
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En prenant le logarithme, on prouve facilement que kl_{rfoo (1 + 2—]€2HAH2)I€ 1 =1
d’out 'on déduit :
1 \*
k1—1>I-Poo (In + EA) —exp A
1 \*
ce qui donne kErJPoo (In + EA = XD A

Remarque : 11 est beaucoup plus facile de prouver ce résultat en utilisant une conver-
gence normale comme on a pu le faire en cours...

c. A det A est une fonction polynomiale des a;;, elle est donc continue. .........
Ensuite, vu que 'application X — det X est continue

. 1" 1 \*
det exp(A) = det Jm (In + EA) = Jim_det (In + EA)

k—+o00

1 1\\*
= lim (1 + Z Tr(A) + O (kz)) = exp(Tr(A)) (prendre le log).
On en déduit que detexp(A) = exp(Tr(A)) ..o

1.7. a. Avec l'égalité exp(zM) = I, + M + 2*T (M, x) appliquée & A et B on obtient
U(A,B;z) =T(A,x)+ T(B,z) + AB + 2[AT(B,z) + T(A, 2)B] + 2°T(A, 2)T(B, x)

et, comme toutes les quantités du membre de gauche ont une limite en 0, on peut
passer a la limite lorsque x — 0 :

lim U(A, B;z) = lim T(A, ) + lim T(B, z) + AB = —(A2 + B?) + AB.

z—0

Pour terminer on applique la formule de Taylor avec le reste intégral a la fonction
g(t) = exp(tzA)exp(txB) a Pordre 2 d’olt, comme ¢'(t) = x[Ae®Ae*B 4 etoA BetrB]
et g”(t) — 33'2 [AQeta:Aeta:B + 2AetxABeth + B2eterth]

1
gt)=1+x(A+ B) + x2/ (1 —t)[A%e! "B 1 2 Ac!*ABel*P 1 B2e!*Act*B] dt
0

et en conclusion

|U(A, B; z)| < =(||A|| + || B]|)2e=IAIHIED

l\')ll—

b. On écrit que
1\1* 1 k
Py = { k:(A+B)+ kQU(A,B;E)} — [In—i—E(A-I—B)]

1 1
et, en appliquant l'inégalité du I.5.b. a [,,+— (A—I—B) ala place de B et 2 —U (A, B; —)

k
:|k1

1
Py tend alors vers 0 car il est majoré par un O (E) ...........................

k
a la place de H, on obtient

1

1 1 1
7 < o (amig) | |1+ 7041+ 150 + :

U(A, B;




11.1.

11.2.

11.3.

11.4.
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c. On a alors immédiatement :

k
Qr = (exp (%A) . exp (%B)) — exp(A + B).
PARTIE I1

Groupes a un paramétre

On sait déja que f4 est continue de R dans M, (R) (I.3.a.). Comme zA et yA commutent,
ona fa(r+y) =exp(xA+ yA) = exp(zA).exp(yA) = fa(x).fa(y). 1l suffit de prouver
que fa(R) C GL,(R) pour conclure.

Or f4(0) = I, et fa(z).fa(—x) = I, ce qui prouve que fa(x) est inversible pour tout x
de R.
fa est bien un morphisme continu du groupe additif (R, +) dans GL,(R).

Conclusion : f4(R) est un groupe & un parametre. .................c.ooeoeeeeeeaen..

On sait que O"(2) = {ry,0 € R} ol 7y désigne la rotation vectorielle d’angle 6. Si on

prend A = (_01 (1]> alors le 1.4. nous permet d’affirmer que fa(R) = O%(2) et donc

O7(2) est un groupe & Un Parametre. .................oeereeiiiieiiie e,

(2?2 —a?)? silz| <a

On définit h,(z) = . C’est une fonction positive, de classe C' sur

0 si|z] >«

R, nulle en dehors de I'intervalle [—«, a] (le seul probleme de dérivabilité se pose a priori

pour |z| = «). On pose [ :/ h(t)dt > 0.

ha .
La fonction g, = T répond a la question. ........ .. ...

Les fonctions g, et g, sont continues sur [—a, a] donc uniformément continues sur cette
intervalle. Comme elles sont nulles en dehors de cet intervalle, elles sont uniformément

COMBINUES SUT R .o e

a. En développant I'expression polynomiale de g, on arrive a une expression du genre

Y(t)=> t* /t_ aCIDk(u) du

ol les fonctions @ sont continues. Ceci permet d’affirmer que v (t) est de classe C*
comme somme et produit de fonctions de classe C. ....... ... ... .. ... ...
b. Ona [t—a,t+a] C [—ty—a, to+a] et go(t—u) = 0 pour u € [—tg—a, t—a]U[t+a, to+af

donc
t+a to+a
W(t) = /t Jalt — u)®(u) du = / Galt — u)®(u) du.

—a —to—«a
c. Si on change u en t — u dans la derniere intégrale, on obtient

bit) = / " ga(u)@(t — u) du

—

et comme O(t —u) = O(t)P(—u) = ¢(—u+1t) = ¢(—u)P(¢) on en déduit
Y(t) = M, ®(t) = B(t).M,.
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I1.5. a.
b
c

I1.6. a.
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Vu que ¢(0) = I, et que / go(u) du =1 alors

—Q

M, —1I, = /a G () [®(—u) — ®(0)] du.

—Q

Comme @ est continue en 0, on sait que sup | P(u) — P(u)|| = e(«) tend vers 0
u€[—a,q]
quand « tend vers 0.

A Taide de I'inégalité de la norme, on obtient

et donc im M, = L, oo oo

a—0

. Comme lir% M, = I, il existe § > 0 tel que 0 < a < 3 entraine ||M, — [,,|| < 1 et,

en écrivant M, = I, + (M, — I,,) et en utilisant le résultat du [.4.c., on en déduit que
M, est inversible pour o €]0, B, ..ot

On peut plus simplement utiliser la continuité du déterminant.

. Pour « €]0, [, ®(t) = (M,) *4(t) donc ® est contintiment dérivable. ...........

On dérive par rapport & u la relation ®(t + u) = ®(t).®(u) (® est de classe C'), on
obtient

Q' (t+u) = ()P (u)
et, avec u =0,

(1) = B(£)P'(0) = P (0)B(t) = P(t)A = AD(2).

. Q(t) est de classe C', Q(0) = I,,. Or

Qt) = d'(t)e ™ — d(t)Ae ™ =0
donc Q est constante et ®(£) = €. .



