SPECIALE MP* : DEVOIR SURVEILLE

Notations et rappels :

(1) L’expression "série entiere” signifiera ”série entiere a coefficients complexes”.

(2) Pour tout (a, R) € CxR, on note D(a; R) 1’ensemble des nombres complexes z tels que
|z —al < R.

(3) On notera C(R/Z) (respectivement, C(R*/Z?)) '’ensemble des fonctions continues f de
R vers C (respectivement, de R? vers C?) telles que pour tout (z,n) appartenant & RxZ
(respectivement & R?xZ?) on ait :

f(a+n) = f(a).

(4) Soit n un entier > 1 et soit F' une fonction continue de [0, 1]* vers C.
On admettra que 'on définit par recurrence sur 1’entier k € {0,...,n — 1} une suite de
fonctions continues G, : [0,1]""% — C en posant :

1
GOIF, Gk(xl,...,xn,k) I/ kal(l'l,...,l'n,k,t)dt
0

et I’on posera

1 1 1
/ / F(xl,...,xn)dxl...dxn:/ Gp-1(t)dt.
0 0 0

On admettra de plus que, pour toute permutation o de [1,n], on a

1 1 1 1
/ / F(x(,(l),...,xa(n))dxl...dxn:/ / F(zy,...,2,)dx ... dz,
0 0 0 0

Ces énoncés étendent aux fonctions de n variables la definition et les propriétés des
intégrales doubles et triples.

(5) On admettra 'inégalité suivante :
Si A = ()¢ )en,q2 est une matrice complexe a d lignes et d colonnes. on a

(357)

PREMIERE PARTIE

d
| det AJ* <

J

I.1. On dit qu’une application f de C vers C est une fonction entiere s’il existe une série
+00

entiere Y a,z" de rayon de convergence infini telle que
n=0
+00
VzeC, f(z) = Zanz".
n=0

a. Soit f : C — C une fonction entiére et soit a € C.

Montrer que, pour tout R € R% et tout z € D(a; R), on a

R e2m’9

f(z) = /01 fla+ R ————df

a+ Re? 0 —y "
1
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(On pourra commencer par montrer que, pour tout k& € N et tout w € C tel que

|lw| < 1, on a
1 e2m’k9
| g o=t
0 1 — e—2mi0 4

g :2€Cw f(z+a)eC

. Montrer que la fonction

est une fonction entiere.

. Montrer que, si f n’est pas identiquement nulle, alors il existe un entier n € N et une

fonction entiere f telle que

fla) #0 et VzeC, f(2)=(2—a)"f(2).

. Montrer que, si f n’est pas identiquement nulle, alors pour toute partie compacte K

de C, 'ensemble
{ze K| [f(z) =0}
est fini.
+o00

. Soit R € R et soit ) b,2" une série entiere dont le rayon de convergence est supérieur

n=0
ou égal R.
+00
Montrer que pour A € C, il existe une unique série entiere »_ a,z" de rayon de
n=0

(o]

convergence supérieur ou égal a R telle que, si I'on pose, pour tout z € D(0; R),

+00 +o0 400
A(Z) = Zanzn’ A/(Z) — Znanznfl et B(Z) — anzn,
n=0 n=1 n=0
alors on ait

vz € D(0: R), A'(z) = B(z)A(z) et A(0) = A,

(On pourra exprimer ces conditions sous forme de relations entre les coefficients
(an)nen €t (bn)nen puis montrer que ces relations déterminent uniquement (a,)nen
et que, si (C,r) € (R*)? sont tels que

Vn e N*, |b] < Cr ™,

alors on a

- Cr—1
Vi e N*, |an] < |/\|r_”H(1+ TZ, ).)

i=1

“+o00o
. Montrer que pour toute série entiere f(z) = > f,z" de rayon de convergence supérieur
n=0
+oo
ou égal a R, il existe une unique série entiere g(z) = > g,2" de rayon de convergence
n=0

supérieur ou égal R telle que

Vz € 13(0; R), g(z) =@

—+00

I.3. Soit R € R et soit f(z) = > f,2" une série entiere de rayon de convergence supérieur

n=0

ou égal a R telle que Vz € B(O; R), f(z) #0.
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a. On pose, pour tout (r,6) € [0, R[xXR,
F(r,0) = f(re*).

Montrer que F est une fonction continue sur [0, R[xR et de classe C* sur ]0, R[xR et
que
OF i OF
0 R,
V(r,0) €]0, R[xR, r— o 590

b. Montrer qu’il existe une suite (B,),ez de fonctions continues de [0, R[ vers R,
dérivables sur |0, R| telles que

(r,0) + ——(r,0) = 0.

1 27rin6’
Y(r,0) € [0, R[xR, o d) = Jim Z B,( .

Quelle équation différentielle la fonction B,, verifie-t-elle 7
+oo
c. Montrer qu'il existe une unique série entiere g(z) = > g,2" de rayon de convergence

n=0
supérieur ou égal a R telle que

Vz € D(0; R), f(2)g(2) = L.
d. Montrer que, pour tout a € C tel que e* = f(0), il existe une unique série entiere
+o0o

h(z) = > h,z" de rayon de convergence supérieur ou égal a R telle que
n=0

h(0)=a etque Vze lO)(O; R), ") = f(2).
DEUXIEME PARTIE

I1.1. Pour tout h € C(R?/Z?) et tout ¢ € C(R/Z), on pose

Kin(p) xERH/ (z,y)e(y)dy € C.

a. Verifier que 'on définit ainsi un endomorphisme K de I'espace vectoriel C(R/Z).
b. Dans la suite de cette partie, on désigne par f un élément de C(R?/Z?). Pour tout
n € N*, on définit une fonction A" f : R*® — C en posant

Anf(l'l, e Ty Yty .- 7yn) = det(f(:cz, yj))(iyj)e[[17n]]2.

Majorer |A"f(x1, ..., Zn,Y1,---,Yn)| en termes de n et de  sup | f(x,y)|.
(z,y)€[0,1]?
c. Montrer que la série

400 1 1
1 n
1_'_25\/0\/()Af(tlaatnatb?tn)dtldtn
n=1

converge. On notera sa somme D(f).
Montrer que, pour tout (z,y) € R?, la série

+00 1 1
1
f(%y)—F g E\/ / AnJrlf(l',tl,,tn,y,tl,,tn)dtldtn
n=1+v0 0

converge et que sa somme m(z,y) définit une fonction de (z,y) € R? qui appartient

A C(R?/Z2).
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d. Etablir les identités suivantes, pour tout (z,y) € R

me+Afuwm@ww=Dmﬂaw

M%@+AWWWM@M&=Dmﬂ%w

e. Montrer que lorsque D(f) # 0, Id +K est un endomorphisme bijectif de C(R/Z) et
que 'endomorphisme (Id +K;)~' —Id est de la forme K., ou e désigne un element de
C(R?/Z?) que T'on explicitera.

I1.2. a. Montrer que la fonction
A :zeCw— D(zf)eC

est une fonction entiere.
b. Montrer que la restriction de A a R admet comme dérivée en 1

A1) = /01 m(z, z) de.

Montrer aussi que, si D(f) # 0, alors I'application (Id4+K;)~! o Ky est de la forme
K,, on o € C(R?*/Z?), et 'on a

A /01 o(z, ) dz.

I1.3. a. Montrer qu’il existe une fonction I € C(R/Z) telle que I(0) = 0 et que, pour tout
élément 1 de K;(C(R/Z)), il existe C' € Ry tel que

Vr € R, |p(x) =9 (0)] < CI(x).

b. Montrer que I'application Ky n’est pas surjective.

c. On appelle spectre de Ky, et on note Sp Ky la partie de C formée des nombres com-
plexes A tel que I'endomorphisme AId —K; de I'espace vectoriel C(R/Z) ne soit pas
bijectif.

Montrer que Sp K¢ est une partie compacte de C.

TROISIEME PARTIE

Soit ‘H un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire hermitien < .,. >. On note
|.]| la norme sur H associée et L£(H) 'algebre des applications linéaires continues de 'espace
vectoriel normé (H, ||.||) dans lui-méme. Pour tout 7" € L(H), on pose

Tl = sup ||Tull ot u € K.

f[ull<1

I11.1. On appelle £!(H) I'ensemble des applications linéaires T' de H vers H telles qu’il existe
deux suites (U )nen €t (Vn)nen d’éléments de H satisfaisant aux conditions suivantes :

+oo
(Tr 1) D Muall-ffoal < 400
n=0
N
(Tr 2) Vv e 'H, Nl_IH_IOOHTU—Z<un,U>UnH:0

n=0
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Pour tout T € L!(H), on désigne par ||T||; la borne inférieure de 1'ensemble suivant :
+oo
{Z ]l llvnll | (n)nen et (vn)nen satisfont & (Tr 1) et (Tr 2)} .
n=0
a. Montrer que Pensemble £!(H) est un sous-espace vectoriel de £(H) et que 1'on a

VT e L1(H), 171 < 1711

b. Montrer que ||.||; est une norme sur £*(H).
c. Montrer que, pour tout (7,7") € L(H)xL'(H), on a

ToT € LY(H) et ||T o Tl < [[|TI[IT"])1.

ITI.2. On suppose maintenant qu’il existe une suite orthonormale (ex)ren de vecteurs de H telle
que

+oo
Yo eH, |jv|* = Z| < epv> %
k=0

a. Montrer que, pour tout (v, vy) € H?, on a

+oo
Z\ <eg,vr > || <ep,va>| <400
k=0
et
“+o0o
< V1,V >= Z < €k, >. < €,Uy > .
k=0

b. Soit T € L (H) et soient (uy,)nen €t (vp)nen deux suites de vecteurs de H satisfaisant
aux conditions (Tr 1) et (Tr 2). Montrer que

400

Z| < Upy Uy, > | < +00
n=0

—+o00
D I <erTe,>| < +oo
k=0

“+00 “+00
Z<un,vn >:Z<6k,T€k > .
n=0 k=0

On notera TrT" la valeur commune des deux membres de cette égalité. Verifier qu’elle
ne dépend que de T', et non pas du choix des (u,,)nen €t (V,)nen, ni de celui de (e )ken-
c. Comparer | TrT| et ||T||;. Les normes ||.||; et |||.||| sur £1(H) sont-elles équivalentes ?

IT1.3. On suppose dans la suite de cette partie que H = C(R/Z) et que

<f.q >:/O F()g(t)dt.

a. Verifier que les hypotheses de la question ITI.2. sont satisfaites.

0f(x.y) D f(x,y)
dy Oy?

b. Soit f un élément de C(R?/Z?) tel que les dérivées partielles

existent et définissent des fonctions continues de (z,y) € R2.
Montrer que Ky appartient & L'(H) et que

Tr Ky = /1f(:c,x)dx.
0
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(On pourra considérer les fonctions f,, € C(R/Z) définies par

ful) = / e £z y) dy)

. Montrer que, si 'on pose As(2) = D(zf) pour tout z € C (cf. I.2.a.) et si'on note
A’ (t) la dérivée en un point ¢ € R de la restriction a R de Ay, alors on a

Ay(t) 1

vVt € R, Af(t)#(]:} — :Tr[(1d+th) OKf].

Af(t)
. Que dire de D(f) lorsque Id +K est un endomorphisme de C(R/Z) inversible dans
LIC(R/Z)) 7
. Montrer que, pour tout n € N*, K} appartient a LY(H) et que le rayon de convergence
R de la série entiere

+oo _
(—1)!
Tr(K™) 2"

est strictement positif. Pour tout z € D(0; R), on note T (2) la somme de cette série.
. Montrer que

Vz € lo?((); R), "1 = Ay(2).

. On note %K s la partie de C formée des nombres complexes A tels que
I'endomorphisme AId —K; de C(R/Z) ne soit pas inversible dans £(C(R/Z)). Ex-

primer R en fonction de SpKj.

I11.4. Soit ¢ un élément de C(R/Z) de classe C* et soit f la fonction de C(R?/Z?) définie par
fz,y) = oz —y).
a. Exprimer Tr K} au moyen des coefficients de Fourier

1
o(k) = / e ke o (x)dr, k € Z.
0

b. Etablir, pour tout z € C, 'égalité suivante :

lim (1+ 2p(k)) = Ag(2).

N—+o0
k=—N

Ce résultat peut-il s’étendre a des fonctions ¢ € C(R/Z) qui ne sont pas de classe C2.



