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PREMIERE PARTIE

eQikﬂG

I.1. a. Soit p(0) = alors, comme |w| < 1,

1 — we—2im8’
+oo

Ok (9) _ Z wnGQiﬂ(kfn)O
n=0

est une série normalement convergente pour € € [0, 1] et, en intégrant terme a terme sur

[0, 1], on obtient :
1
/0 ©r(0)do = w”.

2t ot 0 < r < R et t € R. En utilisant le résultat prouvé et la

On pose alors z = a + re
formule du binéme, on a :

1 2im\n

R .

/ (a +’r € ) do = (a + re2z7rt)n'
0 1 — —e2im(t—0)

R

Ensuite on écrit

2ind Re2imt too 2ind Re2imt

i _ imO\n

f(a+ Re )—a—l—Re?Wg—z —Zoan(a—i—Re ) Py T
n—=

] Re2i779 R
2imh\n _
anla + Re™) a + Re2im0 — » R—|a— 2|

d’une série convergente donc on peut intégrer terme a terme de 0 a 1 la relation ci-dessus

Or < anl|(Jal + R)™ qui est le terme général

d’ou
1 vt Re2imd +oo vt
/0 flat+ Re™)—promg— d0 =} an(a+re™™)" = f(2).
n=0
b. Si on remplace z par a + z dans la relation ci-dessus, on a
1 0ind Re2imt

Si on choisit |z| < R alors
_Re¥™ S Z\" —2imno
Reme_z_z R €

n=0

donne une série normalement convergente pour 6 € [0, 1] que l'on integre sur [0, 1] :
g(z) - Jf <i /1 f(a+ Re2i7r9)672i7r9 d@) P
n=0 BT 0
pour tout R > 0. Comme on a unicité du développement en série entiere, le coefficient de
z™ dans la série ci-dessus ne dépend pas de R. Le rayon de cette série est bien infini, ce qui

Prouve le résultat. . ... ..o e
c. Si f n’est pas nulle, g non plus et dans le développement en série entiere de g, il existe un

terme non nul. On note n l'indice du premier terme non nul, dans ce cas, g(z) = 2"g(z)
avec §(0) # 0, g étant la somme d’une série entiére de rayon de convergence infini. Il suffit

alors de Poser f(2) = G(2 = @)er v oo



I.2.

SPECIALE MP* : DEVOIR SURVEILLE

d. Si a est un zéro de f alors, vu le résultat précédent, il existe un disque ouvert D(a,r) dans

lequel f n’a pas d’autre 0. Les zéros de f sont isolés donc il n’y a qu’un nombre fini de zéros
de f dans tout compact.

On utilise alors Bolzano-Weierstrass en faisant une démonstration par ’absurde.

On suppose qu’il existe une infinité d’éléments de K, tous distincts, annulant f. On sait

alors que l’on peut en extraire une suite convergente, i.e. il existe (z,) € KY, lim x, = z.
Y n Y n
n—-+4oo

Par continuité, on a f(x) = 0 or x n’est pas un point isolé car il y a une infinité de z,, dans
tout voisinage, ce qui fournit une contradiction. ............. ... .. i i

. Prouvons tout d’abord 1'unicité :

En écrivant le produit de Cauchy de B par A on obtient les égalités :

1 n
a = — apbn—i et ap = A 1
n+1 n+ 1 Z kUn—k 0 ( )
k=0
Ces relations permettent de prouver 'unicité par récurrence............................
“+o00o
Si r < R alors |b,|r™ < > |bg|r* = C qui converge, on a bien le premier résultat. .....
k=0

Prouvons maintenant par récurrence que Vn € N*,

u Cr—1
< -n 1 - . 2
aal < e T (14 ) )

i=1

C Cr—1
Pour n =1 : |a1| = |aoh| < \)\\? =Al.r7i(1+ rl ).

On fait I’hypothese de récurrence
0<k<n, |apgr®| <|NPL(CF)
k
X -1 X
u Pp(X) = 1 = Py (X)=1.
ou Py (X) H<+ ) <z>’ 0(X)

i
i=1
A Tordre n + 1, on a

3

Q

3
3

r
n—i—lk:

‘an+1rn+1’ <

o
B
Il

o

11 suffit donc de prouver que

X n
T2 PO = Q)

PnJrl(X) = n

Cette derniére propriété se prouve par une récurrence triviale.
En effet, elle est vraie pour n = 0.

X n=1
Si— > Pp(X) = P,(X) alors
" k=0

X n X . , .
i ZPk(X) = 1Pn(X) + N—HP"(X) en appliquant 'hyp. de réc.

k=0
= 2R = Pun(X)
On a donc |a,| < |A|P,(Cr)r™™ = A, or
Ant1 _ Pupa(Cr) o™ (1 Cr — 1) 1 1
A, P,(Cr) rntl n+l ) r r
ce qui nous permet d’affirmer que la série A(z) a un rayon de convergence > r, pour tout
r<R,ilest donc = R. ... ...

Vu les relations de récurrence, on vérifie que A répond bien a la question...............
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b. On a Vz € C(O,r), ¥t € [0,1], A'(20t) = f'(20t)A(20t) et A(0) = /(O d’ott A(zgt) = ef (201
et on sait dans ce cas que Ag est D.S.E. donc

Vz e D(0,r), el = Zan

a. I est continue car composée des applications continues z — f(2) et (r,0) — ret. ... ..

Pour prouver que F' est de classe C!, on écrit

Za rPe inf

et on remarque que, pour 7 dans un compact de D(0, R) et 6 dans R, les séries

—+o0 —+o0
E nanrnfleme et E manrneme
n=1 n=1

convergent normalement donc F admet des dérivées partielles continues. F' est donc de

classe C1 sur J0, R[XR.. .ottt et
On a de plus
OF X .
Z na,r" ! e ot 50 Z manrneme
n=1
d’on la relation demandée. . .. ...

1
b. Soit r € [0, R], la fonction Fir.0) est 1-périodique, de classe C!, elle est donc égale & la
r’
somme de sa série de Fourier. On a bien
1 N
F(r,0)  Noteo n(r)e
n=—N
1 6—2in7r0
avec By (r) = . Fo0) de

1
T étant de classe C! sur |0, R[xR, on peut dériver sous le signe [ dou:

oF
_ /1 E(T,G) 6721‘71%9 do = L ! i 1 672i7rn9 de
o F(r,0)? 2rr Jo df \ F(r,0)

en utilisant I’équation du a.
En intégrant par parties, compte tenu de la périodicité, on obtient :

B} (r) = ~Bu(r).

c. En intégrant ’équation différentielle précédente, on peut écrire B,,(r) = g,r" pour r €]0, R|.
Or B, est continue sur [0, R donc g, = 0 pour n < 0, on a donc

Z gn 21779

v(r.6) € [0, R[xR, —

et, en posant z = 7% et g(z) = 3 gn2" (qui a nécessairement un rayon de convergence

> R),on a

Vz € D(0,R), f(2)g(z) =1.
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. Soit A la série entiére définie par :

h(0) =a h(z) = f(2)9(2).

On sait que e "(*) = H(z) est une série enticre (d’aprés le 2.b). On considere alors la série
entiere f(2)H(z) = K(z2).

Pour tout « de | — R, R[, K'(z) = 0 et, en reprenant 'argument du 2.b, K’(2) = 0 pour
z€ D(0,R), i.e. K(z)=1 et donc

Vz e D(0,R), "®) = f(z).

DEUXIEME PARTIE

K, est bien une application linéaire, il suffit en fait de vérifier que Kj,(p) € C(R/Z).
K}, () est bien continue grace au théoréme de continuité sous le signe |

Vu que h(zx + 1,y) = h(z,y) la 1-périodicité de K} (¢) en découle immédiatement.. ... ..
. C’est une application directe de I'inégalité d’Hadamard :
. 1/2 "
AP, < T D I @ny)? ] <nt ( sup rf<x,y>r> :
i=1 \ j=1 (z,y)€[0,1)?

en remarquant que

V(z0,90) € R, [f(z0,90)| = | f(z0 — E(x0),y0 — E(30))| < ( S)U[Ié . |f(z, )|
x’y E b

On note par la suite A" f(t1,...,tn,t1,...,t,) sous la forme abrégée A" f(t1,...,tn).

. Par une récurrence élémentaire, on a :

1
Anf(tl,...,tn,tl,..., )dtl n HQHan
0

nz2
et comme la série de terme général —-| f[[%, converge (d’aprés le critére de d’Alembert), la
n!

série en question converge absolument par domination. ....................oiiiiii....
Vu que f € C(R?*/Z?) alors  sup |f(z,y)|= sup |f(z,y)| donc
(z,y)€[0,1]? (z,y)ER?

m(x, flx,y +Z / /A”+1f:ct1,... by Yy t1y .oy ty) dty ... dty,

converge normalement. Chacune des fonctions intervenant dans cette série est continue (on
utilise le théoréme de continuité sous le signe [ assorti d’une récurrence) donc la somme est

170 01 5 10 <

On vérifie aussi que m est Z2-périodique. .. ........ooii i

. Dans la suite de cette partie, nous noterons / I'intégrale sur le pavé [0, 1]™.

n
En développant le déterminant A, (x,y) = A"t f(x,t1,... ,tn,y,t1,...,t,) par rapport a la
premiere ligne, on a :

An(CC,y) = f(x’y)Anf(tla cee atnatla .. 7tn)

+Z F@ A F(tr by iy t). (4)

On remarque ensuite que les intégrales /(—1)if(x,tz~)A”f(t1, ... ,tn,y,...,a,...,tn) sont

n

égalesé—/ < CCt/ Anfttl,... n— 1,y,t1,...,tn1)dt1...dtn1>dt
0
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(on a permuté ti,...,t, en t; ty,... .4, t, par un cycle de signature (—1)'~! et on a posé

ti =t ty =ty o tioy = iy, b = by ey by = 1)
On utilise le résultat précédent et la relation (4) d’ou

m(z, wy+z<
——/ fSCt /Anfttl,... n— 1,y,t1,...,tn1)dt1...dtn1)

et comme on a convergence uniforme sur [0, 1], on peut permuter somme et intégration pour

/A”f( oyl te)dt . dy

trouver
m(z,y) = f(z,y)D(f)
+00 1 1
— Z — / (f(.%', t) / Anf(t, tl, e ;tn—h Y, tl, ce ,tn_l) dtl N dtn_1> dt
1
= f@)D() = [ faomity) )
On obtient autre égalité de la méme maniere... ....... ...,
e. Soit e(x,y) = _mga(v}g)/)’ on va prouver que 'on a les égalités (Id +Ky) o (Id +K.) = Id et

(Id+K.) o (Id +K) = Id ce qui permettra de répondre a la question.
On utilise la relation (5), soit ¢ € C(R/Z), alors

mmmww+(/f@ﬁmwwa)wwznuvmwww

que lon intégre sur [0, 1] par rapport a y :

/Om(x,y dy+/ f(z,1) (/ m(t,y)e >dt=D(f)/01f(x,y)<p(y)d

grace a Fubini. On obtient alors
(Id+Ky) o Km(p) = D(f) K¢ ()

ce qui donne la relation attendue.
La aussi, on obtient 'autre égalité de la méme maniere..................ccoviiiiveen.... @

I1.2. a. On a A™(zf)(t1,...,tn) = 2"A"f(t1,...,t,) donc la série définissant D(zf) est une série
entiere qui converge pour tout z. Elle a donc un rayon de convergence infini, c.q.f.d. ...
b. On sait que

+oo 1
A'(1) :Zm (/nA”f(tl,...,tn,tl,...,tn)dtl...dtn>

n=1

+oo
/mxmdx—z / (/A”+1 fI,'t17...,tn7$;t17...7tn)dt1...dtn>d.’IJ

et on remarque que ces deux quantités sont bien égales (en changeant 'indice de sommation
et en renommant les variables)........ ... .
On calcule ensuite

Id+Kp) to Ky =(Id+K.) oKy = (Id+K.)o (Id+K;) —1d-K, = —K_,
il suffit donc de prendre 0 = —€ = ———. . ...
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On a alors immédiatement
1
o(x,z)dx = / m(z, x)
/ m
Soit 1) = Kf(p) et x € R alors

(a /\ny F ) o)) dy < [@llsol ()
ou 'on a posé

0= [ 1709 - sl a

I(z) € C(R/Z) grace d’une part au théoréme de continuité sous le signe [ et d’autre part a

la PEriodicité de f. ... oo
On vérifie aussi que I(0) = 0.

. 8iI =0, 'ensemble K¢(C(R/Z)) ne contient que des fonctions constantes, Ky ne peut étre

SUTJECHIVE. L L oo e

Si I # 0, on va montrer par absurde que v/I (I > 0) n’appartient pas & 'image de Ky

Si VI € Im(K) alors il existe C' > 0 telle que 1/7(z) < CI(x) pour tout réel z.

Soit O = {z € R|I(x) # 0}, O est un ouvert non vide et distinct de R (1(0) = 0). Soit a un
point d’accumulation de O, on sait alors qu’il existe une suite (a,,) € ON qui converge vers
a.

On aura alors

< C ce qui est impossible car I(ap) — 0. ...,
I(ay
E = C(R/Z) muni de la norme de la convergence uniforme est un espace de Banach et vu
que

K@ < 1 lloo- oo

Ky est bien un endomorphisme continu de E.

Par contraposée de la question II.1.e, si Id —%Kf n’est pas bijectif alors D (—— )=0. Or,
si A > ||Ky| alors Id —+ K est inversible donc Sp(Ky) C D(0, || K[| qui est compact. On
sait alors (I.1.d) que D(zf) = A(z) n’a qu'un nombre fini de 0 dans tout compact.
Conclusion : Sp(K) est fini donc compact.. ...

TROISIEME PARTIE

Soient T et T” deux éléments de L1 (H), (uy) et (v,) (respectivement (u!,) et (v/,)) deux suites
d’éléments de H satisfaisant aux conditions (Tr 1) et (Tr 2) relativement a T (respectivement
aT).

Soit B la boule unité fermée de H et v dans B. Moyennant les hypotheses et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on a

N +o00
IToll = Tim > <up, 0> wn|| <D lfunllllval,
n—-4o0o
n=0 n=0

donc T est borné sur B et en conséquence continu.
On pose alors, pour n € N,

/ /
A2n = Up, A2nt1 = Uy, bap, = v, b2n+1 = Up-

On vérifie aisément que les suites (a,,) et (by,) ont les propriétés (Tr 1) et (Tr 2) pour T+ T".
Les autres propriétés étant évidentes, on peut conclure £!(H) est un sous-espace vectoriel

Ae L(H) . o

La démonstration de la continuité de T' nous donne [|T|| < ||T]|1--cvevenereneneeneann..
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II]l1 est positive et I'inégalité ||.|[; > ||.|| montre que |T'||; =0= T = 0.

Pour A € C*, 'application ((uy,), (vy)) — ((Aup), (vy)) établit une bijection entre les suites
qui satisfont & (Tr 1) et (Tr 2) pour T' € L}(H) et celles qui vérifient les mémes propriétés
pour AT, donc ||.||; est positivement homogene.

Avec les notations du a) on voit que

“+00 “+00 “+00
T+ T <D Nanll-oall = D unll-loall + D lupl-lorl
n=0 n=0 n=0

par conséquent

1T+ Tl < ] + 1T |1

. Si (uy) et (vy,) vérifient (Tr 1) et (Tr 2) pour T" € L1(H) alors, pour T € L(H)

N N
YN €N, Y flunll I Tonll < 1Tl lval]
n=0

n=0

donc la série & termes positifs > ||uy||.||[Tvy|| converge.
La continuité de T nous assure ensuite que, pour tout v € H

N N
T T/ - i = i .
(T'(v)) = Jim T (Z < Uy v > vn> NETOOZ < U, v > T(vy)
n=0 n=0
On en déduit que les suites (u,,) et (Tv,) font de T'o T un élément de H. .............

Pour tout £k de N on a

(]<ek,vl>\2+\<€k7v2>‘2)7

DN |

0< | <eg,v1 > || <ex,va>]<

d’out la convergence de la série > | < eg,v1 > |.| < eg,v2 > | par domination. Pour la
deuxieme égalité, il suffit d’écrire la formule de polarisation

1 . : . :
<o >= (Jlor + va|* = lor — va|* +i[lvr — dva||* = iljvr + iva?)

et d’écrire, pour chacun des vecteurs v du membre de droite,

+oo

I =>" | < exv >

n=0

. Y| < up,v, > | converge par I'inégalité de Schwarz.

—+o00 —+o00

S| < ek, Tex, > | converge et 1'égalité > < un,v, >= > < eg, Tex > sont des conséquen-
n=0 k=0

ces du théoréme de sommation des séries doubles.

En effet, soit Uy , =< ey, u, >< eg, v, > alors, en appliquant Cauchy-Schwarz,

K K /2 , 1/2
Dol < erun >< e vn > | < (ZI < e tin > |2> (ZI < e, vy > |2>
k=0 k=0

k=0

donc ), |Uy n| converge et sa somme est majorée par

oo 12 /4o 1/2
(Z\ < eyt > \2> (Z\ < ek, v > \2> = flun|-llon]l
k=0 k=0
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Vu que la série Y ||uy||.||vn|| converge, on en déduit que 'on peut intervertir les sommations

+00 + +o0
Z <ep,Tep>= Z Z < e, <ep,up, >v, > | par continuité de < ep,.>
k=0 k=0 \n=0

400 400
=> (Z < €y Un > <€), Un >>

k=0 \n=0
+oo /+oo oo
= Z (Z < €y Uy > < €k, Uy >> = Z < Up, Uy > avec a)
n=0 \k=0 n=0
ce qui assure la convergence de la série > | < eg, Tex, > | et prouve l'égalité. ...........
Comme (ex), (uy), (v,) sont choisis indépendamment, Tr(7") ne dépend que de T.......
c. Avec la définition et les résultats du b), on a | Tr(T)| < |71 o veveeenenenniiiin..
Les normes ||.|| et ||.|[1 ne sont pas équivalentes. En effet, soit N € N et posons

up=vp=eppour 0< k<N, up=vpy=0pourk>N+1
N
et, pour x € E, Tn(z) = Y. < ek, x > eg.
k=0

N
Tn € LYH) et Ve € E, |[Tn(2)]|? = X | < er,z > |? < |lz||2. On en déduit que || Tn| <1
k=0
N
puis | Te(T")| < [|[Tw||1 soit ||T']1 = > | < ug,vr > | = N + 1 donc Nlirf TN = +o0, les
— —+o00

normes ne sont pas équivalentes.. ..........o i

IT1.3. a. Posons ep(z) = 2™k hour k € Z et & € R. 11 suffit alors d’appliquer la formule de Parseval
(quitte a se réindexer les termes de la suite pour se ramener a N. ......................

b. L’application f(z,.) est 1-périodique et de classe C? donc on sait que

fie) = [ peyemmay = o [P g
n\T) = 0 T,y)e Yy = (27_(_2,”)2 0 ayg T,y)e Y
2
M
et en posant M = sup a—‘é(x,y) alors || fp|l < =
(za)er? || 0Y n

Toujours avec la fonction f(z,.) qui est somme uniforme de sa série de Fourier car elle est de
classe C2, pour toute ¢ € C(R/Z) qui est une fonction bornée, on a la convergence normale
de la série dans l'intégrale qui intervient ci-dessous, donc

1 +o0 ‘ +o0o
Kf(p)(x) :/0 ( > ful@) ekay) ey)dy= > <epp> fulx).

k=—o0 k=—o0

M
De plus, pour k € 0, |fr(z)| < 72 et o est bornée, donc la série ci-dessus converge normale-

ment pour z € R. On a, a fortiori, convergence dans (H, < .,. >). Il suffit alors de prendre
uy = ey et vy = fr pour conclure a Ky € LUH) o

Toujours grace a la convergence normale des séries, on peut alors écrire

+o0 +o0 1 ‘
TrKy = Z < Up, U >= Z / g2k fr(z)dx
0

k=—o00 k=—o00
1 Foo ' 1
:/ Z emike £ (1) dx:/ f(z,x)dx
0 v 0

en utilisant le développement en série de Fourier de f(x,.). ...t



