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SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 4H/6H

PARTIE 1

On sait que toute fonction continue sur [xg, +00[ qui admet une limite en 400 est bornée

A # B : prendre par exemple f(Z) =SINT. ...
a. On pose g(x) = f(1/x) et on définit g(0) = ag alors g admet un développement limité
a tout ordre. On utilise ensuite 'unicité du développement limité................
b. Soit f(x) = e alors g(z) = e~ /% = o(z™) donc g admet un développement limité a
tout ordre dont les coefficients sont tous nuls. ........... ... ... L
Pour f + g, il suffit d’additionner terme a terme les éléments des DA de fet g.......

Pour fg, on utilise le produit de convolution : le coefficient ¢, du DA de fg s’écrira
n

G = ) A ln e oo
p=0

1
Enfin, 7 admet un DA ssi Hm  f(z) Z 0.

T——400

1
Les coefficients du DA de 7 s’obtiendront & partir du développement limité de f(1/ x)

Il faut que f’ soit intégrable sur [xq, +00[ ce qui impose ¢y = ¢; = 0. Dans ce cas f admet
une limite en 400, soit by = lirf F )

Montrons que cette condition est suffisante :

soit m un entier supérieur ou égal a 2, on a
Fi(t) =) et ™ =t(t)
p=2

ou lim ¢(t) =0. On traduit cette derniere hypothese :

t—+o00
Ve >0, 3X |Vt > X, |p(t)| <e
On integre alors cette égalité de x a +o0 pour x > X, ce qui donne

+o00 n +o0 +o0 —ntl
/ F1(8) =) et ) dt / t™p(t) dt' < / tTedt =«

<
o = n—+1

et en intégrant le membre de gauche, on obtient

n—1
flx) — by — Z Catl —q _ o(z~"+)
q=1 q
d’oll équivalence. .. ...

On peut donc conclure, f admet un DA a tout ordre, ses coefficients sont donnés par la

TElation Cl-dESSUS. . ..ottt e
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Contre-exemple : f(z) = e *sine”, f'(x) = —f(x) + cos(e”) et comme cose” n’est pas
dans A, on tient bien notre contre-exemple. . ........ ... . . .
PARTIE 11
I1.1. a. Apres une intégration par parties, on trouve
Vs(x) — hg(xo) = ats(x) + BJs-1 ().
b. On utilise dans un premier temps le résultat du a : comme pour la question 1.4, vu
que Y_1(t) = o(¢g(t)), alors Jz_1(x) = o(Jg(x)) et comme t(xy) est une constante,
1
bien J, () 4
on a bien J3(z) a@[)@(x) :
Etudions le cas complexe : |Jz_1(x)| < / e~ dt ~ |51 (z)| (grace & ce quon
zo
vient juste de faire !). On a cette fois-ci Jz_1(z) = o(¢p(x)) donc la conclusion
P SIS . . o oot
1
c. D’apres le IL.1.a, Qp(z) = — — ﬁQg_l(x) + Kie*®z7%.  On remarque que
a ar
Kiem*® 37 = o(z™") pour tout n (car R(a) > 0)...ooviiiiiiiiiiiiiiiiiiieenn
et on poursuit le développement :
1 s B )(B=n+2)
Qﬁ( ) Q 04233' ( ) Oénxnfl
. —n+1 —am —
-I—(—l)”ﬁ( )(ﬁn ~ )Qg_n(x)—FKne z P
anx
: : 1 . ,
On exprime ensuite que Qp_n,(r) = — + o(1) ce qui donne le développement asymp-
!
OtIQUE ANNONICE. . . ..t
Finalement, comme ()g est continue, on peut conclure Qg € A...................
IL.2. a. BVIent |. ..o
X X
b. On integre par parties : a/ p(t) dt + B/ s (t)dt = e *g™P — em* XX F,
Alors, en passant a la limite, on obtient la relation
alg(z) + Bl (z) = ().
+oo
I1.3. a. On a |I3(z)| < / e~ P dt. La relation du a est toujours valable en prenant a et

1
b & la place de a et 3, comme I, 1(x) = o(Iy(x)) on en déduit que I(x) ~ —e~ @z~
a

15(2) @) _ ),

Premiere conclusion : ———~% est borné et
, lps(z)] \@ﬁ(x)l\
Final t I ~ = d lim P, e 3
inalement /3(x) a(pﬁ(x), onc lim 3(2) -
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1
b. On utilise la relation du IL.2.b : Ps(z) = — — ﬂPgH( ) et par une récurrence

a  ax

immeédiate :

_ 1.5 n1BB D )(B+n—2)

Pﬁ(x)—a—ﬁich'Jr( 1) g1
BB+1)(..)(B+n—1
I (RS R TCTTED P

On utilise le résultat du a. pour conclure :

§+Z BB+ 1)(.. )(ﬁ+n—1)

an—l—lxn

PARTIE I11

K(x,t)h(t Allh K(x,t)h(t
II1.1. a. On a | (x’t2) ) < ||2 H donc t +— % est intégrable sur [z, 400 et par
conséquent Th est bien définie........ ... ... ...
h
b. On a immédiatement (en utilisant I'inégalité ci-dessus) |Th(x)| < AU ..........
x

Il reste a montrer que Th est continue :

* K(x+k,t)h(t) dt+/+°° [K(x+k,t) — K(x,t)]h(t)

[Th(z + k) = Th(z)| =

2 2
r+k T 13

/ Kx—i—k t) h(>dt'+ /+°° [K(x+k,t)t—2K(x,t)]h(t) dt'

T

1 1

La premiere intégrale est majorée par A|h||—— — —
r+h =z

deuxieme, on utilise le théoreme de Lebesgue de continuité sous le signe intégral

[K(x+ k,t) — K(z,t)]h(t)

qui tend vers 0, pour la

o (k,t)— " est continue,
(K (z+ k. t) — K(z, )]h(t)| _ 24]A]
2 ST
donc Ilﬁin% Th(xz + k) — Th(x) = 0 par conséquent Th est continue.................

Remarque : il a fallu ici redémontrer le résultat de la remarque 6.2.7 (iii) page 269...
c. La linéarité provient de l'intégrale, la continuité est une conséquence de l'inégalité

A A
Th SRl < —||R]|. o 2
[Th(@)| < Sl < = Jal
i An “+00 An
IIT.2. a. Par récurrence, on a [T"h(z)| < — H | < HhH et comme la série ) oy
nlx™ n=0 N!Tq
converge, on a bien la convergence normale. ........... ... oo
b. Comme B est complet et que la série du a converge normalement, g est dans B. .
+o00
Vu que T est continue, Tg= S T""h=g—hcaqfd .................oooonnn.
n=0

Unicité : si g; et g sont deux solutions alors, en posant g = g1 — g, on a g = Tg =
T"g — 0donc g =080t g1 = Goe e vverie



. On a A(z,u) = |exp[2a(t — u)] (f)w
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PARTIE IV

u

On a L(z,u) = e 20y =28 / e®t?% dt ce qui permet d’affirmer que L est continue
x

(66 MEME ). .

= 222 on f(t) = 2?2, f" est du signe de
w1

u

at + b et on étudie les deux cas suivants :
e [ est croissante sur [xg, +oo[ et on majore A par 1,

b x
e f atteint son minimum en —— et on majore A par M ................
a

f(=b/a)

26
On obtient ensuite : L(z,u) = Lo(u) — exp[2a(z — u)] (g) Lo(u). Comme Lo(u)

1
admet la limite — en 400, Lo(u) est bornée et grace au résultat que l'on vient de
o

démontrer, on peut dire que L(z,u) est bornée........... ... ... ..o

On utilise la relation : L(z,u) = Lo(u) — exp[2a(z — u)] <£) Lo(u). On a donc
u

[T [T B 00 B T eppate -] (£)

4
IV.1. a.
b
IV.2. a.
b
IV.3. a.

un+2 un+2 :L‘n+2

u

Comme Lg(u) = Q3(u), on sait que Ly € A d’apres le IL.1.c et que I'on peut intégrer

L

de DA de O(UQ) d’apres le I.4. On remarque ensuite que la deuxieme intégrale vaut
uTL

Py nyo donc admet un DA d’apres le IL3.b. ...

T L(x,u)
un+2

On peut donc conclure que / du est dans A.

T

n
. Soit p(u) = > byu™?+u"e(u) ol £ est une fonction continue qui tend vers 0 en +00
q=0

(et qui est donc nécessairement bornée). On a alors

/x L) g, Zn: by / L ) du / " Lz, we(u)

u2 unt2

La premiere quantité admet un DA donc admet un développement limité a 'ordre

n + 1. La deuxiéme, pour € > 0 fixé est majoré par esup |L| - si on choisit

(n+ 1)zt
x > X. En conclusion, on a bien un DL al'ordren+1...........................
On applique les résultats du IIT ici en prenant K (x,t) = —F(t)L(z,t) qui est continue,
bornée. g existe donc bien et est unique. ........ ... .. i
o0 F(u)L K
Il reste a prouver que g € A. g étant dans B, Mg(u) du| < — (car
- u x

Mg(u) par K). On adonc lim g(x) = A,

on peut majorer la fonction u —
u? Tr——+00

g admet un DL a l'ordre 0.

On procede alors par récurrence sur n : si g admet un DL a l'ordre n, alors, en prenant
p(u) = F(u)g(u) et en appliquant le résultat du IV.2.b, on peut en déduire que g
admet un DL a l'ordre n + 1.
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Conclusion : g admet bien un DA. ... ...
" BP0, L) [ P

u2

du ou p(x) =
: 2 Z@ Ao
e =0 a été définie au II. On peut dire de facon élémentaire que g est dérivable.
Avec la méme formule, on pourra dire que

g (z) = /;00 exp2a(z — u)] (§>2ﬁ F(u)g(u) "

u

donc g est de classe Cl.. ... o

c. On sait que Fg est dans A : F(u)g(u) = Y aqu™9+ u"e(u),

)= i Y /:OO exp20(z — u)] <§)2ﬂ u21+q du + /;OO exp[2a(z — u)] (§>2ﬂ 27(13)2 du.

Les intégrales figurant dans la somme admettent un DA (elles sont égales & Pagyqyo),

le reste s’écrit sous la forme d’un o ( ) en faisant le méme raisonnement qu’au

xn—i—l

| AV

. On obtient 2" — 2 (a + é) 2+ (a2 + q(x)
x

PARTIE V

N 26;5 N B(B+1)

2

x x
comme somme et produit de fonctionsde A. ......... ...

g (x) =2 (oz + ﬁ) g (x) + (042 +q(x) + 2(;5 + i —21_ 1)) g(x), donc ¢” est dans A

. On sait que lorsque g, ¢’ et ¢” sont dans A, leur DA s’obtiennent par dérivation

1
formelle. En identifiant les coefficients constants et ceux de —, on obtient (S) (en
T

tenant compte de 'hypothese co 7 0). ..o
De la méme maniere, 'identification des coefficients de 27"~2 donne :

—2a(n+1)cpr1 =M+ p)(n+ 6+ 1)c, + Z Ak 12Cn—F-
k=0
Les ¢, sont donc définis a un facteur multiplicatif pres............... ... ... ...

. On a donc deux choix pour « (car ay # 0), ce qui donne deux choix pour le couple

On aura un seul couple dans Q ssi ag € Ry. oo

PARTIE VI

VI.1. On écrit que

d dz\ d?z 5 1] dz
dr (%) ~ Y3z (O‘*z) Yz
aﬁ+ﬁw?n>&

T T

:—cp(a2+q+2
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1l suffit de prendre F(z) = 2%(a® + q(z)) + 2082+ B(B+1). oo
F est dans A car les termes en 22 et x s’éliminent. ..................................
VI.2. a. Le résultat est immédiat en intégrant de x a X la relation du VI.1..............
T o) F(t)g(t)
b. L’intégrale / — dt est bien définie car ¢Fg est bornée par conséquent
HF tm t
— w est intégrable sur [z, +00[ ... ..o
On peut donc passer a la limite dans le a., ¢g a bien une limite en 400 et on a la
relation : v (B P00
b “p(t)F(t)g(t
o(x)g'(z) =1+ /x — dt.
t
c. D’apres le IV.1.b, il existe M; tel que <p(( )) < M, et on sait en outre que, pour tout
o(x
[ MMy M
t, |F(t)g(t)| < My d’ou |¢’ — < e 2
F(O(D)] < My o o) — —| < L2 = 2
On a donc | " ()
o(x
g(z) —g(x —l—/ ——=dt| < MIn—
’ =9t =50y )L, o) 70
“ 1
On sait que / o) dt — — (cf. I1.3.a) et dans tous les cas ¢(z)Inz — 0.
z P(1) a
Si | # 0 alors @ — 400 ce qui est en contradiction avec I’hypothese g bornée.
nx
Conclusion : [ = 0. ... .o
d. Onreprend le b avec | = 0.. ...
b du
VI.3. a. Il faut intégrer par parties : soit ®(t) = / W) alors (®p)(t) = L(z,t), on utilise
z PU
le VI.2.d :
* T (Fge)(u)
o) 90 = [ aa= [ ([T ) a
T T t UQQD(t)
o (F X (@Fgp)(t
_ [q)(t) / ( 9902) (u) du] L @Eg))
u 12
t t=x T
T (Fgp)(t X L(z,t)(Fg)(t
Cop [T E [* UENE
12 12
X T
On remarque alors que le premier terme est bien (®pg’)(X) = L(z, X)g'(X). ....
b. L est bornée sur A et ¢'(X) — 0 quand X — +oo donc Xlim L(z,X)g'(X) = 0.
— 400
L(x,t)(Fg)(t
Dans la relation du VI.3.a, la fonction ¢ +— w est intégrable sur [z, +00],
g admet donc une limite A en +00 et on a bien
T Lz, ) (Fg)(t)
g(x):/\—/m LD o
VI.4. a. Onreprend le IV.3.a, L(x,t)F(t) est continue bornée donc il existe une seule fonction

g bornée satisfaisant 1’égalité du VI.3.b pour A donné...........................
Si A =0, g =0, on suppose maintenant que A # 0 :
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alors, d’apres le IV.3, g et ¢’ sont dans A, donc f(z) = e~ **z~g(z) est normale ; f
est bornée car e=**z~? et g(x) sont bornées.

Conclusion : pour A donné, il existe une seule solution de (£) f normale et bornée,
I’ensemble donné est donc un espace vectoriel de dimension 1....................
. Si f est non nulle, la fonction g associée admet une limite non nulle en 400, il existe
donc z; tel que si x > 7 alors g(x) (et donc f(x)) ne s’annule pas.

Comme f” + qf =0 alors (fw)” + fw = 0 implique fw” 4+ 2f'w’ = 0. Cette derniere

h

P
(si h =0 alors y est proportionnelle & f ce qui est écarté).
On pourra donc écrire w'(x) = €2**2%’r(x) ou r est dans A (tout ceci grace aux
opérations sur les DA) avec en prime lir}rl r(z) # 0.
T— 100

égalité permet d’affirmer qu’il existe une constante i non nulle telle que w'(x)

agx” 14+ x7"0(x) avec ap # 0 et lirf 0(z) =0, d’ou
4=0 T——400

w(x) —w(xe) = Z aq/ et qt 4 / e22g(t) dt.
q:0 x2 x2

On remarque alors que

T x t 28—q
/ €2att2ﬁfq dt = eQa:vaﬂq/ 6201(25*:1?) (_) dt
T2 2 Z

n—q
— e2aw,28—q (Z qupl.—il? + O({L‘q_n)>

p=0

On écrit r(z) =

n

x 28—q
t
(on a utilisé ici le fait que / e2a(t=z) (—) dt = L(z2,x) qui admet un DA, cf. la

x
relation du IV.1.b.).
On choisit x5 tel que |0(t)| < € pour t > x5 donc la derniere intégrale dans 'expression
de w(x) — w(wy) est majorée par Kele22®x?7—n|.
En rassemblant toutes ces relations, on pourra écrire

w(z) = w(xs) + <Z dgx™ 7 + 0(:10_”)) vy,

T2

Comme w(z,)e 22228 = o(z~") pour tout n, w admet un DA, on obtient finalement

y = e2wy?8 (Z dgx™ %+ 0(:1:")) e P (Z cqr~ 1+ 0(3:"))
q=0

q=0
— 0%y (Z eqx” 1+ o(x_”)>
q=0

y est bien normale, non bornée. ... @
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PARTIE VII

2
VIIL.1. t est bien définie car m/2 < —1, t = ———z™/>+1,

VII.2.

VIIL.3.

m+ 2

dy _ —@x_%_lz(t) + a1 (1),

dz 4
dxz = m(nz6+ )x_T_QZ(t) + x%z"(t)
= /\Q:EBTmz(t).
k m(m + 4)
OnadonCZ//+(t—z—)\z)zzo,k:m. ...................................
On résout (S): ag=—A, a1 =0,as =k, a3=a,=...=0doun

a=c)(e==xl)et 3=0.
On en déduit que 2eA(n + 1)cp1 = —n(n + 1)c, — ke, ce qui donne

n—1, 9
_ +q+k
n Hq,o (" +q ) '

cn = co(—¢€)

(2X)"n!
. ST g _ 1
Onaici A=m=1,k= 36 k> +q+q¢ = %(Gq—k 1)(6g +5), ¢, = co(—¢)"d,, avec
n—1
1 (6g +1)(6g + ) (6n)!
d, =2 = i ) 2
nl23n32n 25m32n(2n)!(3n)!
Solutions normales bornées :
2,0z 1 <= " (6n)! 80
yrce s™VrTa Yy (—1) r 2.

— 211227(2n)!(3n)!

Solutions normales non bornées :

2avE LN (6n)! _m
~Cce x E x 2.
Y 971220 (2n)1(3n)!
n=0
D’apres la regle de D’Alembert, les séries entieres concernées ne convergent pour aucun

T dans [0, 400 oot




