SPECIALE MP* : DEVOIR SURVEILLE

e On désigne par C l'espace des fonctions continues 2m-périodiques a valeurs complexes.
Si f appartient a C, on note

1 [t
I = suw 1£OL 1= 5= [ 7ol

[t <7 ™

et, si 0 < a < 7, on pose

I = [~a,a] et | flls, = sup (1),

tely

Un sous-espace € de C est dit associé a o €]0, 7[ 8’1l existe un réel positif M (dépendant
de € et a) tel que

vie& fl<Mlfl.

e Si f est un élément de C, on note fla fonction de Z dans C définie par
~ 1 [t A
VneZ, f(n) = o f(t)e ™ dt
™ —Tr

et on pose

~

o(f) = {n € Z|f(n) # 0}
P={feC|o(f) fini}

et, pour toute partie A de Z,
Cq = {f EClU(f) C A} et PA=CaNP.

e Si f et g appartiennent a C, on pose
1 [t
Ve eR, fxg(z)= gy flx —t)g(t)dt.
e Pour tout k de Z, on désigne par ¢, la fonction

er(t) = e*t,
PARTIE 1

I.1. Montrer que, pour f et g dans C,

fxgeC, [fxg=gxf, [fxg=/[3
Montrer que

-~

VieC, VkeZ, fxex=f(k)e.
1.2. Caractériser ’ensemble P.

1.3. Montrer que
VA C Z, fA CCy
(ou 'adhérence est relative a la norme ||.|| sur C).

On admettra pour la suite qu’il y a égalité de ces deux ensembles.
1



2 SPECIALE MP* : DEVOIR SURVEILLE

I.4. Montrer que, si f appartient a C et P appartient a P,

VAEZ, fP(A Zf —n)P Zf

ne”L nes
ou les sommes sont, en fait, des sommes finies.
(On regardera d’abord le cas ot P = ey).

Dans toute la suite du probléeme, on désigne par A une partie de Z de la forme

A
A={\,keN?Y avec Vke N )\keN*et%>3.
k

PARTIE 11

11.1. Montrer que, si m appartient a N* et si, pour tout k£ de N* inférieur ou égal a m, ¢ est
un élément de Z avec |gx| < 2

ng/\k :O$V/€,€k20

k=1
(on montrera tout d’abord que ¢, = 0).

En déduire que, si m € N*, un élément n de Z s’écrit au plus d’une fagon sous la forme

m
n = E gk)\k
k=1

avec, pour tout k, e dans {—1,0,+1}.
On fixe, dans toute la suite de cette partie,

meN §€]0,1], ¢=(p1,...,0m) ER™ €€]0,7|

et on pose
m

2
VtER, S(t)=5 gu + 0 cos( Akt + 1]
On désigne par a 'unique élément de C vérifiant

VEER, alt)=a(—t), Vte[0e], a(t)= 2; (1 - lt) Vi€ [, alt) = 0.

11.2. a. Montrer que S appartient a P et calculer §(n) pour tout n de Z. (On distinguera

suivant que n est de la forme > e\ avec les g dans {—1,0,+1} ou que n n’est pas
k=1

de cette forme. Dans le premier cas, on exprimera § (n) en fonction de gy).
b. Montrer que

Vi<k<m, SO =€ 5(=\)=e

et
4]
1S(n)]| < <3 sin ¢ {+\, 1<k <m}U{0}.
2
c. Montrer que ||S]|; = 5
I1.3. a. Calculer a(n) pour tout n de Z.
b. Montrer que
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c. Montrer que

YN eN, Y dn)< ]\%

[n|>N
11.4. On pose T' = aS. Montrer que

~ ~ o 16
N * >N+1 -7 < —
VN EN', Vk>N+1 o [SO) Tl < — + 535

(on pourra d’abord prouver que, pour tout N dans N*,
VEeN VneZk>N+1letO<|n|<N=X N—-n>0et \y —n¢gA.)

PARTIE III
On fixe, dans cette partie, ¢ appartenant a |0, 7[.

IIT.1. Montrer qu’il existe un élément [ de N* et un réel M tels que, pour tout entier m > [ et
pour tout ¢ de R™ il existe un élément 7" de C ayant les propriétés suivantes :

(1) La restriction de T" & [—m, 7] est nulle hors de [—¢, €]
~ ) 1
(1) VI <k <m, |T(\g) — €| < 5
(i13) || T < M.

II1.2. Soit m > [, on considere un élément P de P de la forme :

m
P = E le_w’“e)\k

k=l
avec VI <k <m,(, >0 et pp € R.

a. Montrer que
m 1 m
;@ < M|IPllr. + 5 ;ck

(on pourra considérer P x T'(0)).
b. On pose : A" = { A\, k > [}.
Montrer que Cy/ est associé a e.

PARTIE IV

IV.1. Soit £, > 0 avec € + 71 < w. On considere une partie A de Z telle que C4 soit associé a €.
a. On suppose qu’il existe un élément g de C4 et un élément ¢ de Z tels que :
Vt € Loy, g(t) = eq(t).
On pose, pour |h| <7,
gn(t) = g(t +h) — e g(t).
Montrer que g, appartient a C4, puis que gy, est identiquement nulle.
En considérant g, en déduire que ¢ appartient & A.

b. On considere maintenant un entier ¢ n’appartenant pas a A.
Montrer qu'il existe un réel L (dépendant de ¢, n, q) tel que :

VfeCa, VzeC |2 <L|f +z2¢1y,

(on pourra raisonner par l’absurde).
En déduire que Caugqy est associé a e + 7.

IV.2. Montrer que, pour tout ¢ dans |0, [, Cy est associé a ¢.



