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SPECIALE MP* : CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE

PARTIE 1

(x,t) — f(z —t)g(t) de Rx[—m, +x] dans C est continue et bornée donc le théoreme de
continuité sous le signe [ nous permet d’affirmer que f x g est continue. On vérifie de

maniere triviale que f * g est également 2m-périodique. ............... ...l
Ensuite, en posant x — ¢ = u et en remarquant que, pour une fonction 27-périodique, on

T2 2m
a/ :/ ,onobtient fkg = g% f. .
T 0

+7T T —+m

|

flz—1t)g(t) dt] e " dx

—T L/ —TT

1 +r r oyt
= / flx —t)e ™™ dx] g(t)dt  (théoreme de Fubini)

@2m)? Jr L)s
+r r oyt

(u)e”™ du| g(t)e”™dt  (changement x =t + u)
2m)* Jor LJr

= f(n)g(n).
La derniere égalité est immédiate.

On retrouve le cas classique : P est I’ensemble des polynomes trigonométriques. En effet

~

si f € Pilexiste N € Ntel quen >N = f(n)=0. On pose alors g = Sy(f), f et g ont
mémes coefficients de Fourier et sont continues donc f = g = Sy(f).

Réciproque immeédiate. . ........... e

C4 est un fermé, en effet, si (f,) est une suite de C4 qui converge uniformément vers f
alors, Vn ¢ A, fp(n) =0= ]/f\(n) =0 et donc f € Cy.

Vu que Py C Cy, on en déduit que Pa C Ca. oo
Pour I'autre inclusion, on utilise soit le noyau de Fejer, soit le noyau K,,(t) = «,(1+cost)”

1 s
ou ay, est choisi pour que o / K,(t)dt = 1. En fait on peut aussi utiliser une version
™ —Tr

du théoréme de Weierstrass.
— 1 [t . . ~ ~
On a fep(\) = — fO)ere M dt = f(A—k) =Y fl)en(A —1).

o
-m €7

Par linéarité, comme les sommes sont finies, on obtient bien le résultat

VAEZ, fPON) =) JA-n)P) =" f(n)P(\~n)

nez ne”L
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PARTIE 11

I1.1. On raisonne par récurrence sur m.
e Pour m = 1, la propriété est évidente.
e Supposons la vraie jusqu’au rang m — 1. A l'ordre m, prouvons que &, = 0 :
par 'absurde : si g, # 0 alors |5m)\m| > A\ > 3/\m_1 or

QZ)\k 2\ 1Z@<3Am .

ce qui rend I'égalité ,,\,,, = — Z ExAk impossible.
k=0

Conclusion : Yk € NJ g = 0. oo

m m

Supposons maintenant que n = Y g A, = Y £} A\, (on a pris le méme m quitte a prendre
k=1 k=1

des ¢y nuls)

On a alors Z (e —€))A\x = 0 avec |eg — )| < 2 et en utilisant le résultat précédent on en
k=1
déduit que g, = €.

Conclusion : Iécriture n = > g A est unique. . ...
k=1
II.2. a. On a
S(t) = gﬁ 1+ gei(/\ktﬂﬂk) + ée*i(/\kﬂr@k)
) Pl 2 2

2 o l§1|6l| Zg ei(Mit+er)
5z e
(€1yesEm)€{—1,0,1}™
(On pouvait aussi raisonner par récurrence sur m et utiliser le 1.4.)

Pour calculer S(n), trois cas se présentent :

e Sin =0 alors §(O) =5
e Sin n’est pas de la forme ) g\, alors §(n) =0,

=1

m
e Sin =) g\ alors, vu la représentation unique de m, il n’y aura qu'un seul
=1
terme de cette forme dans I’écriture ci-dessus et donc

~ 2 5 lgl el ( g El1PL
S(n) = 5 (5) e =1 .

Ceci permet de répondre aux deux questions.
b. S(\;) = €#F et S(—A\,) = e “* car on a dans ce cas €, = 1 ou -1, les autres étant

Sin ¢ {+M\, k€ [l,m]} U{0}, on a deux cas possibles :

J
e si n ne s’écrit pas sous la forme Z g\, alors S( )=0< Pt
=1
m 2 (6\° &
e et sin= > &)\, au moins deux & sont non nuls et S ’ <=|=] == .
=1 d 2

2
c. Ona |5, = S(O) =5 car S est POSItIVE. . oo
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a(0) =1
I1.3. a. Par un simple calcul intégral on a < _ 2
a(n) = ——(1—cosne) pour n € Z*.
e’n
b. a est continue, de classe C' par morceaux, donc a est égale a sa série de Fourier, si
on prend la valeur en 0, on a bien la relation demandée :

N 2T
Za(n) =

nez
c. On remarque que a(—n) = a(n) d’ou

Y am)y=2 > an

[n|>N n=N+1
“+00 “+00
1 — cos 1 —cosne 8 1
—S Y LY
n=N-+1 n=N+1

8
<aN
IT.4. Montrons que Mgy > Ay —n > A\;_1 (ce qui prouvera aussi que A\, — n > 0).
Onali—n— 1231 —n— A1 =2X1 —n>23"2-p>23V"1_ N >0.

Ensuite, Ajp1 — Ay +n 22\, +n > 2314+ n>23Y — N > 0 donc A —n & A.
On peut alors appliquer le I.4 car S € P :

T(\) = aS(\) = Y am)S (A —n)

=a0)SM) + Y. a8k —n)+ > a(n)S(h —n),
0<|n|<N [n|>N

et comme a(0) = 1, il suffit de majorer chacune des deux sommes qui apparaissent ci-

dessus :
e J . 0 x— ~ )
> am)S(h —n)| < 5 > an) < 5 > a(n) = —
0<n<N 0<n<N nez
J
car les a(n) sont des réels positifs et S(/\k —n) < <5 puisque A\ —n > 0 et A, —n ¢ A[3] .
Enfin,
S amSow—n)| <> 3 an) < -
o e2NJ
|n|>N [n|>N
~ 2
car tous les |S(Ar — n)| sont majorés par 5
. ~ om 16
Conclusion : [S(Ag) = T( M) < — :
onclusion : |S(\g) (M) < . + NG
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PARTIE 111

III.1. C’est une conséquence du I1.4 :

Soit maintenant m > [ et ¢ € R™, I"élément T" de C construit au IT a partir de ces données
vérifie bien les conditions (i) et (7).

1 [T 2
Or |7, = 2—/ la(t)].]S(¢)] dt < —7THSH1 = M donc T vérifie aussi (ii7).
T J)_, €
II1.2. a. D’une part :

(P T)(0) = % / T petT(t) dt = % " penT() ar
d’ou | e
(PT)O)| < [Pl [ 170)]dt <) P.

D’autre part

P«xT=TxP= Z@e Z“"’“T>|<e,\ —che Z‘”’“T(/\k)e)\k

- k=1
et donc
1 m
(P+T)(0) - ST e < 5 DG
k=l k=l
Et comme |(P*T)(0) — > Gl > Z Ce — |(P*T)(0)] on en déduit que :
k=1 k=1
m 1 m . m
;Ck < M||P|1. +§;Ck d’ou ;Ck <

m
b. Si P € Py alors P s’écrit sous la forme P = ) (ye "¥ke,, avec (; > 0 pour tout k

k=1
d’on .
1Pl <> o< 2P|
k=1
Vu le 1.3, on sait que Cys = Py (adhérence au sens de la norme uniforme ||.|),

cette inégalité est donc aussi valable pour tous les éléments f de Cy/ (en effet, si (f,)
converge uniformément vers f sur [—m, 7|, alors (f,,) va aussi converger uniformément
vers f sur I).

On a donc le résultat :

VfeCa, |IfIl <2M] £l

ce qui signifie bien que Cy/ est associé a ¢.
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PARTIE IV

IV.1. a.Sike€Z, ona:

1 [T , . , .
k) = o [ glt me e — g = (e — cg(h)
™ —T
Comme g € Cy,sik ¢ A, g(k) =0 et donc gi(k) =0,1e. g €Carvvvvrnennin. ..

Ensuite, g, est évidemment nulle sur I. et comme C4 est associé a € et que g, € Cxy

AlOTS Gr = 0. oo

La fonction g n’étant pas identiquement nulle, il existe donc k € A tel que g(k) # 0
et donc, pour |h| < 7, k" = ¢¥" En dérivant par rapport a h, on en déduit que

G= k€ A

b. Par 'absurde :
VLeR, 3IfecCs, F2€C, |z|>L|f + ze,
Avec L =n € N*,

Teyn:

)
Ie iy

1
VneN*, df,e€Cy, dz,€C, E>

1
an + eq

1 1 1
la suite g, = —— f,, est alors une suite de Cauchy de C4 (car ||g, — g4ll < =+ —). C

Zn
étant complet, il en est de méme de C4 qui est fermé. Soit g la limite uniforme de (g,)
dans Cy, ||gn — €4]|1. converge d’une part vers 0 grace a 'inégalité ci-dessus et d’autre
part vers |lg — eg|lr..,-
On a donc Vt € I.4,, g(t) = e,(t) et, vu le a, ¢ € A ce qui est impossible. On a bien
prouvé la propriété

Vi€l VzeC, |zl <Llf+2e,ln, ]

Enfin, si P € Paygqy alors P = Q + ze, ou () € Cy.

[P < IQI +1z[ et (@l <Pl + |z,
d’ou
1P|l < M[|Qllr. + |z < M|[P|| + (M + 1)[z| < M||P||r. + (M + 1)L|| P||r.,,
1.e.
|P|| < M'||P j. ou M =M+ (M +1)L.

Vu que Caugqy = Paugqy, on a la meéme inégalité pour tous les éléments de C4uqqy-
Conclusion : Caugqy €8t @ssocié a e +m. ...

€
IV.2. Soit € > 0, d’apres le II1, il existe [ € N* tel que Cy/ soit associé a 5

e Sil=1,onaA =A, ladémonstration est terminée.

e Sinon, soit n = , on applique le résultat de la question précédente successive-

2(1—-1)
ment a \1,...,\;_1 et on prouve ainsi que Cy est associé ae.....................
Remarque : On a ainsi prouvé que si A est un ensemble d’entiers relatifs, 3-lacunaires au sens
d’Hadamard, alors, pour tout € > 0, une fonction continue a spectre dans A est entierement

connue des qu’elle est connue sur "l'intervalle de temps” I. = [—¢,+¢]. Ceci se traduit de
maniecre usuelle par 'obtention d’une inégalité a priori du type :

(«) Pl < M[|P[

pour P polynome trigonométrique a spectre dans A.



