Ecole Polytechnique 2006 - Math PC

Titre: Polynomes a coefficients 1 ou —1, paires de Rudin-Shapiro.

Une séquence a de longueur ¢, ¢ > 1, est un vecteur (agp,a,...,ap—1) de RY ot chacune de ses ¢
coordonnées vaut 1 ou —1.

Deux séquences a et b, de méme longueur, forment une paire complémentaire si £ = 1 ou si £ > 1 avec
pour tout entier j, 1 < j < ¢ — 1, la j-iéme condition de corrélation

—1—j

Z (aiaiﬂ + bibi+j) =0.
=0

On note £ I'ensemble des longueurs des paires complémentaires.

1.

Premiére partie: propriétés de L

Pour ¢ = 2, la condition de corrélation C; est apa; + boby = 0. Donc a = (1,1) et b = (1, — 1)
forment une paire complémentaire et 2 € L..... ..o
Pour ¢ = 3, les conditions de corrélation C et Cs sont respectivement

(a() + ag)al + (bo + bg)bl =0 et agas+ bpby =0.
Si bg = by, Cy donne ag = —as ainsi (CLO + ag)al + (bo + b2)b1 = 2bpby 75 0.
Si by = —bg, Co donne ag = ag ainsi (ag + a2)ai + (bg + b2)by = 2apa; # 0.

IMen résulte que 3 ¢ L. .. oo e

—1 ,
Pour a = (ag,a1,...,ar—1), de longueur £ > 1, on pose Pp(X) = > a; X".
i=0

On a P,(x)Py(27!) ~ apas_12*~! lorsque = tend vers + oo.
Si a et b sont deux séquences de longueur différentes, la plus longue ayant une longueur ¢ > 1,
on obtient hr—? |Py(2) Py (271 4+ Py(x)Py(z7 )| = +o0.

T— 100 - - - -

La fonction @ — P, (x)Py(x71) + Py(x) Py(2~!) n’est donc pas bornée sur |0, + oof. .......
En introduisant k£ = |i — j|, on obtient les calculs suivants
Py@)Py(a™) = 3 aiag'™
0<i,j<b—-1
-1 -1 [l—1-k (-1 [—-1-k
i=0 k=1 \ i=1 k=1 \ i=1

Ainsi pour deux séquences a et b de méme longueur ¢, on obtient

/—1 —1 /e—1—k
Py(x)Pa(x™") + Py(a) Py(a™ ") =Y (a7 +0]) + ) ( > i, + bibiﬂ') («* +a7").
k=1

i=0 i=1
Si a et b forment une paire complémentaire alors, pour tout x # 0,

/-1
Po(2)Po(a™) + Py(a)Ryla™") = ) (a7 +1b]) = 2¢.
i=0
Ainsi la fonction F : 2 +— Py(x)Py(z71) 4+ Py(z)Py(z~!) est constante sur R\{0}.........

Inversement supposons la fonction constante sur R\{0}.

P(z)

Q(x)
constant.
En effet, P(z)—CQ(z) = 0 pour une infinité de valeurs de x donc P = C'Q et comme PAQ =1

alors P et ) sont des polynémes constants.
1

Lemme: si F(z) = est une fonction rationnelle constante alors F' est un polynome



2.b)

2.c)

3.a)

3.b)

Maintenant, si on reprend l’écriture de F' donnée ci-dessus alors les coefficients de z* et de
%, pour k # 0, sont nuls ce qui assure la réciproque :

{—1—k
Z a;aitj +bibiy; =0
i=1
pour k variant de £ — 1 a 1, ainsi la paire a, b est complémentaire. .......................

Si a est de longueur ¢, alors P,(1) = £ — 2k ou k est le nombre de coefficients égaux a —1, donc
P,(1) a méme parité que £.
Il en résulte que si a et b sont de méme longueur, alors P, (1) et P,(1) sont des entiers de méme

Soient £ € L et a, b une paire complémentaire de longueur £.
Onnote I ={i/a;=b}, J={i/a;=—=bi},a=>Y ajet f=> a.
icl icJ
Ona P,(1) =a+ B et Py(l) = a— 3 donc Py(1)* + Py(1)* = 202 4 2% = 2.
Ainsi tout élément de £ peut s’écrire comme la somme de deux carrés d’entiers...........
Nota: on retrouve 3 ¢ L.

Si m = 2k alors m? = 0(4) et si m = 2k + 1 alors alors m? = 1(4), ainsi pour tout £ € £, on a
(=0404)ou=0+1(4) ou=1+0(4) ou =1+ 1(4).

L’ensemble infini des entiers congrus a 3 modulo 4 ne contient donc aucun élément de L.
Ainsi le complémentaire de £ dans N est un ensemble infini. .............................

Soient a et b deux séquences de méme longueur et U = %(Pg +B) etV = %(PQ —By).
1
Le calcul donne U(z)U(z~ 1) + V(2)V(z™1) = 3 (Pa(z)Pa(z™1) + Py(z) Py(z™1)).

Il résulte de 2.a) que a et b forment une paire complémentaire si et seulement si la fonction

v U(z)U(x™1) + V(2)V(271) est constante sur R\{O}. ...,

On écrit les séquences ¢ = (1,1, - 1,1, - 1,1, — 1, — 1,1,1) et b = (1,1, — 1,1,1,1,1,1, — 1, — 1)
dans un tableau

degré |01 2|34 |5]6|7|8]9
a 1j1|-1y1}-1j1|-1|-1]1 |1
b Ty1|(-1|1 )1 {1|1]1|-1|-1

puis on fait la demi-somme et la demi différence pour chaque degré, d’ou
Ui)=1+z—2>+23+2°
V(z)=—a*— 25— 2" + 28 + 2% = —2*(1 + 22 + 23 — 2* — 25)

Le calcul donne

1 1 1

1
U)U@EH)+V@VEe™?) = I+r—2?+23+2501+ - - =
@UE ) +V@VET) = (e +a8 4251+ = =+ s )
1 1 1 1
2 3 4 5
+14z°4+2°—2"—x )(1-}-?4‘5—;—5)
= 10.
Ainsi a et b forment une paire complémentaire et 10 € L. ... ...t
. Soit v une séquence de longueur paire 2m > 0 et n le nombre de coordonnées de v égales a —1.
2mq 2my
Ona ) v; =2m — 2n, donc assertion (i) “4 divise la somme ) v;” équivant & m — n pair,
i=0 i=0
c’est-a-dire l'assertion (ii) “n a la méme parité que m”. ...... ... . . oo
2mq 2my

Ona [] v; = (—1)" donc lassertion (ii) équivant a l’assertion (iii) “ [[ v; = (=1)™".....
i=0 i=0



3

5. Soient a et b deux séquences formant une paire complémentaire de longueur ¢ > 2. Pour tout

entier i, 1 <i< £ —1, on pose x; = a;b;.
5.a) Soit j un entier tel que 1 < j < ¢ — 1. La somme des coordonnées de la séquence
(aoaj, ... ,ap—1—jag_1,b0bj, ... ,bg—1_jbe_1)
de longueur paire 2(¢ — j) est nulle d’apres la j-ieme condition de corrélation.
Elle est donc divisible par 4 et il résulte de 'assertion (iii) de 4. que

—1—j ‘
I zeeess = (D)7
k=0

5.b) Pour j = /¢ — 1, on obtient xozs—1 = —1. oot

Pour j <1 — 2 alors, en tenant compte du fait que :c% =1,o0na

I—1—j 1—2—j
H TkLhj H TpTtj+1 = —1
k=0 k=0
I-1-j 1-2—j -1 -1
= Tk T X H Tk H T = Tjll—1—j-
k=0 k=0 k=j  k=j+1
=Tj—-1—j =x;
5.c) Sil=2m+1 alors, avec j = m on a 22, = —1 ce qui est impossible, [ est donc pair. ..

Deuxieéme partie: paires de Rudin-Shapiro

Deux polynémes séquentiels forment une paire complémentaire de polynémes lorsqu’ils sont associés

a des séquences formant une paire complémentaire.
Soient les deux suites de polynomes (P, )nen et (Qn)nen défines par

Py(X)=Qo(X) =1, Po1(X)=P(X)+ X" Qu(X), Qui1(X)=Py(X)-X¥Q.(X).

6.a) Le calcul donne P(X) = 1+ X et Qi(X) =1 — X puis Po(X) = 1 + X + X? —
Q2(X) = 14 X — X2 X

= b
6.b) Posons a, = P,(1) et b, = Q,(1) alors on obtient le systeme Int1 @n + On

n+l = Qp — bn

donc, avec

la deuxiéme relation, a, = b,+1 + b, et en reportant dans la premiere relation on obtient
b2 = 2b,. Comme by = 1 et by = 0, on en déduit que bog, = 2k o bor+1 = 0 puis agy, = 2k

agpt1 = 28+

On a ainsi Po(1) = Qop(1) = 25, Popy1(1) = 284, Qop1(1) =0 ooooeii i

Attention pour x = —1, on a la méme relation de récurrence si n > 1.

On trouve Poy(—1) = —Qop(—1) = 2%, Py 1(—=1) = 0, Qoppr (—1) =281 ... ..
. Montrons par récurrence sur n € N que P, et ), forment une paire complémentaire de

polynomes.

Par convention, c¢’est vrai pour n =0 car Py =1et QQy = 1.

P, et Q,, sont de degré 2™ —1. Les coefficients de P,,4+1 sont ceux de P, jusqu’au degré 2" —1 puis
ceux de @, a partir du degré 2". Méme chose pour @, +1 donc les coefficients des polyndmes
sont bien dans {— 1,1} ..o

Avec les polynémes U,V de la question 3.a, associés a P, 11 et Qpi1,onal =P, V = X% Qn
donc

U@)U(z™ ")+ V(2)V(z™") = Pu(z)Pa(z™") + Qu(z)Qn(z ™)
qui est constant par récurrence. (P,,Q,) donne ainsi une paire complémentaire de longueur

2 OMIC 2T € L



8.

9.a)

9.b)

10.a)

10.b)

Montrons par récurrence sur n > 0 que Vz € C\{0}, Q. (2) = (=1)"2z2" 71 P, (—z71).

Pour n = 0 le résultat est trivial car Py = Qp =1

Pourn=1,0ona —zP (-2 1) = —z+ 1= Q1(2).

On suppose I'égalité établie jusqu’a 'ordre n > 1.
OnaPpi(—2Y)=P(—2Y)+272"Qn(—271) avec Qu(—271) = (—1)"H1272"F1P,(2)

ainsi Py (—271) = Py(—271) + (=1)"H12- 2" 1P (2)

et (=1)" 122 1p (=2l = (=) P (=27 ) 4 Py (2).

Par ailleurs Qny1(2) = Po(2) — 22" Qn(2) = Py (2) 4+ (=1)"+122"=1p, (=27 1).

D’ou I'égalité a 'ordre m 4 1. ..o

Soit T(X) =to+t1 X +...+14X% € Clx] de degré d > 1. Montrons que toute racine z € C de
T vérifie |z] <1+ M ou M = sup |t;/tq|.
0<i<d—1

Si |z| < 1 Pinégalité est évidente. ..........oouiuiiiii

t t tq—
d— 01, _ldl gone 2|7 < M1+ |2| + ...+ |2|%71). 1 vient
ta  ta ta
|z|d -1

|Z|d(|z| -1) < M(|z|d —1),puis |z| —-1< M |Z|d

Soit z une racine (complexe) du polynéme P, @, pour n > 1. Alors z est racine de P, ou de

Qn et z #0.

Si|z| >1onaz

< M d’ot 'inégalité |2| < 1+ M. ...

Comme les coefficients de P, ou @), valent £1, on obtient, d’apres 9.a) |z| < 2...........
D’apres 8., on a Q,(z) = (—1)"22" 1P, (=271 donc P,(z) = (—1)""122"~1Q,(—271) ainsi
—271 est racine de P, ou de Q,, donc d’apres 9.a) |27 < 2.0 oo
Finalement

s<lel<2
Si |z| = 2, alors |22" 7Y = |R,(2)| ou R, est le polynéme P, ou @, tronqué & l'ordre 2" — 2.

n__ n__ mn__ n__ . . .
Ona 22" 71| =22""1et |R,(2)] <22 2+4+...+2+1=22""1 —1 ce qui est impossible.
Si|z| = 50 on considére la racine —z~! pour se ramener au cas antérieur.

Il en résulte que les deux inégalités sont strictes........... ..o,

P, est la partie de P, tronquée a 'ordre 2" — 1, il existe donc une série entiere,

o0
S(z) = > upzP, dont les P, sont des sommes partielles.

p=0
Comme |up| = 1 pour tout p, le rayon de convergence est égal a 1.
2n—1
Ona P,(z) = upz? avec u, = *1.
p=0
1 n—1 2n—1 2n—1
Pour tout |z| < 3 ona |Po(2)] > 1—| 3 upzP|avec | 3 up2?| < Y 55 =1—2"2" ainsi
p=1 p=1 p=1

)] > 2 (%)

1
Supposons que la somme de la série S ait un zéro zg tel que |zg| < 5

On a |Py(20)] = [S(20) = Palz0)| < 3 |20 =

.
p=2" 1-— ‘ZO’

|20

2’n
1 n 1
On aboutit & une contradiction, puisque 17"]20\2 <2 (5) )
"2

La somme de la série S n’a donc pas de zéros dans le disque ouvert de rayon 1/2 centré a
I’origine.



