FONCTIONS USUELLES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
(R)

1. FONCTIONS USUELLES

1.1. Fonctions exponentielles, logarithmes, puissances.

EXERCICE 1.1.1.

2
, oz —1
Etudier les fonctions : f(x) = ze=*-1, g(x) = ’

Inx

EXERCICE 1.1.2.
n—1

Pour n > 1, simplifier u,, = Y 25 " th(2*z). En déduire la limite de u, quand n — +oo.
k=0

EXERCICE 1.1.3.

Résoudre 1’équation en x suivante
2Inz +In(2x — 1) = In(2z + 8) + 2In(x — 1).

EXERCICE 1.1.4.

Résoudre 'inéquation en x suivante

In(z—1)+In(x+1) <2Inz — 1.

EXERCICE 1.1.5.

Résoudre les équations en x suivantes
2x+4 + 3:)3 — 2x+2 + 3x+2, 4x+1 + 22733 — 65

EXERCICE 1.1.6.

Résoudre I'inéquation en z suivante
chx —2 - chx —3
chz+4 cha+2

EXERCICE 1.1.7.

Soit f : R —] — 1, 1] une fonction non constante, continue en 0 telle que

V(z,y) €R?, flz+y) = %

Trouver f.
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EXERCICE 1.1.8.

(1) Trouver les réels x tels que 2Argsh x + Argth 1 = Argch 3.
(2) Résoudre I’équation Argchx = Argsh (z — 2).
1 4 1
(3) Soit y = §Argsh w Calculer ch 2y, e¥ et y en fonction d’z.
—x

1.2. Fonctions circulaires.

EXERCICE 1.2.1.

Simplifier les expressions :
a = sin(Arctan(—7)), b = Arctan 2 4+ Arctan 3, ¢ = 2 Arctan 1/2 4+ Arcsin 3/5,
d = Arccos(—4/5) + Arctan 7, e = 2 Arctan 1/5 + Arctan 1/7 + 2 Arctan 1/8.

EXERCICE 1.2.2.

Résoudre les équations suivantes :

12 3
(1) Arccos 1—; + Arccos 1—:;; = g
1 1
(2) Arctan |=(x — —)| — 2 Arctanz = z
2 T 2

3 7
(3) Arctan 191:+

— Arctan z = Arctan —.
—x 2

EXERCICE 1.2.3.

Montrer que les fonctions suivantes sont constantes :

(1) f(x) = Arctan(v1+ 2% — x) + %Arctan x.

1
(2) g(x) = Arccos z + 2 Arctan 1 ki
—x

EXERCICE 1.2.4.

Simplifier la fonction f(z) = Arcsin(3z — 423).

2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

2.1. Equation linéaires du premier ordre.

EXERCICE 2.1.1.

Résoudre les équations différentielles (et chercher les solutions définies sur R) :
1
1. 22y +y=2a" 2. xy + 3y = 2 3. vy’ + 3y = a'sin —
x
4. z(2* = 1)y +2y =2* 5. |z|y + (x — 1)y = 2?




FONCTIONS USUELLES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES (R) 3

EXERCICE 2.1.2.

Trouver toutes les fonctions f € C(R,R) telles que

Vo € R, /x(2x —3t)f(t)dt = 2*.
0

2.2. Equations linéaires du second ordre a coefficients constants.

EXERCICE 2.2.1.

Soit [ I'opérateur défini par I(y) = v’ + p(z)y. Calculer [ o l(y).
En déduire les solutions de (1) y” + 2thxy’ +y = 0.

EXERCICE 2.2.2.

Trouver les réels «, ( et la fonction g telle que I'équation différentielle " + ay’ + By = g ait
pour solutions :

3
T e %2 asinM + bcos
2 2 rx—1 2

V3 -1 x\/§>
+ cos

avec a et b quelconques.

EXERCICE 2.2.3.

Résoudre les équations différentielles :
1.y +y=2acos’x 2.y +y=sinwx
3. 3" +w?y = xsin 2z 4. y" — 3y + Ay =sinz A < 9/4.

EXERCICE 2.2.4.

Soit f € C*(R,R) telle que lirJqu [f(z) +3f'(z) + 2f"(x)] = I, montrer que lim f(z)=1.

T—+00

3. COURBES PARAMETREES, CONIQUES

3.1. Courbes planes paramétrées.

EXERCICE 3.1.1.

t
W =1
Soit ' la courbe paramétrée : 2
) =——
y(t) 1+

(1) Montrer qu'une droite du plan coupe cette courbe en au plus 3 points.

(2) Soit M;(t;) 3 points distincts situés sur I'. Montrer qu'une CNS pour que les points M;
soient alignés est titot3 = —1.

(3) Montrer que, si t # 0 alors la tangente a I en M (¢) recoupe I' en un point M’(t').

(4) Si les points M;(t;) sont 3 points de I' alignés, M’(;) les points d’intersection des
tangentes aux M; avec I'. Montrer que les points M’(t;) sont alignés.
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EXERCICE 3.1.2.

Etudier les courbes en polaires :

cosf/3 +sinf/3 5 cos 26 5 (sin® — 2 cosf)? sin? 6
= r= T=aQ r =
1 —tan6/3 sin — cos 0 sin @ — cos 6 cos
5 0+ 6 tan 6 - sin 0
r = Cos r=— r=—
sin /2 1 —2sind 2cosf — 1
87— (1—tanf/2)%3 —1 9sinf— " 1 mmmw2——&i—
N C 32 —3r+2 BEEE

3.2. Coniques.

EXERCICE 3.2.1. E

Démontrer que les cordes d'une conique (C') vues d’un point de cette conique sous un angle
droit, passent par un point fixe (prendre comme repeére orthonormé (O,i,7) ou O € (C) et i
tangent a (C') en O). Cas d’exception.

EXERCICE 3.2.2.

On donne une parabole (P) d’équation y* = 2px, p > 0, un point A (8) (a # 0). Une droite

(D) variable passant par A coupe (P) en M et N.Déterminer 'ensemble {/} des centres des
cercles circonscrits aux triangles M NO.

EXERCICE 3.2.3.

Le plan affine est rapporté a un repere orthonormé (0, '7, 7)
Déterminer le lieu des foyers des paraboles tangentes aux axes 0x et Oy et passant par M(1,1)
(on rappelle que I'ensemble des projections orthogonales de F' (foyer) sur les tangentes a (P)
(parabole) est la tangente au sommet de (P)).

EXERCICE 3.2.4.
Soit (C') une conique de foyer O et de directrice associée D, I" un cercle passant par O, coupant
(C) en 4 points M;, i € {1,2,3,4} et D en 2 points P; et P, ; montrer que

EXERCICE 3.2.5.

Nature, centre et foyers des coniques :
(Cy) : (A+N@+y)+20—Nay—y+1=0 AeR

On distinguera les cas A =0, A >0 (0 < A< 1, A =1, A > 1), A < 0 et on pourra faire un
changement de repere en remarquant que 4zy = (z +y)? — (z — y)*.
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EXERCICE 3.2.6.

Sia>0,t€R,onnote (D;) la droite d’équation = + ty — at? = 0 dans le plan affine euclidien
rapporté a un repere orthonormé (O, i, j)
(1) Si «, B, v sont des réels distincts, montrer que l'orthocentre du triangle déterminé par
(D), (Dg), (D,) est situé sur une droite fixe que I'on précisera.
(2) Montrer que : Vt € R, (D;) est tangente & la parabole (P) : y?> = —4ax en un point M;
dont on donnera les coordonnées.
(3) Enoncer la propriété démontrée.

1. INDICATIONS :
Indication 1.1.1 Calculs...

2 1
Indicati 1.1.2 Utili la fi le th = — — — 0.
ndication iliser la formule th(x) s tha pour x #

Indication 1.1.3 Passer aux exponentielles.
Indication 1.1.4 Passer aux exponentielles.

Indication 1.1.5 Pour la premiere équation, passer les puissances de 2 d’'un méme coté.
Pour la deuxieme, poser t = 2*.

Indication 1.1.6 On résout 'inéquation en ch z.
Indication 1.1.7 Penser a la tangente hyperbolique.
Indication 1.1.8

(1) Prendre le sinus hyperbolique de chaque c6té de I’équation, x = V3 - @ — %

(2) Prendre le sinus hyperbolique de chaque coté de 1’équation, on trouve ().

(3) 1l y a des simplifications (reconnaitre un carré) d’ou ch(2y) = %, eV = (1&:/5')2 et
y=2In|l1+z|—In|l— =z
Indication 1.2.1 On trouve a = J—%, b= %’r, c=%5,d=%ete=7.

Indication 1.2.2
(1) On trouve z = 1.
(2) L’ensemble des solutions | — oo, 0].
(3) Penser a utiliser la formule d’addition des arctangentes, on obtient x = 1 — 1/14.

Indication 1.2.3

(1) Dériver... ou poser x = tan(2t).

(2) Dériver... ou poser z = cos(2t).
Indication 1.2.4 Utiliser la formule sin 36 = 3sin § — 4 sin® 6.
Indication 2.1.1

(1) La solution générale est % + #11 sur R* ; sur R, la seule solution est : %
. ;s 2 . 2
(2) La solution générale sur R* est : x—’\g, + % ; sur R, la seule solution est : %
(3) La solution générale sur R* est y = & ["¢%sin & d¢ + % ; sur R, la seule solution est :
1 (T,6 .+ 1 /o
5 J, t®sin 5 dt (dérivable sur R).

(4) y= x;’—il A + In|z]], k € {1,2,3,4}. La seule solution sur R est : ;(ilfff).

x>0 : =x—xe ",
Y et

<0 : y=x+2+2(1—¢%)

T

B)y=a+2+2+ ue—. La seule solution sur R est : {
x

y(0) = 0.
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Indication 2.1.2 Faire intervenir F(x / f(t)

Indication 2.2.1 Pour résoudre (1), prendre p(x) = thzx.
Indication 2.2.2 Nécessairement o = 3 = 1 puis on fait les calculs.
Indication 2.2.3

(1) Linéariser le cosinus et passer en complexes.
(2) Distinguer les cas w = +1 et w # £1.
(3) Distinguer les cas w # 2 et w = 2 puis passer en complexes.

9
(4) Faire intervenir k = 1 A

Indication 2.2.4 Se ramener au cas ot [ = 0 puis montrer que, si liril A (z) + g(z)] =0
avec A > 0 alors lirf g(x) = 0 (résoudre I’équation différentielle y + Ay’ = h en exprimant les

solutions a I’aide d’une intégrale et conclure avec des €). Appliquer alors ce résultat deux fois.
Indication 3.1.1
(1) Ecrire 'équation en ¢.
(2) Utiliser les relations entre coefficients et racines de I’équation du (1).
(3) Prendre I'équation du (1) et donner les conditions lorsqu’on a une racine double.
(4) Toujours avec 1'équation du (1).
Indication 3.1.2 Penser a étudier les points suivants :

e signe de r (les variations de r sont parfois un luxe que l'on peut s’épargner),

e tangente en O,

e branches infinies et, seulement sous la contrainte, les points d’inflexion,

e pour les cas désespérés, penser qu'une courbe en polaires, c’est une courbe en pa-
ramétriques qui s’ignore, i.e. on a x = rcos#, y = rsinb.

Indication 3.2.1 C’est un exercice a astuces géométriques (sinon on se perd dans les calculs !).
Ecrire I’équation de la conique puis I’équation d’une droite générale A ne passant pas par
'origine et considérer la réunion des droites passant par les points d’intersection de (C') et de
A. Traduire enfin 'orthogonalité de ces 2 droites.

Indication 3.2.2 Ecrire I’équation du cercle passant par M NO et donner 1’équation aux or-
données de I'intersection de (C) N (P).

(bx+ay)?
a?+b2

Indication 3.2.4 On passe en coordonnées polaires et, en éliminant 6 dans (C) NT", on obtient
une équation du 4-ieme degré. On fait le méme genre de chose avec (C') N D.

Indication 3.2.3 Ecrire I'équation de (P) sous la forme (z — a)® + (y — b)* =

Indication 3.2.5 On fait une rotation d’angle .
Indication 3.2.6
(1) On cherche la hauteur issue de (D,) N (Dg) sous la forme AD,, + uDgz = 0.
(2) Immédiat par le calcul.
(3) On a une propriété sur les orthocentres des triangles formés par les tangentes a une
parabole.
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2. SOLUTIONS :

x
43— 222 — 1 ~ 0,48 ~ 0,26
Solution 1.1.1 f'(z) = —— T TE a1 9 racines 4T A
(22 —1)2 Tg ~ 2,08 yo~ 3,89
, T 1 T
xr) = 2lnx+ —=—1) = h(z) et h(x) > 0.
/o) = o (2 5 —1) = CoGa) e )
Solution 1.1.2 On utilise la célebre f le th(z) 2 L #0
olution 1.1. = - .
n utilise la célebre formule th(z Ton  thp POW?
e Siz =0 alors u,, = 0.
) L L 2k;+1 2k; ..
e Si z # 0 alors 2" th(2"z) = (2 2] th(2h) d’out
1 o 2k 2k 1 1
un = — — = —
20 £~ th(28z)  th(2%z)  th(2"z) 2"tha
et par conséquent, si x > 0 alors lim wu, =1etsiz <0 alors lim u, = —1.

n—-+o00 n—-+o00

Solution 1.1.3 L’équation n’a de sens que si > 1. On passe ensuite aux exponentielles ce qui
donne I’équation du second degré 5z% — 14z + 8 = 0 qui admet les solutions 2 et 5 La seule

solution est donc z = 2.

Solution 1.1.4 L’inéquation n’a de sens que si x > 1. On passe aux exponentielles d’ott 22 —1 <
2

X . ;. N € Y N 1o : €
~ ce qui est équivalent a |z| < , /: d’ou I'ensemble des solutions |1, /-%.

Solution 1.1.5 On a 2%t 4 3% = 20F2 4 3242 & grtd _ ged2 — 3242 _ 3% ot en simplifiant,
221 = 37=1 d’on la seule solution z = 1. A
On pose t = 2% d’on 4 + 2277 = 65 & 4% + ;= 65 < 413 — 65t +4 = 0. t = 4 est solution

—4++/17
2

évidente, les autres solutions sont données par t = . En revenant a x, on obtient les

In VIT—4

solutions suivantes : 2 et m;

Solution 1.1.6 Comme chxz + 4 et chz 4+ 2 sont > 0, l'inéquation est équivalente a
(chz — 2)(chz + 2) < (chz — 3)(chz + 4) soit chz > 8 d’ou l'ensemble des solutions
| — 00, —Argch 8, Argch 8, +00].

Solution 1.1.7 On a tout de suite reconnu une propriété de la fonction th. Soit g(¢
Argth (f(¢)), alors g(t+u) = g(t)+g(u) (en utilisant la formule Argth a+Argthb = Argth ¢

pour (a,b) €] —1,1[%).
Comme ¢ est continue en 0 alors ¢ est linéaire donc g(t) = at et par conséquent f(z) = th(az).

):
+b
1+ ab
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Solution 1.1.8

(1) On est ramené a la résolution de 'équation équivalente sh(2Argsh z) = sh(Argch (3) —
Argth (1/2)) soit, apres simplifications,

44/2 —
21-,/1+x2:u.
V3

Les solutions (éventuelles) sont donc positives. On éléve au carré, on trouve (22 +1)% =
4

2
6_2\/5 s 1y . \/6 1
5(11 —6v2) = (T) d’ott 'unique solution = = {/v/3 — 3 5

(2) Nécessairement = > 1 et avec cette condition, ’équation devient équivalente &
sh(Argchz) = (x — 2) (en prenant le sinus hyperbolique). En élevant au carré : on

5
obtient x = 1 mais, comme 1 < 2, on n’a pas de solution.

16x(1 + z)?

(3) Onach(2y) =4/1+ 11

or, apres un savant calcul, on remarque que

(1 —2)* +162(1 +2)* = (1 + 62 + 2°)?

1+ 6x + 22
(1—z)*
On utilise ensuite la relation

donc ch(2y) =

144 4 2 4
¢ — ch(2y) + sh(2y) = +4yx + 62 + 4o +2* +\/§).

(1—z)? - (I-w)2
1 2
Finalement e¥ = ( |1+ \/ﬁ) et y =21+ /x| -In|l -zl
—x
Solution 1.2.1 On utilise les formules sur les fonctions circulaires (cf page 124 et 125).

On t -7 b 3m T T ™
ntrouwvea=—,b=—,c=—,d=—cte=—.
V50’ 47 2’ 4 4

Solution 1.2.2
(1) On peut utiliser la formule d’addition des Arccosinus (cf question (iii) page 125) mais

x x
il est plus rapide de vérifier que f : x +— Arccos I3 + Arccos 3 est une fonction

s
strictement décroissante et que f(1) = B (grace a Pythagore) fournit la seule solution.

1 1
(2) Soit g(x) = Arctan [5(3: - —)] — 2 Arctanz. g est définie, continue et dérivable sur R*.

x
g'(z) = 0 donc g est contante sur chaque intervalle | — oo, 0] et ]0, +00[. g(1) = —g et
g(—1) = g d’ou I'ensemble des solutions | — oo, 0].

3z +7
(3) On réécrit I’équation sous la forme équivalente suivante Arctan T Arctanx +
-

1
Arctan —.

e Si z > 2 alors le second membre appartient a I'intervalle [7, +oo[, I'équation n’a pas
de solution dans ce cas.
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e Si z < 2 alors on utilise la formule d’addition des Arctangentes (cf question (i) page
125) ce qui donne I"équation équivalente suivante :
3x + 7 1+ 2x

= Arctan
—x —x

Arctan

3r+7 B 1+ 2z

—r  2—x
1 — /14 ('autre racine est a écarter car r = 1 + /14 > 2).

et comme la fonction Arctangente est injective alors soit x =

Solution 1.2.3

(1) On peut dériver mais il est plus simple de poser x = tan 2t avec t €] — 7, 7[. On a alors

1 T

Vita?—z— —tan2f car 2t €] — = =

R sy an 2t car ] 5 2[
14 tan®t 2tant

T 1—tan?t 11— tan’t (voir page 97 bas)

1 —tant

tan(—t + 7T)
= ——— =tan(—t + —
14 tant 4
PR s — ™ T s
douf(x):—t+z+t—z car _t+1 €] — 3,0
(2) La aussi, on peut dériver mais on peut poser x = cos2t avec ¢t €]0,5]. Comme
14 cos 2t 1 . . .
= 5~ (toujours a l'aide des formule de la page 97) et que tant > 0,
%n—acos 2t tan” ¢

g(z) = 2t 4+ 2 Arctan

T
- 2[——4:
+ 2 T

car Arctan% = g — Arctanz lorsque x > 0 (voir théoreme 5.44 page 125).

tant

Solution 1.2.4 On pose x = sin6, 6 € [—7/2, +m/2] ce qui donne 3z — 4x3 = sin 30. Comme f
est impaire, on peut se limiter a R, :
3 Arcsi izel0,1/2
On trouve f(z) = rcsmx' S? zel0,1/ ]
m—3Arcsinz  siz>1/2

Solution 2.1.1

A n n
(1) La solution générale est 7 + 5 x—l— 1 sur R* ; sur R, la seule solution est : 5 x+ T
T n n
2 2
£ x
(2) La solution générale sur R est : — + 5 5 sur R, la seule solution est : =
x

xT

1 1 A
(3) La solution générale sur R* est y = — 9 sin 5 dt+ — ; sur R, la seule solution est :
3 J x

1 [ 1

— [ t°sin— dt (dérivable sur R).

z° Jo t

Ici, on ne peut exprimer les solutions a I’aide des fonctions élémentaires.
(4) On cherche les solutions sur £ = [ U, U I3 U Iy ou [} =] — 0o, —1[, I =] — 1,0],

2

I3 =]0,1] et Iy =]1,+oco[ dou y =

o Ae +1nz|], k € {1,2,3,4}.

22 In 22

La seule solution sur R est : —————.
2(x%2—1)
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2 xr
(5) Iy =]0,400[, Iy =] —00,0[ : sur [} : y =a + Aze *, sur Iy : y:x—|—2+—+ue—.
x T
x>0 : y=x— Are ™,
Les seules solutions continues sur R sont : 2
r<0: y=z+2+—(1—¢€")
T

et y(0) = 0 et si lon cherche les solutions de classe C! on trouve

r>0: y=x—xe”,

2 et y(0) = 0, solution unique.
r<0: y=xz+2+—(1—-¢") y(0) E
x

Solution 2.1.2 L’équation peut se réécrire sous la forme 2z f (t) dt—S/ tf(t)dt = 2*. Les
0

fonctions sont dérivables donc, en posant F'(z / f(t)dt, F vérifie 'équation différentielle

ry — 2y = —2x. L’ensemble des solutions de cette équation est donné par F(x) = 2x + A\x? si

2 iz <0
v <0t F(z) =20+ pua? iz > 0 done si f est solution alors f(z) = - 0 57 Par

24+ Bx siz>0
continuité, on pose f(0) = 2. On vérifie alors que f est bien solution du probleme.

Solution 2.2.1 On alol(y) =y" + 2py’ + (p' + p?)y.
En posant p = thx, on vérifie que lol(y) = 3" + 2thay +y.
On a donc I(y) € Kerl, i.e. I(y) = % et, en résolvant 1’équation du premier ordre obtenue,
chz
ar +b

on arrive a y = .
chz

Solution 2.2.2 La solution générale de I’équation sans second membre est \e/® + pe’ * donc on

aa=/0=1.
1721 -1 20 20
Avec 1 = kz 2% on va chercher : ¢ = ngk. Or gr = ¢} + ¢} + @i ot pr(z) =
- -0 -0
ke=2/2 cog L , donc
r 20
3
g(z) = e %% | cos % Z k(k —1)z"2 V3sin © Z kat~ 1]
k=0
e [ /338022 — 79822 + 420219 — x\/_ 2022 — 2122 + 1
e cos —V/3sin
2 (x —1)3 (x —1)2
Solution 2.2.3

2 213 4

(1) Solutions : y = acosz + bsinx + 1)+ (—E +22) cos 2z + —wsin 2.
2 6 27 9

(2) w#+1:y=Acosz + psinz + . nwa cw==x1:y= (/\ —w%) cos T + pisin x.
w

2 4
(3) w#2: y:acoswx—l—bsinwx—l—xsm T cos 2.

w?2—4 w?2-4

1
w=2:Yy=acos2x + bsin2x + 1—6xsin2x— g$2COS21‘.
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9 A—1)si 3
(4) k = ”Z — A, solution particuliere y;(x) = ( )i\lzn_f;_ S s k=0:y=u+

(az + B)e* 2 k#£0: y =y + (ae™ + fe k)2,

Solution 2.2.4 On se ramene au cas ou [ = 0 en remplagant f par f —[.
On montre alors le lemme suivant :

si g est une fonction de classe C! telle que lirf A (z)+g(x)] = 0avec A > 0 alors lirf g(x) =0.

Dém : soit h(z) = g(z)+Af'(z), on résout alors I'équation différentielle y+ Ay’ = h. L’équation
homogene admet comme solution y = ae™** et, par variation de la constante, on a ’ensemble
des solutions qui s’écrit

y(z) = ae ™ + e)‘“/ h(t)eM dt.
0

:y\or(w)

I1 suffit donc de prouver que lim yo(z) = 0. La fonction h est continue sur R et admet une
r—+00

limite (nulle) en +o00 donc elle est bornée sur [0, +oo[ par M. On découpe alors 'intégrale en
2, soitA>0telquet>A:>|h(t)|<%:

A T
lyo(z)| < e)‘“/ MeM dt + % e’\x/ e dt
0 0

<1

A
€
et on choisit = suffisamment grand pour que e™** / MeMdt < 3

0
On écrit alors que f(z) +3f'(x) +2f"(z) = fi(x) + 2f](z) avec f; = f+ f'. Grace au lemme,

liril fi(z) = 0 soit liril [f(z) + f'(z)] = 0. On applique & nouveau le lemme et on obtient

lim f(x)=0.

T—+00

Solution 3.1.1

(1) Soit D la droite d’équation ux + vy +h = 0, le point M (t) appartient & D ssi ut + vt® +
h(1+t3) = 0. Cette équation de degré 3 au maximum n’admet pas plus de 3 racines.

(2) Si les points M;(t;) sont alignés alors il existe (u,v,h) € R? (u,v) # (0,0) tel que les ¢;
soient racines de I'équation ht? + vt? +ut + h = 0. On a nécessairement h # 0 (pour
avoir 3 racines distinctes) et ht® + vt? + ut + h = h(t — t1)(t — t2)(t — t3) entraine que
titots = —1.
Réciproquement : sitytoty = —1 alors, en posant u = t1to+tats+tsty et v = —(t1+ta+13)
on a (t —t1)(t —ta)(t —t3) = t* + vt* + ut + 1 = 0 et par conséquent les 3 points sont
sur la droite d’équation uxr 4+ vy +1 = 0.

(3) On reprend la condition ci-dessus et par passage & la limite on obtient ¢t = —1 donc
si t # 0 la tangente a la courbe recoupe cette courbe au point M’(;—Ql)

(4) Si les points M;(t;) sont alignés alors t1tats = —1 d'ou t)thts = t%;—%t% = —1 donc les

points M’(t}) sont aussi alignés.

6 273

Solution 3.1.2 10 Soit C la courbe définie par la relation tan§ = p(r) ot ¢(r) = 3 2T T On
7/' J—

remarque que, si M(r,8) € C alors M(—r,0) € C et M(—r,0 4+ 27) € C. On obtiendra donc




6 FONCTIONS USUELLES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES (R)

toute la courbe en prenant § €] — m, [ et 7 € Ry \ {1/v/3} et en faisant une symétrie par

rapport a Oy.
On va donc construire cette courbe a partir de I'équation § = 2 Arctan ¢(r), r > 0. Comme
6r2(r* — 1)

o(r) = BIoe on obtient le tableau suivant
7/' J—

0 1/V3 1 +00
- 0 +

"
¢’ —

N N T
(90\ —T T \471-/2/ T

T
Pour r = 1, on a # = — et la tangente est verticale. Quand r — 400, on a y = 3 qui est

asymptote (y(r) = 12_:2(2780) ~ ?;2/2/)3 =3).

Le tracé avec un logiciel peut se faire en utilisant les formules

ri(3r? —1) r(—4r® +9rt — 612 + 1)
Tr = =
o621 T T a1 ot — 62+ 1
. , 1—tan?¢ 2tan 2 _
obtenue en utilisant les relations cos§ = ———=, sinl = ———— et en exprimant que
1+ tan® g 1+ tan®§

xr=rcosf, y=rsinb.

2r3

FIGURE 1. Courbe tanf/2 =

3rz2 —1

Solution 3.2.1 (C) a pour équation az?+2bzy+cy*+2dy = 0 ; soit A (d’équation Az+puy—1 =
0) une corde répondant a la question et G la réunion des droites OM;, OM; ou M; et My sont
les intersection de A avec (C') alors : (z,y) € G < x =y = 0 ou Ik # 0 (rapport d’homothétie)

ar? + 2bry + cy? + 2dky = 0
tel que

Az +py —k=0 & az® + (20 + 2Ad)zy + (c + 2dp)y* = 0. Et comme
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— —
OMlj_OMQ . a/+C+2d,u:O

2d
1 cas : a+c¢# 0 A passe par (0, —

. — — a+ C> ,
2 casa+c=0 A L ¢ c’est le cas d'une hyperbole équilatere ou les droites A sont toutes
paralleles.

Solution 3.2.2 Notons y; et ys les ordonnées de M et N ; ona: y1y2 = —2ap. Soit [ (g) alors,
le cercle MNO s’écrit 22 +y* — 2ax — 2By = 0. (C) N (P) est donné par y> + 4p? (1 - g) y—
p
2 4pp ,_ @ .
26(4p*) = 0 et comme Y1y = —2ap (et y1 +yo = —) on a [ = 8—(2a —a —2p). I décrit
a P

p

a?

une parabole ; M et N existent ssi +a>0. Sia>0, [ décrit toute la parabole, si a < 0

3

B2 > —g— : on a 2 branches de parabole.
p

Solution 3.2.3 Si F(a,b) est le foyer de (P) tangente a Ox et a Oy, la tangente au sommet de

b )2

(P) est T+ Y — 1 et la directrice : —+Z =0 donc (P) s’éerit (x —a)*+ (y—0)* = %
d’ot1 I’équation du lieu cherché : (1 —a)? + (1 —b)? = (b+af )y
b ' a2 b2

En passant alors en polaires, on obtient r = v/2(cos(f — m/4) £ 1) ce qui représente une
cardioide.

Solution 3.2.4 On écrit les équation en polaires

P P '
&)ir=—2L pia——P )= acost )
(©):r 1+ ecosf’ L (I') + r=acosf + fsin

_ 1 B
e (C)N () : cost = p T’ sing = — (r_ap r) : on élimine 6 entre ces deux
er

équations d’ou
cos’0 +sin’f =1 = (er? + ar — ap)? — B (e*r®* —r* +2pr —p?) =0
équation du 4*™¢ degré et le produit des racines vaut :
(a® + B%)p?
o2

- OM10M20M30M4

1
e DN(T) : cosf = ﬁ) sinf = 3 (r — oz£> et, en éliminant ¢ entre ces deux équations :
er er
(er? —ap)® — FP(e*r® —p*) =0

(o® + 82" _

équation bicarrée et donc, le carré du produit des racines positives vaut : 5
e

OP2.0P?.
Conclusion : on a bien I'égalité demandée.

Solution 3.2.5 Avec X = Ty et Y = L

V2 V2
T+ N (@ +y*) +2(1 = Nay = (r +y)* + Mz — y)* = 2X* + 2\Y?

,on a
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_0. 1/2\ _ y _ !
e \ =0 : parabole de sommet S (1/2) d’axe x +y = 1, de parametre p = ﬁ’ de foyer
1/4 . . 1
F (1/4) et de directrice : y = x + 3
X —UVEE (YWD (A—1)/2
e \#£0(Cy): ey T2N) = 1 conique de centre 2y O+ 1)/v2)
A—1—ey/|1 =)
f : 2 = +1
de foyers A+ 1+ey/[1 = c
2\

1 .
\/5,
=—lete=+1-)\

e )\ =1: cercle de rayon R =

e < A<l:a=1,1<X:«
e )\ < 0 hyperbole.

Solution 3.2.6
(1) On exprime que AD,, + pDg (qui représente 'ensemble des droites passant par le point
C intersection de D, N Dg) est orthogonal & D, : A =1+ 6, p = —(1 4+ ay) d'ou
I’équation de la hauteur issue de C'

—vr+y=ala+ B+ aby)

et par symétrie on a I’équation de la hauteur issue de B : —fz +y = a(a + v + af7y)
ce qui donne les coordonnées de 1'orthocentre :

r=a, y=ala+F+v+apy).

g2
(2) D, est bien I’équation de la tangente au point M; € (P) de coordonnées : ( 22; >

(3) On a ainsi prouvé que l'ensemble des orthocentres des triangles formés par trois tan-
gentes distinctes & la parabole y? = —4ax est contenu dans la droite d’équation x = a.
Or, en prenant v = 0 et en faisant varier o dans R, on obtient toute la droite
(y = ala + ).

Conclusion : comme toutes les paraboles se déduisent l'une de 'autre par similitude
alors on peut énoncer une propriété encore plus générale

I’ensemble des orthocentres des triangles formés par trois tangentes distinctes a une
parabole est la directrice.




