CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL (R)

1. DERIVATION DES FONCTIONS A VALEURS REELLES

1.1. Dérivée en un point, fonction dérivée.

EXERCICE 1.1.1.
f2z) - f(@)

Soit f :[0,1] — R continue en 0, vérifiant : lir% N
xT— T

Montrer que f}(0) existe.

EXERCICE 1.1.2.

Déterminer les fonctions dérivables sur R qui vérifient I'une des identités :

a) f'(x) = f(1 - =) b)f'(x) = f(—x).

EXERCICE 1.1.3.

n k
Calculer : s = lim s, ot s, = ) f(—;) pour f une fonction définie dans un voisinage de 0,
n—+00 k=1 T

dérivable en 0 et telle que : f(0) = 0.

EXERCICE 1.1.4.

Calcul de £ (0) pour f(z) =

x2 —2xcosfh+1°

EXERCICE 1.1.5.

Montrer que :
(f—(fn(a:)) = (~1)"z "1V o fo(z) = 2" el
xTL

EXERCICE 1.1.6.

Si a € R, montrer que (1 — z?)~ pe (1 — 2%)"*) est un polynome.
xn

EXERCICE 1.1.7.

Soit f : [0, +oo[— R de classe C.
Montrer que, si lir}rﬂ (f(x)+ f'(z)) =l alors lim f(z) =1 (étudier la fonction e* f(x)).

T—+00
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EXERCICE 1.1.8.

Etudier I'équation : tanx = 1T ,z € R : mettre en évidence une suite x,, de racines
a’x
(x — 400).

7r
Partie principale en % de —x,, +nm + 3 lorsque a =07 Casota #0 7

EXERCICE 1.1.9.
dn

Montrer que pour n > 1, —n(Arctan x) est de la forme :

dx
Pa(z)
Qalculer le polynéme P,.
Etablir, pour x > 0,
%(Arctan x) = %(n — 1)!'sin(n Arctan %)

Racines de P, ?

EXERCICE 1.1.10.

Soit f(x) = Arctan ({£ tana).

(1) Calculer f’, chercher une relation de récurrence entre (=2 fr=1 ¢
(2) En déduire f™(0).

EXERCICE 1.1.11.

(1) Soit P, la partie réguliere du D.L. de In(1 + x) a 'ordre n. Montrer que Vz € [0, 1],

1
In(1 - P, < .
|In(1 + ) (3:)1\<7}U+1 1
(2) On pose I,,(x) = %/ P,(t)dt et T,(x) = I,(x) + 5(1 — P,(2)).
0
1 1
Montrer alors que Yz € [0, 1], by In(l+2z)—T,(z)| < T D)

1.2. Etude globale des fonctions dérivables.

EXERCICE 1.2.1.

Si f est de classe C® sur [a, b], montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que :

(b—a)’

(F'(0) + f'(a) = =5 1().

_b—a

F) = fa) = =

EXERCICE 1.2.2.

Soient 7y < x; < -+ < x, n+ 1 1éels et f de classe C"™! sur R. On appelle : L(x) le polynome
d’interpolation de f aux points zg, 1, ..., Ty.
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(1) Montrer que :

e ) ) — ) )

(2) Six € [—1,1], montrer que le choix des x; qui minimise |(z — x¢)(z — z1)(- - - ) (x — x,)]

est obtenu lorsqu’on prend les abscisses de Chebychev : z; = cos (22;:127r) (on montrera
1

que Th(z) = (. — o) (x — 21)(- - )(x — 2,) = 57 cos((n + 1) Arccos x)) et que si P, est

VeeR, 3z € R : f(x) — L(x) =

un polynéme normalisé de degré n + 1 alors sup |P,(x)| > 2—n)
z€[—1,1]
(3) Faire la synthese de ces deux questions.

EXERCICE 1.2.3.

La formule des accroissements finis peut s’écrire sous la forme
f(x+h)= f(x)+hf'(x+06h).

Déterminer la valeur de 6 lorsque f(x) = ax? + bz + ¢ avec a # 0.
En donner une interprétation géométrique.

EXERCICE 1.2.4.

Soit x € [0, §], montrer les inégalités

—r <sinz < 7.

=)

EXERCICE 1.2.5.

—1/x : 0
(1) On définit la fonction f(z) = ¢ sl x>

0 siz<0
Montrer que f est de classe C* sur R.

e /0= i |z < 1
0 sifz| =1

Montrer que g est de classe C* sur R.

(2) On définit maintenant g(z) =

EXERCICE 1.2.6.
Soit f une fonction 2 fois dérivable sur R. A l'aide de ¢(t) = f(2) —2f (x +t)+ f(x +2t) — K2
montrer que pour tout = et h réels il existe 0 €]0, 1] tel que

flx+h) =2f(x) + f(x = h)

72 = f"(x + 6h).

EXERCICE 1.2.7.

Soit f une application définie et dérivable sur I intervalle de R.

(1) Montrer que si (a,b) € I? sont tels que f'(a) < 0 et f'(b) > 0 alors il existe ¢ compris
entre a et b tel que f'(¢) =0 (on utilisera et démontrera qu’une application continue et
injective définie sur un intervalle est monotone).

(2) Montrer que f/(I) est un intervalle.
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EXERCICE 1.2.8.

Etudier les suites définies par
(1) up = 0 et upi1 = COS Uy, (2) up = 3 et up1 = (1 — uy)?
(3) up €]0, 7| et upt1 = [(un — 1) sinu,|, (4) ug # 1 et uppq = ﬁ +1

EXERCICE 1.2.9.
f(z)

Soit f € C(R4, R, ) croissante vérifiant h? — =k<1l
Tr—+00 X

Etudier la suite définie par ug = 0 et upy1 = f(uy).

1.3. Fonctions convexes.

EXERCICE 1.3.1.

Soit f : R — R 2 fois dérivable tel que :
vz €R, f(z) >0, f(z) >0, f"(z) > 0.

(1) Etudier les limites de f(z) et /(@)
x
convexe croissante positive quelconque.
(2) Etudier les limites de f(z),zf'(x) quand 2 — —oc0.

quand z — +o0o. Généraliser au cas d’une fonction

EXERCICE 1.3.2. E

Soit f de classe C? sur [a, b] telle que &) (x) > 0.

Etudier les variations de ¢ sur |42 b] ot p(z) =

f(x) = fla+b—1x)
20 —a—b '

EXERCICE 1.3.3.

Montrer qu'une fonction continue f : R — R, vérifiant :

T+y 1

) < (@) + 1)

V(z,y) € R* : f(

est convexe.

EXERCICE 1.3.4. E

Soit f : R — R continue vérifiant :
Jho >0, |Vz € R, Vh € [0,hg], f(x+h)+ f(x—h)—2f(x)>0.

Montrer que f est convexe

EXERCICE 1.3.5. E Fonctions semiconvexes.
Soit I un intervalle de R, on dit que f est semi-convexe ssi

2 2
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(1) Montrer que, si n = 2% alors

f(x1+xz+~'+xn) g flay) + flas) +- -+ flan)

(1)

n n
(2) Montrer que (1) est aussi valable si 2% < n < 2F1.

n n n
(3) Montrer enfin que, si Y «; = 1, les «; étant des rationnels, f (Z al-:ci) <D aif(x)
i=1 i=1 i=1
uA
(poser a; = j ol (u;,d) € N2, d étant le p.p.c.m. des dénominateurs des «).
(4) En déduire I'équivalence :
f est continue sur I'intérieur de E et semiconvexe sur I ssi f est convexe sur [.

EXERCICE 1.3.6.

On suppose que Vi € [1,n],z; > 0,a; > 0et > a; = 1.
i=1
Montrer alors que :

aq [e %} an,

T "Iy Iy < ox] + o + -+ apxy,.

EXERCICE 1.3.7. E

Soit (a;) € (R%)™, si r € R*, on définit :

(1) Définir My(a) et montrer que Vr > 0, M,.(a) > My(a). Calculer liIiIl M, (a).

(2) Calculer la dérivée logarithmique de M, (a) et montrer que M, (a) est croissante en
utilisant la convexité de la fonction z In x.

EXERCICE 1.3.8.

On suppose que 0 < m < n et que a > 0.

m/n
(1) Montrer que (1 + ﬁ) <142
" " 11, 1 1
(6crire que 1 = 1™/ et utiliser I'inégalité afb < —aP + 3% si — + — = 1).
p q

4q
m(a'/™ —1)\"
- :

(3) Montrer alors que n(a'/™ — 1) < m(a*/™ — 1).

(2) En déduire que a < | 1+

2. INTEGRATION SUR UN SEGMENT DES FONCTIONS A VALEURS REELLES

2.1.

EXERCICE 2.1.1.

Soit ¢ une fonction convexe sur R, f une fonction continue par morceaux sur [0, 1] a valeurs
dans R.
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plt) = ols) olw) = olt)
t—s h u—1
En déduire que, si = inf «(u) alors : ¢(s) > ¢(t) + B(s — t) et ceci pour tout s.

t<u<b

(1) Montrer que : =oa(u)) poura < s <t <u<b.

En prenant ¢t = / f(z) dz, prouver que :

(/ fla dx)\/l@oof)(x)dx-

(2) Soit h € C([0,1],Ry), A= fo h(z) dz, montrer que

1
\/1+A2</ VI+ R (z)de < 1+ A
0

Si h = f’, donner une interprétation géométrique de ces inégalités ; cas d’égalité 7

EXERCICE 2.1.2.

b
On pose I = [a,b], 2y =a+ k a4

b
b—
O0<k<n, feR et rn:/ f(t)dt — naZf(xk).
@ k=0
(1) Si f est croissante, montrer que : 0 < 7, < b- a(f(b) — f(a)).
n

b—
(2) Si f est de classe C'', montrer que : lirf = — a(f(b) — f(a)).

EXERCICE 2.1.3.
Soit f € C([a, b],R), M = sup |f(z)].

z€la,b]

b n
Montrer que lirf {/ |f(x)|”d:p} =M.

|~

EXERCICE 2.1.4.

Soit f € C([a,b],R), ¢ € C(R,R) de période T. Montrer que :

b b T
lim f(t)p(nt)dt = %/ f(t) dt./0 o(t) dt.

EXERCICE 2.1.5.

Chercher les limites des suites :

1 n 1 n 12 n—1 1
l-u,=—=S Wkl 2-u,=—73S k¥ 2 3-u, =
v = w & N T ICErEaY
A O LA R (2n)!1M"
- Up = z t s - Up = — - Up =
U smnI;) an % U k;Hl( +n2) U [n'n”]
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EXERCICE 2.1.6.

Soit r €] — 1,1[, calculer le produit : [T (1 — 2r cos 25T + 72).

k=1
2

En déduire la valeur de I(r) = / In(1 — 27 cos 6 + r2)de.
Que dire de I(r) si |r| > 1 7.

EXERCICE 2.1.7. E

Que dire d'une fonction f continue de [a, b] dans C telle que :

s = [ 1swrar

3. INTEGRATION ET DERIVATION

3.1. Primitives et intégrales d’une fonction continue.

EXERCICE 3.1.1.

Soient f et g 2 fonctions continues sur [a,b] ; f \, et 0 < g < 1.

Montrer que :
dtg/bf(t) / f(t)dt ou A = /b()d

)

a+h(y)
(Considérer F(y / f(t)g(t)dt et G(y) = / f(t)dt avec h(y) = / g(t)dt.)

a
Cas d’égalité lorsque f est strictement décroissante ?

EXERCICE 3.1.2.

Soit f une fonction définie sur [a, b] & valeurs dans R, dont la dérivée est continue par morceaux.
On suppose que : f(a) = f(b) =0et que : |f'(z)| < M

Montrer que :
b 2
/ fyar] < =2

Cas d’égalité ?

EXERCICE 3.1.3.

Soit f une fonction a valeurs réelles, dérivable sur [0, a], primitive d’une fonction continue par

morceaux, telle que f(0) = 0.
[ irsoia<s [rope

Montrer que l'on a :
Etudier les cas d’égalité lorsque f’ est continue.
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EXERCICE 3.1.4.

1 x
Soit f € C(R,R) ; on définit sur R* : g(z) = —/ f(t)dt.
T Jo

(1) g a-t-elle une limite en 0 7
(2) Si f est dérivable en 0, g est-elle dérivable en 0 ?

EXERCICE 3.1.5.

Trouver (a, b, a, ) € R* tel que :

VP € R3[X], /1 P(t)dt = aP(a) + BP(b).

EXERCICE 3.1.6.
Dérivée de f(z) = / V1+In?tdt.

EXERCICE 3.1.7.

Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que :

rwsw= [ s

EXERCICE 3.1.8.

2
Todt
Pour z > 0,z # 1, on pose : f(x) :/ s
. In
(1) Prolonger f par continuité en 0 et en 1.
(2) Etudier les variations de f et donner I'allure de sa courbe représentative.

EXERCICE 3.1.9.
3

x t
Trouver 1'équivalent en 01 de f(z) = / ¢ .
L2 Arcsint

EXERCICE 3.1.10.
k

d
: _ 2 k
Soit p(x) = P [(z% — 1)F].
1
(1) Montrer que : / p(z)g(x) dx = 0 si g est un polynome de degré < k.
~1
(2) Montrer que les racines de p sont réelles, simples et qu’elles appartiennent a U'intervalle
L1

1 1
(3) Soit a(z) un polynéme de degré k ; montrer que / a(x)p(z)dz = C(a)/ p*(z)dx ;
-1 —_

déterminer C'(a).
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EXERCICE 3.1.11.

Soit f une fonction réglée vérifiant : f(a +b—z) = f(x).
b b b
Montrer que / zf(z)der = a;— / f(z)dx.

EXERCICE 3.1.12.

Soit f € C([0,400[, RT) vérifiant :

JkeR, Yz >0, flz /f

On pose f(x / f(t)dt, étudier les variations de la fonction g(z) = e ** f(x) ; en déduire
que f=0.

EXERCICE 3.1.13. Irrationalité de 7.

x"(bx —a)”
n! a
ses dérivées, prennent des valeurs entieres pour = 0 et ©x = 7 (développement de

(1) Soit (a,b) € N*2 on pose : p,(x) = Prouver que p,, ainsi que toutes

Mac-Laurin).

n—-+o00

(2) On pose I, = / pn(z) sinz dz, montrer que lim 17, = 0.
0

a
(3) Supposons que 7 soit rationnel : 7 = 5 Montrer alors que I,, € N et que I'on a une

contradiction.

EXERCICE 3.1.14.

Calculer la dérivée de f(z) = / trsin(x +t) dt.
2

EXERCICE 3.1.15.
d
Soit f(a) :/ cos(asinz)dz, g(a / e T dx, h(a ’
0 o

\/ sin® z + a3 cos3 x

Déterminer les limites quand a — 0 de f ), 9(a

EXERCICE 3.1.16.

Soit V(p,q) € Ry xR, Yz € [0,1], hyq(z) = / t"(1 — t)?dt. Déterminer (a,b,c) € R? tel que :
0

Vo € [0,1] : ahy4(z) + bhy_1 4-1(x) = (cx — q)2P (1 — )%

En déduire I(z /
\/ 1 —1t)!
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3.2. Formules de Taylor.

EXERCICE 3.2.1.

Soit I =]a,b[ et f € C*(I,R) telle que f et f” soient bornées sur I. On pose b — a = 2l,
Mo = sup | f(z)|, Mz = Sup |f ()]
re

zel
(1) Soit g €]a,b[, A > 0 tel que l'intervalle Z(xg, \) = [zg — A, zp + A soit contenu dans [
et « dans Z(zg, A).
M,
Montrer que |f'(x)] < TO + AM,
(estimer les différences f(zo+ ) — f(z) et f(zo — ) — f(z) avec la formule de Taylor).
(2) Soit 0 < A < [, montrer que Vz € I, 3X €la,b[, z € Z(X,\) (Z(X,\) C I).

M,
En déduire que f’ est bornée dans I et que, si My = sup |f'(z)| alors M; < TO + AMs.
zel

M,
(3) Montrer que si [ > ”ﬁo alors My < 2v/MoMs.
2

EXERCICE 3.2.2.

(1) Soit g une fonction impaire, de classe C* dans un voisinage de 0. Ecrire la formule de
Taylor intégral pour g et ¢’ a 'ordre 5. Montrer alors que

5
)

l9(x) = 5(g'(@) +20'(0)] < = el

(2) En déduire que, si f est une fonction de classe C* sur [a, b] alors

f<a>+f<b>+4f<a;b)] _(b—ay

()
sup | (t)].
2880 tefayy R

EXERCICE 3.2.3.

Soit f € C*(R) déterminer

y f(x4+3h)—3f(x+2h)+3f(x+h)— f(x)
P h3 ’

3.3. Développements limités.

EXERCICE 3.3.1.

Soit (u,) la suite définie par : up € R et w1 = sinwu, (n > 0).

Etudier sa convergence et déterminer un réel a tel que la suite uy — u, admette une limite
finie non nulle (on utilisera le développement limité de (1 + z)°.

En déduire la partie principale de u,. Que penser de la vitesse de convergence ?

EXERCICE 3.3.2.

Soit f :[—1,1] — R qui admet un développement limité d’ordre 2 en 0.

, n 3
Etudier la convergence de la suite : u, =nA+ > f (ﬁ) outa>—- ,AeR
p=1 \n%
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EXERCICE 3.3.3. Développement limité de la fonction réciproque.

Soit f une fonction strictement monotone au voisinage de 0, admettant un développement
limité a 'ordre n au voisinage de 0 qui s’écrit : f(z) = a;z + - - - + a,2™ + o(z") ol a3 # 0.
Montrer par récurrence sur p que ¢ = f~ admet un développement limité & I'ordre p et donner
les relations entre (ay,...,a,) et (by,...,b,) ot g(x) = bz + - - - + byaz? + o(aP).

EXERCICE 3.3.4.

tur—1
Etude locale au voisinage (1) ="t —t 2) T /1 u?+1 du
du point stationnaire pour y=1t3—3t /t u? —1
Y= 3 du
1w +1

EXERCICE 3.3.5.
1
z(t) =2* -2+ =

Soit I' la courbe paramétrée 1 .
y(t) =2t + t_2

(1) Etudier cette courbe et donner les coordonnées du point double.
(2) Trouver l'équation de la parabole asymptote (on cherchera a, b, ¢ tels que sur une
branche infinie on ait y? — az® — bx — ¢ — 0).

EXERCICE 3.3.6.

Chercher le développement limité a I'ordre n au voisinage de t pour :

a)

7 n =4,t =0 (que penser du développement limité a 'ordre 2p ?7)
er —
x

b) (1+arctanz)sin’z : n=2¢t=0 c)

L L 2,t=0
— = n=2t=
(e —1) a2 ’

sinx arctan x d
d) ot du:n=6,t=0 e)/ “ n=8,t=0
0

0o v/1—sin*u Veost u + 2sintu

f)cos(z ° ):n:él,t:() g) Fet F7' o F(x

2\ tanx

r du
= —
) /0 Vud —2u+1

r+1 1++v—2 .
In siz <0
h) f(z) = §V+_1x l=v—z , ordre n quelconque, t = 0.
Arctan \/z six >0

N3

EXERCICE 3.3.7. E

Si a > 0, démontrer que

oty
n

nCMTL

1an+2om_'_“'+ncmN
1] — e«

n
(majorer Y en la décomposant en 2.

k=1
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EXERCICE 3.3.8.

34
Partie principale en 0 de ln(tan(g + %)) — %.
EXERCICE 3.3.9.
. chz v .

Calculer : lim o lim g2 — 1,

z—+oo \ 1 +shzx z—0t

¢ —1 ro sin®x —sh”x
lim c lim (27 + 3% — 12)¥ 7 ¢ lim )
e—1* In(1 — a2 — 1) $—>2( ) z—0+ sin®® ¢ — g2she

EXERCICE 3.3.10.
Soit (u,) une suite de réels telle que Vn € N, u,, > —1.
(1) Montrer que si u,, = o(y/n) alors (1 + %) ~ eln
n

(2) Montrer que si u, — In(1 + u,) — 0 alors u, — 0.
(3) Montrer la réciproque du 1.

1. INDICATIONS :

Indication 1.1.1 Ecrire |f(z) — [(5) —a3] <e5,... |f(gz5=) — f(5r) — azs| < €5+ et addi-
tionner.

Indication 1.1.2 a) f”(z) = —f(z) d’on f(x) = acos(z —
d’ont f(x) = acos(x — %)

Indication 1.1.3 Avec un D.L. on obtient s = 1 f'(0).

5= %), b) de meéme, f"(x) = —f(x)

nl sin(n+1)6

Indication 1.1.4 En décomposant la fraction rationnelle on trouve f™(0) = e

Indication 1.1.5 Utiliser une récurrence et la formule de Leibniz.
Indication 1.1.6 On utilise Leibniz avec f = (1 — z)"™* et g = (1 + )"

Indication 1.1.7 Se ramener en 0 puis intégrer ’équa. diff. y + 3’ = € ou € est une fonction
qui tend vers 0.

Indication 1.1.8 Sur chaque intervalle | — 7 + n7, § + n7[ on a une unique racine .
a=0: écrire x,, — nm = Arctanz,, = 7 — Arctan é ce qui donne —x,, +nmw + 5 ~ —é.
a # 0 alors x, = nm + —5—(1 + o(1)).
Indication 1.1.9 P, (x) = (1+22)P,(x) —2naP, (x) puis f(x) = C4 (n— 1)zttt

d’ou P,. Utiliser alors I'égalité (z + 1) (1 + g?)1/2etArctanl/z - T eg racines de P, sont r =
cotan ®%, k € [1,n — 1].
Indication 1.1.10
(1) On trouve (pour n > 2),
(14 2z cos 2a +22) £ (z) +2(n — 1) (z + cos 2a) f D (z) + (n — 1) (n —2) f*2(x) = 0.
(2) f™(0) = (n — 1)!(—1)"sin 2na.
Indication 1.1.11
(1) Utiliser la formule de Taylor-intégral.
(2) Ecrire que In(1 + ) — 22T, (z) = F(x) — zF'(z) ot F(x = [T (In(1+1t) — P,(t)) dt et
montrer que | [ tF"(t) dt| < z|F'(z)].
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Indication 1.2.1 Prendre p(t) = f(t) — f(a) — S2(f'(t '(a (=2 \ oi1 A est choisi pour
que ¢(b) = 0 et utiliser 2 f(()pi(s ie téizémggg Roﬁe.(f B+ e+ !
Indication 1.2.2
(1) Prendre p(t) = f(t) — L(t) — (n%l),(t —x0)(t — z1)(- -+ )(t — x,) X\ o A est choisi pour
que ¢(x) = 0.

(2) Montrer que 5= cos((n + 1) Arccosz) est un polynome normalisé de degré n, si P, est

1
un polynéme normalisé de degré n, tel que sup,¢_y 1) |Pu(®)] < o alors montrer que
T, — P, an+ 1 racines.
(3) Pour approcher f par son polynéme d’interpolation de Lagrange sur [—1, 1], on a tout
intérét a prendre les abscisses de Chebychev.

Indication 1.2.3 On trouve § = %, pour l'interprétation géométrique considérer une parabole.

Indication 1.2.4 Etudier les fonctions.
Indication 1.2.5
(1) Montrer par récurrence que f™(z) = Z"T(ff)e*l/x six > 0.
(2) Remarquer que g(z) = f(1 — x?).
Indication 1.2.6 Choisir K pour que ¢(h) = 0 et appliquer deux fois le théoreme de Rolle.
Indication 1.2.7
(1) Pour le premier point, cf. question (iv) page 65 ou considérer A = {(z,y) € I? | z < y}et
utiliser la connexité par arcs.
(2) Appliquer la propriété du 1 a la fonction g(z) = f(x) — tz.
Indication 1.2.8 (1) faire un dessin, (uz,) /", (U2n41) \,, (u,) converge.
(2) La suite ne converge pas.
(3) Avec f(z) = |(x — 1)sinz| alors f(z) < z, la suite (u,) converge vers 0.
(4) Avec f(z) = ' 5+1et I =]1,4o0[alors f(I) C I, les suites (ua,) et (u2,41) sont monotones
mais (u,) ne converge pas.
Indication 1.2.9 Si u; < wug alors (u,) est décroissante, sinon elle est croissante. Dans le
premier cas, elle converge (minorée par 0) et on montre dans le second cas qu’elle est bornée.
Indication 1.3.1
(1) Si 3z, f'(x9) > 0 alors zgrfoof(x) = +00, si zErJPoo f'(x) = +o0 alors lim %m) = +o0

r—+00
et pour une fonction convexe croissante, on a les mémes résultats.
(2) f /', f>0= f(z) aune limite en —0o, de méme pour f’ qui en fait tend vers 0. Ecrire
ensuite que f(x) — f(2z) = (—x)f'(z) pour conclure lim zf'(z)=0.
r——00

Indication 1.3.2 Montrer que ¢ est croissante en montrant la croissance sur [%“2 b] de la

fonction g(z) = 2z —a —0)(f'(z) + f'la+b—x)) = 2(f(z) — fa+b—x)). i
Indication 1.3.3 Montrer par récurrence que Vk € [0, 2"],
flaer+ (1= 30)y] < 5o f(2) + (1= 50)f(y)-
f@)—f) .

Indication 1.3.4 Montrer que, pour z < y < z on a pyy < Py. OU Py, désigne la pente -

poser N = [Zh_ox} + 1, =% < ho puis y, = a + k*==* pour n > 2. Montrer que Yk € [1,n — 1],
Py, < Pypy-
Indication 1.3.5
(1) Faire une récurrence sur k : partager la somme x1 + - - - + 2, en deux parties égales.
(2) Procéder par récurrence sur k, si n est pair, on écrit n = 2p et on utilise 'hypothese de
récurrence, sin = 2p+ 1, on pose S1 =21 + - + Tpy1, S = Tpyo + -+ Topr1 + S

2p+1°
S=ux1+- -+ x, et on remarque que S = %(Sl + 59).
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(3) Comme )" u; = d, écrire que Y ., a;z; = %Z?:l .
(4) On a prouvé que si f est semi-convexe alors f(tx+ (1 —t)y) < tf(z)+ (1 —1t)f(y) pour
tout rationnel ¢ compris entre 0 et 1, on utilise alors la continuité de f sur I'intérieur de
E.
Indication 1.3.6 Utiliser par exemple la convexité de I’exponentielle.
Indication 1.3.7
(1) Ecrire af = 1+ rlna; + o(r) et prendre M, = (IT=, ai)l/n et montrer que la
moyenne arithmétique est supérieure a la moyenne géométrique. Montrer ensuite que :
lim M,(a) =supa; et lim M,(a) = inf a;.

r—+00

(2) Poser In M,.(a) = g(r) et, en posant h(x) = xInxz, montrer que
st (1530) = (25 - n (S a) ) o
Indication 1.3.8
(1) Prendre a = (1+%)m/n et b=1,p=1,0==

n—m’

(2) Poser A= (1+£)™ et utiliser I'inégalité ci-dessus.
Indication 2.1.1
(1) Premiere inégalité : évidente, pour ¢ < s il suffit d’exprimer que «(s) > f.
(2) On prend ¢(z) = V14 22 pour la premiere inégalité et pour la deuxieme, on écrit

que \/1+ h%(z) < 1+ h(z). On a égalité dans /1 + A% < fol 1+ h?(z)dz ssi h est

constante.
Indication 2.1.2

(1) Montrer que fzk“ f()dt > f(zp) et ff:ﬂ f(t)dt < - f(zpi1).
(2) En écrivant que f(t) — f(zr) = (t — xx)f'(2), montrer que f MRHF() = f(og))dt =

J'(z1) 5 L a) et utiliser les sommes de Riemann.
Indication 2.1.3 Si e > 0, montrer que J[c,d] C [a,b] | Vo € [¢,d], |f(z)| = M —e/2 et montrer

1/n
que (M = e/2)(d = o)/ < (V@) dz) " < M(b = a)/".
Indication 2.1.4 Démontrer que la proprlété est vraie pour une fonction constante, puis pour

une fonction en escalier et utiliser le fait que toute fonction continue est limite uniforme de
fonctions en escalier.

b—a b—a

Indication 2.1.5 On utilise ici des sommes de Riemann.

(1) Utiliser vk — 1 < [VE] < vk d’ont lirJqu up, = 2.

(2) Sia=3 :limu, = flzzcze*"’”2 dr, « >3 :limu, =0, a <3 :limu, = +o00.

(3) Utiliser 'encadrement (n+p)* < (n+p)(n+p+1) < (n+p+1)? on trouve lirf U, = In 2.
(4) uy, ~ _otanZ> d’'olt IHJP U, =2In2.

(5) lnun—lzk 1ln( )dounl_l)rfooun In2+ 7% —2.

(6) Inu, =137 In(1+£) don nkrfooun =2In2—1.

Indication 2.1.6 Ecrire que 1 — 2rcos25% 412 = (r — 25 (r — e 25) et en déduire que
I, = (r" — 1)% puis I(r) = 0 (grace aux sommes de Riemann).
Si|r| > 1, alors I(r) =4nln|r|+ I(1/r) = 4w ln|r|.

Indication 2.1.7 Montrer que | [” f(t)dt| = [ |f(t)|dt pour € [a,b] puis prouver que f a
un argument constant en prenant g = R(f) et h = (f) ou en raisonnant par I’absurde.

Indication 3.1.1 Montrer que F'(y) < G'(y). Les cas d’égalité sont obtenus lorsque g est
constante égale a 0 ou 1 (raisonner par I’absurde).
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Indication 3.1.2 Majorer | f| par M (t —a) sur [a, %] et par M (b—t) sur [%£2,b]. On a égalité
si |f| est égale & ses majorants.

Indication 3.1.3 Ecrire que f(t) fo u) du, étudier le cas ou f’ > 0 puis s’y ramener. Le
cas d’égalité est obtenu lorsque f(z) = ax.
Indication 3.1.4 On a 1irr(1)g(x) = f(0) et ¢'(0) = f'(0).

Indication 3.1.5 Ecrire les égalités obtenues pour P =1, P = X, P = X? P = X3 et on

: _ 1 \/ _ 1
obtlenta—§——b— +¥eta=0=3.

Indication 3.1.6 f'(z) = e*v/ 1 + 22 +e V1 + a2
Indication 3.1.7 f est dérivable puis on dérive par rapport a = et a y d’ou les solutions f(z) =
%sinwx, flz) = %shwx, f(z)=2xet f=0.
Indication 3.1.8 On trouve lim+ f(z)=0et lirq f(z) =In2, en 0, on a une tangente verticale,
x—0 T—
en 1, un point d’inflexion et une tangente de pente 1 et en 400 une branche parabolique d’axe
Oy.
Indication 3.1.9 f(x) ~ Inz en majorant f(z) — f;’f a
Indication 3.1.10
(1) On intégre p k fois, on dérive ¢ k fois.
(2) Soient z1 < x9 < -+ < xp, les racines de p d’ordre impair dans | — 1, 1], poser g(x) =
(x —x1)(--+)(x — ) et raisonner par I’absurde.
(3) Examiner le coefficient de z* dans p(x), on trouve C'(a) = okl

Indication 3.1.11 Faire le changement de variable v = a + b — x.
Indication 3.1.12 On montre que g est positive et décroissante.
Indication 3.1.13

(1) On a pu(z) = Y p o2y ( )(—a)"7*b* et on remarque que p(% — ) = p(z).
(2) Ona: [py(a)] < ke

n!

(3) On intégre I, par parties 2n fois et on prouve que I, € Z.

Indication 3.1.14 Développer le sinus, on trouve
f'(z) = [} tlsin(z +t) + z cos(z + )] dt + 2? sin 2z.

Indlcatlon 3.1.15 On trouve respectivement : 7, 7, +o0.

Indication 3.1.16 a= (p+q)(p+q+1),b=—pg, c=p+qet I(z) =2 (ﬁ)s/g.
Indication 3.2.1
(1) Ona f(xg £ A) — f(z) = (o £ X — ) f'(z) + Mf”(xi) et on retranche ces deux
égalités d'ott 20 f'(z) = f(x0 + A) — f(g — A) + Eoma=l oy — Lot gy 1y,
(2) Siz <a+2X onprend X =a+ A+e, si (lorsque c’est possible) a + 2\ < z < % on

prend X = x. Enfin, si x > b — 2\ alors, on prend X =b— X —e¢.
(3) On étudie la fonctlon de A : 22+ M.

Indication 3.2.2

(1) On a g(z) = xg’((]) + z? g ( 24 fo Yg®)(t) dt et
g(x) =g0)+ 59" + f )d
(2) Appliquer la formule precedente a g(t) F (ib +t)—F (4 —t) o F(u) = [ f(t)
en x = %9

2

Indication 3.2.3 On écrit la formule de Taylor-Young a l’ordre 3 et on trouve
f(z+3h)—3f(x+2ig)+3f(z+h)—f(z) _ f”/(l’)
o .

lim
h—0
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Indication 3.3.1 u; € [—1,1] puis, pour n > 1, les (u,) gardent un signe constant. On montre
alors que u,, — 0. Puis, avec un developpement limité, on prouve que unil —u 2 — 3 L don

w2

Indication 3.3.2 Avec f( ) = £(0) + a1z + aga® + 2%(x) on a u, = n[A + f(0)] + a, "2t 4
as "("+6lngzn+l + > o1 izwe(;%) et on distingue les cas

A+ f0)£0, A+ f0)=0cta=2a>2,a<2e¢c¢a#0,a1=0ecta>3 a=
Indication 3.3.3 A Tordre 1: g(y) = z oty = f(z) = a1z +o(x), y ~ a2 donc o(y) = o(x) et
9(y) = biy+o(y) olt a1b; = 1. Puis on fait une récurrence : si g(y) = byy + - - - + byy? + yPe,(y)

. ;. . |
alors, les coefficients b, vérifient la relation b,a} = — > ﬁal .. apby.

)

Indication 3.3.4 On obtient des points de rebroussement de premiere et deuxieme espece.

Indication 3.3.5 Pour t = 1 on a un point singulier, on vérifie qu’il correspond a un point de
rebroussement de premiere espece.
t — 0y — x = 4t — 2t* fourni 'asymptote et la position de la courbe par rapport a celle-ci.
Point double : on résout les équations x(t1) = x(t2), y(t1) = y(t2) avec t; # to. t; et ty (apres
simplifications) sont solutions de > — 2t — 1 = 0 et les coordonnées du point double sont (7, 5)
y?—2x — 2y~ % quand t — oo donc la parabole d’équation y? — 22 — 2y = 0 est asymptote a
la courbe.

Indication 3.3.6 a) 1 -2+ 2 — 2O—|—o(x4
4 1.2 2
d) 2~ % + 5 +0(a%), €) = 5 +0(a®), ) 5 (5 +55) +0(2%), 8) v+ 5 +0(a?) et y— % +o(y?),
)] (1+a) [1 =5+ 4 (=1)"5057 +o(a")].
Indication 3.3.7 On prouve que lnf S,=0o0uS,=>,_, }(1 — E)Om — e’ka}.

n

X 332 332
’b) (1 2 %4 )+0(x2)> C) _ﬁ+1_12_ﬁ0+0(x2)’
2

RIS

13—

I N

Indication 3.3.8 19%0

Indication 3.3.9 On trouve dans lordre : 1 ; 400 ; 0 ; (2163%)~% ; 0 (~ 7).
Indication 3.3.10
(1) On prend le logarithme : In(1 + “2)" = u, + o(1).
(2) Poser f(z) =x —In(1 + x) et prouver que f(z) — 0 < = — 0.
(3) Prendre le logarithme u,, — nIn (1 + “7”) — 0 et appliquer le résultat de la question 2 a

Un
Uy = .
n n
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1. SOLUTIONS

Solution 1.1.1 On écrit :

f@) = £(G) —agl <5
x T x x
£~ F5) — agil <5
d’ol en additionnant :
|f(z) — f(;—n) —ar(l— )| <ex(l— =) <ex

En passant a la limite quand n — +oo : |f(z) — f(0) — ax| < ex donc f est dérivable en 0.

Solution 1.1.2
a) [7(z)=—f'(1—-2x)=—f(x) dou f(x) = acos(z — % — %)
b) De méme, f"(z) = —f(z) d’'on f(z) = acos(z — 7).

Solution 1.1.3 On a: f(%) = £ f(0) + L&, dou: s, — 5 /(0) = 5 f'(0) + € ce qui donne &
la limite s = 1 f'(0).

Solution 1.1.4 On décompose la fraction rationnelle pour la dériver plus facilement :

1 1 1 n! 1 1
= — M) (1) = _
/(@) 2isin 6 (e—w —z e — x) = (@) 2isin ((e—“9 —z)ntl (e — ZL‘)”'H)
sin(n + 1)6
sinf

donc f™(0) = n!

Solution 1.1.5 Par récurrence : vrai a l'ordre 0, puis on écrit que f,,11(z) = z f,(x) et on utilise
la formule de Leibniz (théoréme 4.4 page 69).

Solution 1.1.6 On utilise Leibniz avec f = (1 —x)"™* et g = (1 + z)"+°.

Solution 1.1.7 On se ramene en 0 en posant g(x) = f(z) — 1 d’ou : (e*g(x)) = €”o(1) donc,
en intégrant, g(z) = e "g(0) + e [; e'o(1) dt voir la méthode de résolution d'une équation
différentielle linéaire (proposition 2.2.3 page 39). En décomposant 'intégrale en 2 (méthode de
Césaro) on prouve que g(z) — 0.

Solution 1.1.8 Sur chaque intervalle | — % 4 nm, T + n7[ on aura une unique racine z, : en
1 — a%a?

————— > 0 (sauf pour

(1+ a?x?)? ( P

x =0). f est donc strictement croissante et a pour limites respectives —oo et +o00 aux bornes

de cet intervalle ce qui permet de conclure.

a=0 : limzx, = +oo alors, en faisant intervenir la fonction Arctan dans tanz, = x, on a :

effet, si on pose f(x) =tanz — alors f'(zr) =1+ tan®z —

x
1+ a2a?

s
T, —nm = Arctanz,, = — — Arctan —
2 T
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1

nm

T
(on utilise ici le théoreme 2.4 page 36) ce qui donne —x,, + nmw + 5™ car Arctanu ~ u au

voisinage de 0.

a#0 : limtanx, =0 d’ou, a l'aide de la formule ci-dessus : z, = nm + ——(1 + o(1)).
man
Solution 1.1.9 Par récurrence sur n, en dérivant, on trouve :
Poi(z) = (1 + 2*)P,(2) — 2naP,(z)
puis, en utilisant le 1.1.4
_1\n—1 o _\n
2i (x2+ 1)
d’ou P,. .
Comme : (z+1i) = (1+ x2)1/2x7+2 = (1 + a?)12etArctanl/z o 5 .
V1422
1
P,(z) = (=1)" "Y1 + 2*)"*(n — 1)!'sin(n Arctan —).
x
Les racines de P, sont alors : = cotan %’r, kell,n—1].
Solution 1.1.10
, —sin 2q o\ . -
(1) Ona f'(x) = donc (1+2x cos2a+ %) f'(x) = —sin 2« et en dérivant

1+ 2zwcosa + a2’
n — 1 fois cette relation on trouve (pour n > 2),

(14 2z cos2a + z2) f™(x) + 2(n — 1)(x + cos 2a) f" D (z) 4+ (n — 1) (n — 2) f*2(z) =0

en appliquant la formule de Leibniz (théoréme 4.4 page 69).
(2) Pour trouver f™(0), on pose f™(0) = (n — 1)lu,, on obtient alors la relation de
récurrence : u, + 2 cos 20,1 + U, _o = 0 ; d’ott f(0) = (n — 1)!(—1)"sin 2na.

Solution 1.1.11
(1) En majorant le reste intégral dans la formule de Taylor, on a :
vt 1

In(1+2z) — P,(x)| < sup .
| In(1 + ) ()] W1 S Ty

L’inégalité est alors immédiate.

(2) On aIn(1 4+ z) — 22T,,(x) = F(z) — 2 F'(z) ou F(z) = /Oz(ln(l +1t) — P,(t))dt. Or

F(z) —aF'(z) = - /O LF"(t)dt et F"(t) = (—1)n1°”fx

garde un signe constant sur [0, 1] donc :

/ ’ tF"(t) dt /O ’ F"(t)dt

0
On obtient alors |In(1 + z) — 22T, (z)| < z|F'(x)| <

<w < x| F'(z)).

x
n+1"
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(t —a)?
12

A ou \ est choisi

Solution 1.2.1 On prend : p(t) = f(t) — f(a) (f'(t)+ f'(a)) +

pour que ¢(b) = 0, puis on utilise 2 fois le théoreme de Rolle.
En effet, comme ¢(a) = ¢(b), on sait qu’il existe a; €]a, b[ tel que ¢'(a;) = 0.

) = 5170 - 7] - 2+ A=

On remarque alors que ¢'(a) = 0 donc il existe ¢ €]a,a;[ tel que ¢”(c) = 0. Or, vu que
t—a t—a

Plt) = ——— ") + A ona A= f"(c).

Ceci est une méthode générale pour trouver ce genre de relation, on remplace b par t et on

utilise le théoreme de Rolle plusieurs fois.

Remarque : cette égalité peut étre utilisée pour obtenir la majoration de l'erreur dans la
méthode des trapezes.

t—a
2

Solution 1.2.2
(1) On prend ici : ¢(t) = f(t) — L(t) — (nil),(t — xo)(t —x1)(- -+ )(t — z,) A ol A est choisi

©(x) = 0 et on utilise le théoreme de

pour que ¢(z) = 0. Alors ¢(xg) = ... = @(x,)
= (0 (comme L est un polynome de degré

Rolle and Rolle (!) d'oti: 3z € R : o"FV(2)
< n alors L (¢) = 0).

(2) On montre que —-cos((n + 1)Arccosz) est un polynome normalisé de degré n

o |l
—~

1 1
(2—n cos((n + 1)0) = cosf.cos(n + 1)0 + on cos((n — 1)#)) dont les racines sont

2n—1
1
x;. Si P, est un polynéme normalisé de degré n, tel que sup |P,(x)| < on alors
z€[—1,1]

grace au T.V.I., on montre que 7,, — P, a n + 1 racines, ce qui est impossible car
deg(T,, — P,) < n (les termes de degré n + 1 s’annulent).

(3) Si on veut approcher f par son polynéme d’interpolation de Lagrange sur [—1,1], on a
tout intérét a prendre les abscisses de Chebychev, dans ce cas

1
_'lfcn S ni|loo-
I = Dl < gy

1
Solution 1.2.3 Immédiat, on trouve 6 = 5

L’interprétation géométrique est la suivante : pour une parabole, la corde joignant les points
(z, f(z)) et (x + h, f(z + h)) est parallele & la tangente au point (z + 2, f(z + 2)).

Solution 1.2.4 Il suffit d’étudier les fonctions. Ces inégalités sont tres utiles et ne sont pas
toujours rappelée dans le cadre d’un probleme aussi il est intéressant de les connaitre.

Solution 1.2.5
Py
(1) On montre par récurrence que f € C*(R) avec f™(z) = #61/1 siz >0, f™(z)=0
st x < 0.
(2) On remarque que g(z) = f(1 — 2?) et par composition, g est de classe C*. Ceci est
un exemple tres important de fonction de classe C* non nulle et qui s’annule en dehors

d’un segment.
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Solution 1.2.6 On a supposé implicitement que h # 0. On choisit K pour que ¢(h) = 0.
Comme (0) = 0, le théoreme de Rolle s’applique et il existe hg tel que ¢'(hg) = 0. Comme
¢'(0) = 0, on peut a nouveau appliquer Rolle entre 0 et hy # 0. Il existe donc h; entre 0 et
ho tel que ¢”(hy) = 0. Comme hy est strictement compris entre 0 et h, on peut poser hy = 6h
avec 0 €]0, 1] et la propriété est démontrée.

Solution 1.2.7

(1) Pour le premier point, cf. question (iv) page 65.
On peut aussi considérer A = {(z,y) € I? | z < y}. A est convexe donc connexe par

arcs. g :(z,y) € A f@) — fy)

pr—y est continue sur A donc g(A) C R* est connexe par

arcs (g n’ s’annule pas).

Si g(A) C] — 00,0[ alors f est strictement décroissante.

Si g(A) CJ0,4o0[ alors f est strictement croissante.

f n’est pas monotone donc f n’est pas injective, il existe donc x < y tels que f(x) = f(y)
et par application du théoreme de Rolle, on en déduit 'existence d'un ¢ €a, b| tel que
f'(c)=0.

(2) Soient a < b 2 éléments de I, supposons que f'(a) < f'(b), on veut prouver que, pour
tout t €] f'(a), f'(b)[ il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) =t. Il suffit d’appliquer la propriété
du 1 a la fonction g(z) = f(z) — ta.

On a ainsi prouvé le théoreme de Darboux qui dit que la fonction dérivée vérifie le
théoreme des valeurs intermédiaires.

Solution 1.2.8

e Faire un dessin, (us,) /", (ugnr1) N\, et comme ces 2 suites sont bornées, elles sont
convergentes. Comme f o f(z) =z n’a que la solution f(x) = x alors (u,,) converge.
3—V5

“Is

o f(xr) = x donne z = et f'(x) > 1 donc la suite ne peut pas converger. On

vérifie toutefois que les suites (ug,) et (ug,.1) sont convergentes, la premiere vers 1, la
deuxieme vers 0.

e Soit f(x) = |(z — 1)sinz| alors f(][0,7]) C [0, 7] et en distinguant les cas x > 1 et z < 1
on a f(z) < x. La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, elle converge et sa seule
limite possible est 0.

e Soit f(z) = — N
x _—
f(x) = z admet une unique solution [ dans I (faire une étude de f). fo f est croissante
donc les suites (ua,) et (ug,+1) sont monotones.
— Si ug < [ alors us, \, 1 et ug,i1 /" +00,
— si ug > [ alors c’est le contraire.

+ 1 et I =]1,+o0[ alors f(I) C I, f décroissante et 1'équation

Solution 1.2.9

e Si uy < ug, comme f est croissante, (u,) est décroissante et positive, elle converge vers
une solution de 'équation z = f(z).

e Si u; > uy alors (uy,) est croissante. On va prouver que (u,) est bornée (donc conver-
gente) par I’absurde.

Si lim w, = +o0o alors, en vertu de 'hypothese sur f, il existe N tel que n > N =
n——+0o00

k+1
Upt1 < ?un, la suite (u,,) serait décroissante ce qui est absurde.
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e Si uy = ug alors la suite (u,) est constante.

Solution 1.3.1
(1) Si Jzg, f'(xo) > 0 alors lirf f(x) = +o0 sinon, f est constante.

. . Sz . .
Si lim f'(z) = +oo alors lim J(z) = +o00. Pour une fonction convexe croissante, on
T—+400 T—+00

a les mémes résultats car la courbe de f est au-dessus de sa tangente.

(2) f /. f >0 = f(x) a une limite en —oo, de méme pour f’. (on sait que f et f’ sont
croissantes et positives donc f et f’ admettent une limite dans R ).
Or f ayant une limite en —oo, lim f'(x) = 0 (raisonner par I'absurde).

On écrit ensuite que f(z) — ( ) (— )f’( ) ou z €2z, x[ (x < 0) et comme
f'(z) = f'(2x) on peut conclure lim zf'(z) =

r— —00

Solution 1.3.2 On a : ¢'(x) = % ou

g9(x) = 2z —a—=b)(f'(z) + fla+b—1x)) = 2(f(z) - fla+b—x))

or ¢'(z) = 2z —a—"0b)(f"(x) — f"(a+b—=x)) > 0 donc g est croissante sur [%42, 8] et g(“t) =0
donc ¢ est croissante.

Solution 1.3.3 On montre par récurrence sur n que :

k k k k
W02, f g+ (L= ] < 5o f) + (1= )10
Soit t € [0,1], on pose k, = [2"t] (partie entiere). On a llril on = t donc, en utilisant

I'inégalité de la récurrence, et en passant a la limite sur n, on arrive a

Vi e [0,1), flte+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y)

ce qui signifie que f est convexe.

Solution 1.3.4 On va montrer que, pour < y < z O a Py < Py OU Pyy désigne la pente

f(x) = f(y)
rT—y
2 —x zZ—X . .
On pose N = [ } + 1 et donc, pour n > N, < hg. On choisit n > 2 et on pose
0 n

Y =a + k2" Montrons que Vk € [1,n — 1], pay, < Pypy °
n
comme yy11 — Y < ho on a f(yer1) — f(yx) = fyr) = f(Yr—1) do1

fe) — fwo) = flyr) — fye—1) + -+ f(y1) — f(%o)
< k(f(yr) — f(yr-1))

et, en divisant par yx — yo, on obtient p.,, < py,_,,. De méme p,,, . < p,, . et finalement
pxyk < pykz-

Soit k,, =

x
] alors yx, <y < Yk, +1 €t Yk, — y quand n — +o0. Par passage a la limite
z—x
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dans l'inégalité p,,, < py, . on obtient p,, < p,. donc f est convexe.
Remarque : on peut montrer par récurrence sur n que

Vn €N, Vo € R, Vh €[0,2"he], f(x+h)+ f(xz —h) = 2f(x)

et utiliser I'exercice précédent.

Solution 1.3.5

(1) On fait une récurrence sur k, on partage la somme 7 + - - - + z,, en deux parties égales.
(2) On procede par récurrence sur k :

pour k£ = 0, c’est vérifié,

si n est pair, on écrit n = 2p et on utilise I’hypothese de récurrence,

S
sin =2p+1, on pose S = 1 + -+ + Tpy1, 52:$p+2+"'+x2p+1+m7
2p+1
S = n et S = S Ss).
r1 + -+ 4+ x, et on remarque que 2p+2( 1+ S2)

On écrit alors que

f( S ):f(51+52)<f<51/(p+1)+52/(p+1))

2+ 1 2 + 2 2
1 S S,
< =
1 Gen)+ 7 (55)]

(S S flan) + f(S/CGp 4 1))
2p+1) ° 2p + 2
ce qui donne l'inégalité demandée.

n n
(3) On a ) u; = d donc on va écrire que Y oyz; =
i=1 i=1
le 1., le résultat est alors immédiat.

(4) On a en fait prouvé que si f est semi-convexe alors f(tx+ (1 —1t)y) < tf(z)+(1—1)f(y)
pour tout rationnel ¢ compris entre 0 et 1. Il suffit de prouver que ceci reste valable
pour t réel strictement compris entre 0 et 1, c’est la qu’intervient la continuité de f sur
I'intérieur de E.

d
>_ 2 ot 'on répétera x; u; fois. Avec
Jj=1

QU+

Solution 1.3.6 On sait que z — e” est convexe : on utilise alors 'inégalité de Jensen : (voir la
proposition 4.1.10 page 72)

eXp(Z ;) < Z(xi exp y; avec y; = In x;.
i=1 i=1

Solution 1.3.7

(1) Lorsque r — 0, on a a} =1+ rlna; + o(r) donc
n 1/n 1/r n 1/n
M.(a) = |1+ rln <11 al-) +o(r) = ll_r)r(l) M, (a) = (11 ai> :
>~ al (la moyenne arithmétique est supérieure a la moyenne

n 1/n
Ensuite : (H azr) <
i=1

géométrique, cf question

1=

i
i1i) page 73) donc My(a) < M,(a).



(2) InM,(a) =

CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL (R) 7

On démontre ensuite que : lim M, (a) =supa; et lim M,(a) = infa;. En effet, si

r——+00 r——00

r > 0 alors
1 1/r
(—) sup a; < M,(a) < supq;
n

et, on obtient le résultat par le théoreme d’encadrement. On procede de méme pour
I’autre limite.

Z ) g(r), en posant h(z) =xInz : on a

1
n;

g (z)r? ( A a’{) = (%Zh(a?) —h (%Zaf)) > 0.

3

S|+

Solution 1.3.8

(1)

(2)
(3)

m/n
Onprendaz(l—i-ﬁ) et =1 p=
m

I'inégalité, voir la question (iii) page 72).

,q = (pour la démonstration de

n
m’ n—m
On pose A = <1 + —) et on exprime l'inégalité ci-dessus avec A. Il suffit ensuite de

remplacer la lettre A par la lettre a.
Immédiat.

Solution 2.1.1

(1)

et utiliser la

u

Premiere inégalité : évidente (écrire que : t = as+ (1 — a)u ot v =
u—s

convexité de ¢ cf. question (i) page 73).

Comme 'inégalité est vérifiée pour tout u, elle sera vérifiée pour la borne inférieure (3

et donc :

t>s= o(t)— p(s) < Bt —s).
Pour ¢ < s il suffit d’exprimer que «a(s) > 8. On a alors

/01<P(f(x))dx><ﬂ(t)+ﬁ(/Olf(:c)dx—/olf(x)dx)

en prenant s = f(x) et en intégrant.
On prend ¢(z) = V1 + 22 pour la premiere inégalité et pour la deuxieme, on écrit que
1+ h2(x) <1+ h(z).

Interprétation géométrique : soit M le point de coordonnées (0, f(0)) et N celui de co-

ordonnées (1, f(1)) alors V1 + A% =d(M, N) / Vv 1+ h?(z)dz désigne la longueur
de la courbe x +— (z, f(z)). Enfin 14+ A vaut M P+ PN ou P est le point de coordonnées

(1, f(0)).
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y
N
M §P
IJZ'

0 1

1
On a égalité dans 1+ A% < / V 1+ h2(z)dz ssi h est constante soit la courbe
0

x +— (x, f(z)) est la droite AB.
On ne peut avoir égalité dans 'autre inégalité.

Solution 2.1.2

(1) Sur lintervalle [z, zxi1], f(t) = f(xr) = f(t)dt > af(xk) =7r,>0;o0na
Tk n

b—a
<

aussi f(t) < f(zgy1) i€ /Wr1 f(t)dt < - f(xy1) donc,

b—a

[ a2 <

Tk

(f (zrr1) = f(zr))

d’ou l'autre inégalité en additionnant.
(2) Toujours sur le méme intervalle, on peut écrire : f(t)— f(xx) = (t—zx) f'(2) et t — f'(z

Th41 Th41 (b —a 2
est continue, donc / (f(t) — f(zp))dt = / (t — zi)f'(z)dt = f'(z1) 53
€T €T n
' b—antl ' , , b—a
(formule de la moyenne) = r, = o Yo (@ps1 — xp) f(2) = limnr, = 5 (f(b) —
k=0

f(a)) (utilisation des sommes de Rieman;l).

Solution 2.1.3 La continuité de f nous permet d’avoir que
Ve > 0,3[c,d] C [a,b] | Vx € [¢,d], |f(x)] = M —€/2
donc,
b
(M = =f2@ =) < [ @] de < M0~ )

ieme

En prenant les racines n on a

(M —¢/2)(d—)"/" < (/b If(a:)"dx) " < M(b—a)/"
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et en choisissant n suffisamment grand pour que (M —&/2)(d —¢)"/" > M —e et M(b—a)"/" <
M +¢,0na:

1/n

—e<[/b|f<x>|"dx] < Mee

donc lim [/b|f(:p)|”dx]% =M.

n—-4o0o

Solution 2.1.4 On démontre d’abord que la propriété est vraie pour une fonction constante,
puis pour une fonction en escalier et on utilise le fait que toute fonction continue est limite
uniforme de fonctions en escalier.

On peut aussi procéder ainsi : comme la fonction ¢ est minorée (elle est périodique et continue),

on peut se ramener au cas d’une fonction ¢ positive,
a(n)—1

b a1+1 b T
On écrit ensuite : / f(t)p(nt)d Z / o(nt) dt+ f(t)p(nt)dt oua; = a+i—

Ao (n) n

bh—
et a(n) = l Tan}
Ai+1 Ai+1
Grace au théoreme de la moyenne, on a / f()p(nt)dt = f(bz)/ p(nt)dt =
S ()

T
/ ©(t) dt. On peut alors conclure a l'aide des sommes de Riemann.
nJo

Solution 2.1.5 Tous ces exercices font appel aux sommes de Riemann.

(1) Avec Vk—1 < [Vk] <Vkona: Z ——T<un\ Z\/iéngrfmunzg.

1
(2) Sia=3 :limun:/ xze’xde,(x>3 limu, =0, a <3 :limu, = +o0.
0

1l 1 1 1
3) (n+pP<n+pn+p+l)<(n+p+1 < Up < — =
B) (n+pP<(n+pn+p+l)<(n+p+1)?= leHpH np;H%
lim w, =In2.
n—-+o00
T n prr /4
(4) up ~ — > tan=— d’ou lim un:4/ tanzdr = 21n2.
N p=0 n n—-+00 0
1z k? ! ™
(5) I, = - S (1 + 1) dioi nETmun:/O In(1+4a%) dr =2+ 7 2,
12 SN !
(6) Inu, =—> In(1+—) don lim u,= [ In(l+z)de=2In2—1.
n =1 n n—+oo 0

Solution 2.1.6 1—2rcos 257 472 = (r ") (r—e 2"7) or, on sait que H(X—e%%w) =X"-1
k=1
donc

(r—e kTﬂ H(r— e’zi%) = (r" —1)?

1 k=1

n

k



10 CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL (R)

2
donc I(r) = hrf — InTl,, = 0 (grace aux sommes de Riemann).
n—+oo N

Si |r| > 1, alors

2 9 1
[(7“):47Tln|7“\—|—/ In(1 — —cost + —) do
0 r r
=4drIn|r|+ I(1/r) =4 In|r|.

Solution 2.1.7 Tout d’abord :

/bf(t)dt < /;f(t)dt‘+ /:f(t)dt </;|f(t)|dt+/:|f(t)|dt
f t)dt| = /;|f(t)|dtpourx€[a,b].

Soit g = R(f = Q(f) et G(z) = / g(t)dt, H(z) = / h(t)dt ; I'égalité ci-dessus se

a

on a donc :

traduit par :

VG2(z) + H2(2 /\/ t) + h2(t) dt

et en dérivant : Gg+ Hh = VG2 + Hz\/g + h? i.e. les couples (G(z), H(x)), (g(x), h(x)) sont
Gh—H

liés et l'argument de la fonction f(t)dt dont la dérivée vaut TV 9 st constant. En

G? + H?

a
conclusion, f a un argument constant.
Remarque : on peut aussi se ramener au cas ou f(a) =0, f(b) € R, et raisonner par 'absurde.

Solution 3.1.1 On a :
F'(y) = f(y)g(y) et G'(y) = f(a+h(y)h'(y) = f(a+h(y))g(y)

y
or g < 1donca-+h(y) = / gt)dt < a+ (y —a) = y. Comme [ est décroissante : f(y) <

fla+ h(y)) ie. F'(y) < G(’l(y) d’out la premiere inégalité par intégration avec y = b (on a
F(a) = G(a) = 0. On procede de méme pour la deuxieme.

Pour avoir égalité dans une inégalité, il suffit d’avoir égalité dans chaque inégalité (c’est ce
qu’on appelle "enfoncer une porte ouverte” mais c’est souvent utile).

Soit H = G — F, on vient de voir que H est croissante. Or H(a) = H(b) = 0 donc H est
constante et vaut 0. En dérivant on obtient

9(y) {f (a+/ayg(t> dt) - f@)] = 0.

y
Supposons que g(a) < 1 alors a —I—/ g(t)dt < y pour tout y et, en exploitant la relation

ci-dessus, on arrive a g(y) = 0 pour tout y soit g = 0.
Si g(a) = 1, on suppose par I'absurde que g s’annule. L’ensemble g~'(0) est un fermé (g est
continue, {0} est fermé, borné (il est contenu dans [a, b]), il admet un plus petit élément .

Pour = < z, g(z) # 0 donc a +/ g(t)dt = y, ce qui donne, en dérivant, g(z) = 1 et par

a
continuité, g(xg) = 1 ce qui est contradictoire.
Conclusion : les cas d’égalité sont obtenus lorsque la fonction g est constante et quelle vaut
soit 0, soit 1.
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b b
Solution 3.1.2 Sur [a, %] on a )] = < M(t —a) et sur [i,b], on a
[f(#)] < M(b—t) donc,
a+b a+b
2 2 b—a)?
f@&gM/]@—@&:M( iy
On fait de méme avec 'autre intégrale.
On aura égalité ssi on a égalité & tous les niveaux i.e. ssi f'(z) = eM sur [a, ] et f'(z) = —eM
sur [“2 0] ot e = £1.

Remarque : si f est a valeurs complexes, on peut arriver a la méme conclusion en étudiant

Lgﬂoa

Solution 3.1.3 On écrit que f(t) / f

b
le cas d’égalité dans l'inégalité < / |f(t)] dt qui nous dit que f a un argument

constant.

e Etudions d’abord le cas ol f(t

Afmf@wzgmﬁzg(A?umgz

On utilise alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz d’ou

[ rorwal<g [ra [Crora

(ici, les valeurs absolues sont superflues car toutes les quantités sont positives).

e Si f/(t) est a valeurs complexes, on définit la fonction ¢ telle que ¢'(t) = |f'(t)].
L’inégalité ci-dessus est valable pour g, et comme |f(t)] < g(t) et que |f'(¢)|> = ¢'(t)?,
on a

[ iresolas [ gwowa<g [ dera=5 [iropa

Pour I'égalité, on obtient f(x) = ax. En effet, le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-
Schwarz nous donne f’ constante, puis, pour avoir égalité entre | [ | et [].|, on doit prendre
ff’ de signe constant (ce qui est réalisé automatiquement car f(0) = 0).

Solution 3.1.4
(1) Avec la formule de la moyenne, on a : g(x) = f(fz) : 0 €]0,1][= ilir(l) g(x) = f(0).
@) o) =90 = 1 [ 1O = rO)at =1 (1) + i)t = £10)+ 1 [ et or

T i

/qm@ﬁh:o@ﬂcqid

Solution 3.1.5 On écrit les égalités obtenues pour P =1, P =X, P= X% P = X3:

1 1
a+p8=1, (m+ﬁb:§, (xa2+562:§, aa3—|—ﬁb3:1
Des 2 premieres équations, on tire les valeurs de « et 3 en fonction de a et b que 'on reporte
dans les 2 dernieres : on trouve, en simplifiant par a — b et en posant S =a + b, P = ab

&y—Pyszl:S:LP:é

1 1
§S—_p=-"=
QS 372 4
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1 3 1 3 1
Donconobtient:a:——i,bz——l—ieta:ﬁ:—cequidonnelaformule
2 6 2 6 2

! 1.1 3 1 V3
VP € R3[X Pit)dt==|P(=——)+P(=+—)|.

Solution 3.1.6 En dérivant G(e*) — G(e") (ot G(z) = [ v/1+ In*tdt) on trouve
fl(x)=€e"V1I+a2+e " V1+a 2

Solution 3.1.7 f est dérivable et en dérivant la relation par rapport a z et a y, on a :
f (@) fly) = fle+y)— flx—y)
f@)f'(y) = flx+y)+ f(x—y).
Si f n’est pas la fonction nulle, f” est dérivable et on trouve :

f'(@)fy) = f(2) " (y)

2 2
ie. f"(z) — kf(z) =0 d’ou les solutions : f(z) = —sinwz et f(x) = —shwx selon le signe de
w w

k,si k=0, on trouve f(x) = 2x et pour conclure rajoute la fonction nulle parmi les solutions.

Solution 3.1.8
(1) On trouve lim f(z)=0cet lin} f(z) =In2.
x—0 T—

r—1
(2) f'(z) = e 0. En 0, on a une tangente verticale, en 1, un point d’inflexion et une

tangente de pente 1 et en +o00 une branche parabolique d’axe Oy.

3
Tt
Solution 3.1.9 On étudie g(z) = f(x) — / e Au voisinage de 0, on peut majorer g par :
22
3

er/ tdt et donc f(x) ~ Inzx.

Solution 3.1.10
(1) On intégre p k fois, on dérive ¢ k fois, a chaque fois, la partie toute intégrée est nulle car

dh
o ([#* — 1]¥) (£1) = 0 si h < k (&1 sont racines d’ordre k de [z* — 1]* donc racines
T
dh
d’ordre k — h de o ([* — 1]%)). Comme ¢® = 0 alors, lors de la derniere intégration,
T

on trouve 0.
(2) Soient z1 < 3 < --- < xp les racines de p d’ordre impair dans | — 1,1[, on pose
q(z) = (x — z1)(- -+ )(x — x). p(x)q(r) garde un signe constant sur |-1,1[ (le polyndéme
pg n’a que des racines paires) et ce n’est pas la fonction nulle donc son intégrale sur
1

[—1,1] est non nulle. Or, si h < k vu le 1., / p(z)g(x)dz = 0 est impossible donc
-1

degqg =degp et p = Aq c.q.f.d.

|
- ; sidega = k, on peut 'écrire : a = Ap+q ol

T
%k!, ay, désignant le coefficient de 2% dans a ; alors C(a) = (;]j)!k!-

(3) Le coefficient de z* dans p(z) vaut :

degg < k, A=
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Solution 3.1.11 On fait le changement de variable u = a + b — x dans [ :

[:/(a+b—u)f(u)du:—l+(a+b)/ f(u)du

a+b

d’ou [ =
ol 5

Solution 3.1.12 ¢'(z) = e % f(z) — ke 5 f(z) < 0 or g(z) > 0, décroissante et g(0) = 0 donc
g est la fonction nulle. On a donc f =0 soit f = 0.

Solution 3.1.13
(1) On a
n xn—l—k

(n+k

plr) = ") = ot (Z) ——

n!

k=0 k=0

(n+ k)!
n!
a
En 5 Ol remarque que : p(% — ) = p(x) donc Vk € N, p™ (%) = (—1)kp®(0) € Z.
) ona:\pn(x)\gx(x,*@ <7r<7r'+a> w
(3) On intégre I,, par parties 2n fois ( on dérive p,, on intégre le sin) a chaque fois, grace
au 1., la partie toute intégrée est entiere, donc I, € Z et lim[,, =0 = dN :Vn> N :
I, = 0 ce qui est impossible.

d’oit p(n—I—k) (O) —

(1) (—a)"7*b* donc p™h)(0) € Z.

— 0.

donc |1,] <2

Solution 3.1.14 On développe le sinus, on trouve
flz) = xsinx/ tcostdt+xcosx/ tsintdt.
2 2

On peut donc dériver f comme somme et produit de fonctions dérivables et, si on rassemble le
résultat sous la méme intégrale, on trouve

f(z) = /j t[sin(z 4 t) + x cos(z + t)] dt + 2” sin 2z.

formule que l'on aurait pu avoir directement en utilisant le résultat de la remarque 6.2.7 page
269 démontrée dans le cadre de la question (i) page 269.

Solution 3.1.15 On trouve respectivement : , +00.

I

ol
o 3

Solution 3.1.16 Ca marche avec : a = (p+¢q)(p+q+1), b= —pq, c = p+ q et on trouve alors
3 T 8/3
I(z) =2 .
(@) 8 <1 — ZL‘)

Solution 3.2.1
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(1) On a
PR
Floo+X) — F(@) = (w0 + A~ 2)f () + AT
SN )2
Flao = X) = F@) = (w0~ A~ )7 (@) + 22 )
On retranche alors ces deux égalités :
— )2 ) )2
Flo+ 3) = Flan =3 = 2 () + 2T iy B2
on isole les termes en f'(z) ce qui donne
—_ )\ — )2 _\2
2AF(2) = o+ X) — flao — )+ 22 gy (0422

on majore f et f” par My et M, d’ou
/ M, 2 2
2Mf' (@) < 2My + —=[2(w0 — 2)° + 2)]

soit Al f/(x)| < My + A2 M.
(2) Siz <a+2\ onprend X =a+ A+¢cavec 0 < ¢ < min(z — a,2(l — A), si (lorsque

+0b
c’est possible) a + 2\ < x < ¢

on prend X = z. Enfin, si x > b — 2\ alors, on

prend X =b— X —¢ avec 0 < ¢ < min(b— z,2(l — X)). Ces différents cas se recoupent
aussi, pour déterminer X de maniere unique, on prend les inégalités dans l'ordre de la
démonstration.

Vu le 1., on peut conclure immédiatement.

M M
(3) On étudie la fonction de A : TO + AM; ou on prend directement A = ﬁo'
1
Solution 3.2.2
(1) On a
/ x° 7 1 ’ 4 _(5)
9(x) = xg'(0) + —g"(0) + o7 [ (z—=1)"g”(t)dt
6 24 J,
/ / z’ " 1 ! 3 _(5)
g(x) =g0)+ 5g7(0) + ¢ [ (x—1)°g7(t)dt
0
d’ott, pour z > 0
1 T
Joto) = 5@ + 2000 = |75 [ [0 =) = dota = 08|40y at
’ <o
\95|5 (5)
< —on sup [lg® @)
180 1efa,p)
a+b a+b

—t] ou

(2) On applique alors la formule précédente a g(t) = F (T +t) —F

F(U)Z/ f(t)dt en x = 2a-9(5)(t)=f(4’ (a; +t)+f<4) (a;r —t) et donc

sup [ (®)]| <2 sup [[FO@)]]-
te[0,x] te(a,b]
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d’ou la formule.
Remarque : cette formule permet de majorer 'erreur dans la méthode de Simpson.

Sion pose x; =a-+1 et

S0 =" () + 4f<“”1>+2f<x1>+~-+2f<xi>+4f<%+~-+f<b>]
b 5

aors | [ 1)t = .| < S cupie 17000

Solution 3.2.3 On écrit la formule de Taylor-Young a lordre 3 et on trouve
3h) —3 2h) + 3 h) —
g 123 =30+ 20430 ) =10 _

Solution 3.3.1 Avec uy quelconque on a u; € [—1,1] puis, a partir du rang 1, les termes de
la suite gardent un signe constant. Supposons que u; > 0 alors (u,) Y\, donc la suite (u,)

converge, et u, — 0.
w3
On a ensuite : U4 = Uy, — gn +o(ud) d'ou, si a € R,

2
it = (1= %0 o) ) = = Sun 4 olug )

1
— . — 2 -2 YA -
Avec o= —2ona: w, =u,;; —u, —>§.Dou.
n
1 1, 9 1
- wp = — (U7 —uy") = 3
n 3
p=0
, 3
e u, ~y/—.
n

1

nafl

— 0,

Solution 3.3.2 On écrit donc que f(z) = f(0) 4+ a1x + agz? + z%e(x). Comme P
na

alors on choisit n suffisamment grand pour que |e(%| < 1. On a alors

nin+1 nin+1)2n +1 "L op?
(1), nn D@D NP
2ne 6n 2o n2e tpo

=nlA+ f(0)] + a;

d’ou la discussion qui s’ensuit :

e Si A+ f(0) #0, u, — %o0.
e SiA+ f(0)=0cet
—siaz?alorsunﬁgl,
—si a > 2 alors u, — 0,
—si a < 2 alors
% 81 a; # 0 alors u,, — Fo0,
* sl a; = 0 alors

: 3
- si a > 3 alors u, — 0,

. 3 as
. Sloz:§alorsun—>€.
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Solution 3.3.3 On écrit que ¢g(y) =z ony = f(z) = a1z + o(z). y ~ ayx donc o(y) = o(x) et
g(y) = by + o(y) o arby = 1.
On utilise pour la suite des fonctions €;(y) qui tendent vers 0 lorsque y tend vers 0.
Pour mieux voir comment se passe la récurrence, regardons l'ordre 2 : on peut écrire g(y) =
biy + ye1(y) = x soit
y = f(x) = a1z + aza”® + o(z?)
= ar(biy +ye1(y)) + as(bry + yei(y))* + o(y?)
=y + awyei(y) + abiy® + o(y?)
d’otl ¢ admet un développement limité a 1'ordre 2 qui s’écrit
9) = -y — -~y +oly’).

La récurrence ne pose pas de réels problemes (mis a part 1’écriture des relations obtenues !) ; si
9(y) = biy + - -+ byy? +yPep(y) alors, en éerivant que y = f(x) = a1g(y) +- -+ ap1g(y)"*' +
o(yP*1) et en tenant compte de 'hypothese de récurrence qui assure I’annulation des coefficients
de y* pour i < p, on obtient I'expression de ¢,(y). Les coefficients b, vérifient la relation

k!
b ap:—ziam...anpbk
prL nil. .. ny! ! p

ou la somme est étendue a tous les p-uplets (ny,...,n,) vérifiant ny +---+n, =k et ny +-- -+
pn, = p (on a utilisé ici la formule du multinéme—qui n’est pas explicitement au programme—
remarque 7.3.5 page 125).

Solution 3.3.4 On obtient, avec un logiciel, les courbes suivantes

0.050. 10. 150. 20. 250. 3. 35 1
-0.5 e
_ 17 0.4+
-1.5¢
g 0.2 0’4 o' 0.8 1
-2
FIGURE 1. Point de re- FIGURE 2. Point de re-
broussement de deuxieme broussement de premiere

espece espece
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En effet, pour la courbe 1, on a

l‘/(t) — etfl -1 l‘”(t) — etfl l‘m(t) — etfl

y/(t) =323 )" y”(t) — 6t ) y///(t) =6 )
donc les vecteurs dérivées seconde et troisieme sont égaux (lorsque ¢t = 1) mais le vecteur dérivée
quatrieme est indépendant, on a bien un point de rebroussement de deuxieme espece, figure 1.

Pour la courbe 2, on a
.%’/(t) = 71 <l‘”(1) _ 1> <x///(1) _ _1>
t2—1 ) ylllzl ) y///1:_2 )
o) (1) (1)

donc les vecteurs dérivées seconde et troisieme sont linéairement indépendants, on a un point
de rebroussement de premiere espece.

Solution 3.3.5
(1) La courbe est définie pour ¢ # 0.
20—+ +t+1
2 (t) = 3 ,y(t) = —

En étudiant 23 +t2 4+t + 1, on prouve que cette équation n’a qu’une seule racine ¢, < 0
d’ou les variations

2(t3 - 1)

t | —oo to 0 1 +o00
x - 0 + - 0 +
Yy + - 0 +
p|TO N TR P N3 4
Yoo S/ TR TN 3 40

Pour t = 1 on a un point singulier, on vérifie qu’il correspond a un point de rebrousse-
ment de premiere espece.

t — 0y —x = 4t — 2t* fourni 'asymptote et la position de la courbe par rapport a
celle-ci.

t — oo voir deuxieme question.

Point double : on résout les équations z(t;) = x(ts), y(t1) = y(ta) avec t1 # to. t1 et
ty (apres simplifications) sont solutions de ¢ — 2t — 1 = 0 et les coordonnées du point
double sont (7,5).

(2) y* — 2z — 2y ~ n quand t — oo donc la parabole d’équation y* — 2z — 2y = 0 est

asymptote a la courbe.

Solution 3.3.6 Résultats :

X 2?2 2?4
a) 1—§+E—m+0(l‘4)

b) e(l1— 2 + 122y 1 5(z?)
¢) —3; + 13 — 75 +0(2%)
d) 2 — L +Z + o(2f)
e) r — % 4 o(z®)
™ $2 $4
f) 5(% + %) + 0@°)
g) T+ % +o(2?) et y — % +o(y?)
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xTL
2n +

h) On obtient (1+z) |1 — % + -4 (=) ] + o(x")} :

Solution 3.3.7 On prouve que lim S, = 0 ou S, = En la

]i] an
1—— ) —ehef
n—-4oo L n
e

(1— ) —e R par 3 ek <
1—e«

k=K
K étant fixé, 'autre somme tend vers 0 quand n tend vers +oo (somme finie de termes qui
tendent tous vers 0). On choisit alors n suffisamment grand pour que cette deuxiéme somme
€

n

1

n
décomposant en 2 par K, on pourra ainsi majorer »
k=K

3|

—aK

) €
que l'on peut majorer par 5 pour K assez grand.

soit majorée par 3

+o00o
On pouvait aussi utiliser la convergence normale de la série Y wug(n) avec wug(n) =

k=0
{(1—%)% sik<n

0 sik>n’

5
Solution 3.3.8 Réponse : f@ (apres quelques calculs).

Solution 3.3.9 On trouve dans 'ordre : 1 ; +00 ; 0 ; (2163%)~% ; 0 (~

).

NI

Solution 3.3.10
2
(1) On prend le logarithme : In(1 + “*)" =nIn(1+ ) =n (% +0 (%)) = U, +o(1).

(2) Posons f(z) = x —In(1 + z) et on va prouver que f(z) — 0 & = — 0. En fait, une
étude rapide de f donne le tableau suivant :

z | —1 0 +o00
1! - 0 +
/ N0 7

On note g; et go les fonctions réciproques de f sur | —1,0] et [0, +oo[. Siy = f(x) alors
r=g(y)siz>0etz=gyy)siz<0etdonc |z| <|gi(y)| +|g2(y)]. Siy — 0 alors
9i(y) — 0 donc z — 0.
On applique alors cette propriété a v, = f(u,) donc u, — 0.

(3) En prenant le logarithme on a u, —nln {1+ %> — 0 et on applique le résultat de la

n
question 2 a v, = —. On sait donc que u,, = o(n), on précise alors la premiere propriété
n

2 2
un—nln<1+%) :;—”—1—0(%) — 0 donc u,, = o(y/n).
n

n n




