CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL (R)

1. DERIVATION DES FONCTIONS A VALEURS REELLES

1.1. Dérivée en un point, fonction dérivée.

EXERCICE 1.1.1.

Soit f une fonction de classe C*! sur R, périodique.
Etant donné a > 0, montrer qu’il existe x € R tel que la tangente en = au graphe de f coupe
le graphe de f en (z + a, f(z + a)).

EXERCICE 1.1.2.

Soit ¢ : R — R telle que Vo € R, p(x) = ax + b ol (a,b) € R? a ¢ {0,1}.

Calculer ¢" = popo---p (n fois).

On se propose de chercher toutes les fonctions f : R — R de classe C! telles que fo f = .
(1) Montrer que le cas a < 0 est a écarter (pas de solution).
(2) Cas 0 < a < 1: montrer que fo " =¢"o f et que f'(z) = f'(;%) ; conclure.
(3) Si @ > 1, montrer qu'on peut se ramener au 2.

EXERCICE 1.1.3.

Soit f :[a,b] — R dérivable telle que f’(a) = f'(b).

Sig(x) = w calculer ¢'(z).
En déduire qu'il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = w.

EXERCICE 1.1.4.

Trouver toutes les fonctions f : R — R dérivables et telles que Vz € R, f'(z) = zf(—x) (on
fera intervenir les fonctions p et ¢ parties paires et impaires de f).

EXERCICE 1.1.5.

Soit f : [a,b] — R dérivable sur [a, ] et telle que f(a) = 0. On suppose qu'’il existe o € R tel
que Vz € [a,0], |f'(z)| < o f(2)]-

Montrer que f = 0 (on fera intervenir g(z) = sz(x)e*mff),

EXERCICE 1.1.6.

Soient (p,q) € R?, n € N*, montrer que f(x) = 2™ + px + ¢ n’a pas plus de 2 racines réelles si
n est pair et pas plus de 3 si n est impair.
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EXERCICE 1.1.7. -

Soit f € [a,b] — R dérivable telle que f(a
et

f(), f'(a) >0, f'(b) >0
Existe-t-il ¢ €]a, b tel que f(c) = f(a) ?

) =
f'(e) <0

EXERCICE 1.1.8.

Soit f € C1([0,1],R) telle que f(0) =0cet f(1) =

(1) Montrer que Vn € N, il existe 1, ..., x, n réels deux a deux distincts de [0, 1] tels que
> @) =n
i=1

(2) Quelle hypothese ajouter pour pouvoir conclure a l'existence de yi, ..., y, n réels deux

a deux distincts de [0, 1] tels que

"1
;f/(yi) -

EXERCICE 1.1.9.

Soit f : R — R dérivable telle que Vz € R, f'(x) < 0.
Montrer qu’il existe xy € R unique tel que f(zg) = xo.

EXERCICE 1.1.10.
Soit f de classe C™ sur |a, b[, on suppose que f s’annule en n + 1 points distincts de [a, b].
Montrer qu’il existe z €a, b[ ou f™(x) = 0.

EXERCICE 1.1.11.

Soit f € C*(R,R) telle que f(0).f(0 )>Oet hm flz) =

Démontrer qu’il existe une suite (x,),en dans ]O +oo[ strictement croissante telle que Vn € N*,

f™(z,) = 0.

EXERCICE 1.1.12.
— 1)
Soit f,(x) = 2" ! In x, montrer que f,(l”) (7) = u

T
Donner de méme une expression simplifiée de [z" ! In(1 + 2)]™.

EXERCICE 1.1.13.
Si f(xz) =1+ 22, montrer que :

VneN (1+2°)f"(z)+ 2n+ Dafm(z) + (n? — 1) f™(z) = 0.
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1.2. Etude globale des fonctions dérivables.

EXERCICE 1.2.1.
Soit f deux fois dérivable de [0, 1] dans R telle que f(0) = f/(0) =0, f(1) =1, f'(1) = 0.
Montrer quil existe a €]0, 1] tel que |f"(a)| > 4.

EXERCICE 1.2.2.

Soit f € C*(I,R) ou I est un intervalle de R. On suppose qu'il existe p entiers naturels non

p
nuls ny,...,n, tels que > n; = n et p éléments distincts de I, ordonnés : x; < ... < x, tels
i=1

que Vi € [1,p], Vk € [0,n; — 1], f®)(z;) = 0.
Montrer qu'il existe ¢ € [zy, z,] tel que f®~V(c) = 0.

EXERCICE 1.2.3.

Soit f(z) = (1 — In®z), montrer que [ est définie sur Ry, dérivable sur R*. On écrit alors
f(z) = f(0) + xf'(6z), trouver hH(l) 6.

EXERCICE 1.2.4.

Soit f de classe C? sur [a, b], montrer que Ve €|a,b[, 3d €]a, b| tel que

£0) = )+ PO e oy 4 S - e - b))

EXERCICE 1.2.5.

Soit f de classe C® sur [a, b], montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que :

76) = £(@) + 22w + 1) — ) - ) +

EXERCICE 1.2.6.

2z +1 11—z
Soit = 2 Arct :
oit f(x) x2+1+ retan o —
(1) Calculer f’(z), comparer le domaine de définition de f’ a celui de f.
(2) Montrer que fV(z) = % ou dega, = n.
(3) Montrer que a, admet n racines distinctes (par récurrence, a l’aide du théoreme de

Rolle).

EXERCICE 1.2.7.

Soit f :[0,1] — R continue par morceaux et continue en 0. On pose

1
h
F(h) = —_ d h > 0.
(h) /Oh2+x2f(x) x pour h >

Montrer que lim F(h) = gf(O)

h—0t
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EXERCICE 1.2.8.

Etudier les suites définies par les relations de récurrence :
(1) 2up =1/2+ 42
(2) Unt1 = V2 — Uy, ug € [0,2]

1
3) Upt1 =
()UH un+%

Uy, +
4) Upyq =
()UH 1—u,

EXERCICE 1.2.9.

Etudier les suites (u,) et (v,) définies par la donnée de (ug, vo) €]0, 1[* et la récurrence
Upy1 = zu? + (1 — 2)v2
Vps1 = (1 — 2)u? + 20v?

ou z est fixé dans |0, 1[.

EXERCICE 1.2.10. E

On veut étudier le comportement asymptotique de la suite définie par ug = a, Un1 = u2 + u,.

1
(1) Si @ > 0 alors montrer que lim wu, = +oco ; en posant v, = Q—nln u, montrer que
n—-—+00

1
u, ~ exp(2"a) et que u, = exp(2"«) — 5t o(1).

(2) Sia < —1 alors montrer qu’on se ramene au cas précédent.

1
(3) Si —1 < a < 0 alors montrer que lirf u, = 0 ; en posant w, = ——, montrer que
n—-+0oo
1 n
Up ~ ——.
n

EXERCICE 1.2.11.

Soit (uy,,) la suite définie par ug = 1/3, u,41 = 1000u,, — 333. Programmer le calcul des termes
successifs de u,, en virgule flottante et exécuter le programme. Calculer la limite de la suite
(u,) et expliquer la contradiction.

EXERCICE 1.2.12.

Soit (u,) la suite définie par uy = 201, uy = 99, Up1o = Upi1 + % — 1. Donner, a ’aide d’une
machine, les valeurs de u,, pour n < 100.

Qu’en penser ?
Calculer u1ggg, u10000- Résoudre alors la récurrence (on fera appel a une suite récurrente double).
Quelle conclusion en tirer ?

EXERCICE 1.2.13.

Etudier les suites définies par :
Up — Un, Up — U,

1 = =b, Upq1 = Uy )y Unt1 = Un — :
(1) uo = a, vo = b, Un41 U+2(n+1)v+1 v 2n+ 1)
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un —l_ Un N . .
(2) up = a, vo = b, upp1 = —g Upy1 = /Uns10p o1 0 < a < b. Calculer les limites de

(uy) et (v,) en fonction de o = Arccos(a/b).
(3) up = a, uy = b, Upio = kupyu? ot k >0, (a,b) € R*2

1.3. Fonctions convexes.

EXERCICE 1.3.1. -

Soit f de classe C? sur [a,b] telle que f(a) = f(b) = 0 et M € R, tel que Vo € [a,b)],
M
|f"(x)] < M. On pose P(z) = — 5 —(x —a)(x —b).
Pz

(1) Montrer que Vx € [a,b], |f(x)] < ).
(2) Montrer que, s’il existe xy €]a, b] tel que f(xg) = P(xg), alors Va € [a,b], f(x)= P(x).
)

M
(3) Que peut-on dire si f'(a) = 7(() —a)?

EXERCICE 1.3.2.

Si les (2;)icp1,n) sont des réels positifs, montrer que

Cas d’égalité ?

EXERCICE 1.3.3.

Soit ¢ une fonction convexe sur [a, b, montrer que, si a < s < t < u < b alors

p(t) —¢ls) _ plu) — ¢(t)
t—s b u—t

t) —
t fixé, posons 3 = sup M

<t t— montrer que Vo € [a,b], (z) > ¢(t) + 5z —t) (1)

En posant t = / f(u)du ou f est une fonction intégrable sur [0, 1], montrer que :

(/ (o du)\ / o(F(w)du (f(0,1)) € [a,).

EXERCICE 1.3.4.

On suppose que 0 <m < n et a > 0.
(1) Montrer que (14 £)™/m <14 &,
(2) En déduire que a < (14 Z(a¥/™ —1))".
(3) Montrer alors que n(a'/" — 1) < m(a*/™ — 1).

EXERCICE 1.3.5.

Montrer 1’équivalence suivante :
3
fof;i [z, 0F | L ,
f@) fly) f(z)

f convexe sur [a, b] <
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EXERCICE 1.3.6.

Soit f : R — R convexe, dérivable et 3 suites finies de n éléments de R décroissantes
(x:), (i), (z;) vérifiant :

LY, 1+ Ty + Y2, T XeF o F X >y Y2+ +y, k€[ n]
et v+ T+ F Ty =Y Y2+ A Y

(1) Montrer par récurrence sur k < n que

(@1 =) (f'(z1) = f(2) + -+ (@1 = ye-2) (' (1) = f1(20)) 2 0.

(2) Ecrire cette propriété pour k = n, en déduire que :

flan) + -+ flan) = flyn) + -+ fyn)-

EXERCICE 1.3.7. E

Soit P la propriété définie sur C([a, b], R) N D(Ja, b[, R) par
V(u,v) €]a, b, u < v, 3w €lu,v[| f(v) = f(u) = (v —u) f'(w).

On veut montrer que f vérifie P ssi f ou —f est strictement convexe.

(1) Montrer que si f est strictement convexe, f vérifie P.
(2) On suppose maintenant que f vérifie P. Soit L,,, le polynome d’interpolation de f en
u et v. On définit la fonction ¢, , sur U'intervalle Ju, v[ par ¢, = f — Ly..
Montrer que ¢, , garde un signe constant.
Prouver que, si v' €]u, v[, alors ¢, est du méme signe que @, ,.
Conclure.

EXERCICE 1.3.8.

Soit f : R, — R, convexe.

(1) Montrer que lim /(@)

n—+4+oo I

existe dans R.

(2) Onsuppose que [ = lim J@) € R. Montrer l'existence dans R de I’ = lim [f(x)—lx].

r——+o0o r——400

2. INTEGRATION SUR UN SEGMENT DES FONCTIONS A VALEURS REELLES
2.1.

EXERCICE 2.1.1.
Si f € C([0,1],R,), on pose u,(f (/ f(z dx)

(1) Montrer que lim wu,(f) = sup f(x
n—+0o0 z€(0,1]

(2) Etudier lim wu,(f) ol on a supposé que Yz € [0,1], f(z) > 0.

n——00




CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL (R) 7

EXERCICE 2.1.2.

On “rappelle” que I'ensemble des polynomes sur R est dense dans C([0, 1], R).
1
Soit f € C([0,1],R) telle que Vn € N, / t"f(t)dt = 0.
0

Montrer que f est la fonction nulle.

EXERCICE 2.1.3. -

Montrer que toute fonction f de classe C* sur [0, a] (a > 0) telle que f(0) = 0 vérifie

[ irorone<s [ o

Cas d’égalité ?

EXERCICE 2.1.4.
1

Soit f € C(]0,1],R), calculer lirJqu nx" f(z) dz (on pourra essayer des fonctions simples :
n—-—+0oo 0

fonctions constantes, polynomiales).

EXERCICE 2.1.5.

Soit f € C([a,b],R), a < b telle qu’il existe n € N vérifiant

Vk e [O,n],/bxkf(x) dz =0

Montrer que f a au moins n + 1 zéros sur |a, b|.

EXERCICE 2.1.6. -

Soit E I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R*.

dt
Pour f € E, on pose I(f / / f(t)dt.
Trouver }gg I(f) et ?cup I(f

EXERCICE 2.1.7.

f0) =0 1
Soit f est définie par : 1 1 Calculer / f(z)dx (considérer f
f(z) :2—pourx€]2n+1,2n[ 0

comme limite uniforme de fonctions continues par morceaux).

EXERCICE 2.1.8.

Chercher les limites des suites :
n n

Dou,=S ——

(1) pZ:ZOnQerQ

1a+2a_'_“._'_na
naJrl

(2) v, =
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n—1 1
3) w, = —_—
(3) p; o

(on utilisera les primitives usuelles, cf. tableau page 83).

EXERCICE 2.1.9.

Soit f :[0,1] — R%, montrer que :

n—-4o0o

lim [f(1/n).f(2/n)--- f(1—1/n)]"" = exp (/o In f(t) dt) .

EXERCICE 2.1.10. E

On dit que (z,)nen une suite réelle équirépartie dans [0, 1] ssi
pour tout (a, 3) € [0,1]?, a < 3, si on appelle N(a, 3,n) le nombre d’entiers i < n tels que
a < x; < [, alors lirJqu —N(a,B,n) = — a.
n——+oo N
(1) Prouver que la suite (z,) est divergente.
(2) Montrer que {x, | n € N} est dense dans [0, 1].
(3) Montrer que les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes :
(1) (z,) est équirépartie,
(1) pour toute fonction f : [0,1] — R continue par morceaux,

n

1 1
m - Z f(x) = /o f(t)dt.

1

EXERCICE 2.1.11.

n 1
Calculer lim ch -n
i (L)

EXERCICE 2.1.12.

1
On pose pour n € N, I,, = / In(1 +¢") dt.
0

(1) Trouver hT I,.

(2) Trouver un équivalent de I, quand n — +oo (pour les 3/2 : laisser le résultat sous
forme intégrale).

EXERCICE 2.1.13.

Chercher les limites des suites :
1 n—1 )
(1) 20 = 5 5 pRenin
n3 pz::()
n—1 1

B
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EXERCICE 2.1.14.

(1) Décomposer en ¢éléments simples sur C la fraction rationnelle : u,(x) =

(2) En déduire, a 'aide des sommes de Riemann les intégrales :
dt 2 x — cost
— et d¢
g T —eit o x?—2xcost+1

3. INTEGRATION ET DERIVATION

3.1. Primitives et intégrales d’une fonction continue.

EXERCICE 3.1.1.

b
(1) Si f est de classe C' sur [a,b], montrer que lim / f(t)sinntdt = 0.

n—-—+00
(2) Soit In:/ sin(n + Dz o Gn:/ sin(2n+ 1)z ,
0 sin 0 x
Calculer I,, et montrer, a l'aide du 1., que lirf G, = g (c’est comme cela que I'on
X sinx T

peut prouver que lim

r=—).
X—+o0 0 xT 2

EXERCICE 3.1.2.

Soient f et g deux fonctions de R dans C continues et telles que :

V(a,b) € RY, (/abf(t) dt) | (ng(t) dt) 0.

Montrer que f ou g est nulle.

EXERCICE 3.1.3.

Soit f € C*(R,,R) ; pour n € N, on pose

OWOE / it / Ol - B - 5

Donner une expression simple de wu,,.

Pour a > 1, en déduire un encadrement de S(a) = lim ) —

EXERCICE 3.1.4.

, T d
(1) Etudier la suite de terme général : [, = / ’
0

1+ cos?nx
b
(2) Soit g € C([a, ], R), montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que / g(t)dt = (b—a)g(c) (formule
de la moyenne). ’

T d
(3) f € C([0,7],R) étant donnée, étudier lim M
n—+oo Jy 1+ cos?nx
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EXERCICE 3.1.5.
b
Soit f € C([a,b],R") ; on pose A :/ f(z)dx

Ti4+1 A
(1) Montrer que Vn € N*, 3(x;)icon], Ti € [a,b] tels que : / f(z)dz = —.

1 n=1
Soit g intégrable sur [a,b], on pose S, = — > g(x;). Calculer hm Sy, (il est recom-
n {5

mandé de faire intervenir G fonction réciproque de F'(x / f(t)de).
(2) Application : [a,b] = [0, 7], f(z) = g(z) = sin .

EXERCICE 3.1.6.

2 2r 2
Calculer I,, = / sin dz et J, = / P e dx.
0 0

sin x sin? x

EXERCICE 3.1.7.

On sait que cos™t se linéarise, montrer alors que

T T
/ cos"tcosntdt = —.
0 2

Calculer plus généralement I(n,p) = / cos” t cos pt dt.
0

EXERCICE 3.1.8.

Soit f une fonction strictement croissante sur [0, a] telle que f(0) = 0, f dérivable sur [0, al.
z flx)

On pose F(x):/ f(t)dt+/ fH(w) du — zf ().
0 0

F est-elle dérivable ? Conclure et en donner une interprétation géométrique.

EXERCICE 3.1.9.

On veut trouver toutes les fonctions C* de R dans R vérifiant :
b
+b
van e [ a="2" s ().

L. . . . a—+b
En dérivant par rapport a a puis par rapport a b et en posant x = —a, x = b, — = 0 trouver

I'équation différentielle vérifiée par g(z) = f(z) — f(—=z) et h(x) = f(z) + f(—=z). Conclure.

EXERCICE 3.1.10. -

Soit f de classe C! sur [a, b] vérifiant f(a) = f(b) = 0. Montrer que

/f2 £)dt < b_“ /f’2

on pourra montrer que 2 t—a '2 dt
p q
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EXERCICE 3.1.11.

Déterminer les limites suivantes :

t
(1) lim %dt
xbz
t
(2) lim ﬂdt (> 0).

ax

EXERCICE 3.1.12. E
b
Soit A >0 et E = {f € C'([a,b],R) telles que / 2 dt < A f2(b)}.

Montrer qu’il existe ¢ €la, b[ tel que

VfeE, Yo eleb], |f( (/ () dt)

EXERCICE 3.1.13. E

Déterminer les fonctions f € C([0, +oo[,R) telles que :

\V/.ZL'ER_F, —2/f

EXERCICE 3.1.14.

Soit f € C(R,R), déterminer ¢ € C(R,R) telle que

0 Ve € R, p(z) = f(z) + A / " cos(x + y)ly) dy

EXERCICE 3.1.15. E

Trouver f € C([0,1],R) telle que

/f VW' (z)dx =0

pour tout h de F, ou F = {h € C*([0,1],R)|h(0) = h(1) = K (0) = K'(1) = 0}.

EXERCICE 3.1.16.

Soit la suite u, = [] (1 + E)
n

k=1

(1) Déterminer lim w,,.
n—-4o0o

(2) Montrer que, en +00, u,, ~ e "22"+1/2 (utiliser le résultat du 3.2.3).

EXERCICE 3.1.17.
Soit f € C*(R,R).

Trouver la classe de g continue de R dans R telle que

Ve e R* g(z) = é/om f(t)dt.
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3.2. Formules de Taylor.

EXERCICE 3.2.1.
Soit f : R —]0, +oo[ de classe C? telle que Vo € R, | f"(x)| < M.

Montrer que
2

V(z,y) €R® fz) +yf(z) + ‘%M > 0.

EXERCICE 3.2.2.

On suppose que f est de classe C? sur R et que f et f” sont bornées sur R.
Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour f(z + h) et f(z — h).

M, M. ,
En déduire que : |f'(x)] < TO + =2 et que M2 < 2MoMs on M; = sup |fO(t)].
teR

EXERCICE 3.2.3.
b b— n—1 h—
Pour f € C?([a,b],R), n € N*, on pose : R,(f) :/ f(t)dt — —aZf <a+ k a) .
n n
a k=0

Montrer que :

1

b— b) — b—a)?
ol = ( a)(f(Q) f(2)) et § = ! 12@) [f/(b) — f'(a)] (utiliser la formule de Taylor pour
la fonction F(x) = / f(t)dt).
3.3. Développements limités.
EXERCICE 3.3.1.
n gk V7 ||+ 1/n
Pour tout x € R* et n € N, on pose a,, = |e* — kz::O o = (meenw)

Prouver que e’** admet un développement limité en — & tout ordre.

n
En déduire un développement asymptotique de a,, a trois termes quand n tend vers 4o0.

EXERCICE 3.3.2.

Donner un équivalent quand x tend vers 0 de

sin(sh x) — sh(sinz).

EXERCICE 3.3.3.

(1) Chercher le D.L. de Arcsin et Arcsin(Arcsin) en 0 a l'ordre 7.
(2) D.L. alordre n+1en0de f(x) =In(1+x+---+ :zc_')
n!
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EXERCICE 3.3.4.

Calculer les limites suivantes :

(1) lim UFD =€ D) e
z—0 X
in(2x — w/2
(2) lim Arctan (_sm( z—n/ ))
z—m/4 cos 2z
Vg
tan —
(3) im(2—2) " 2a

r—a

EXERCICE 3.3.5.

(1) Montrer que Vk € R, Inz + x = k admet une seule solution .

Ink Ink
(2) Montrer que, lorsque k — o0, on peut écrire : z = ak + blnk + CDT +o (DT)

a,b, c étant des constantes a déterminer.

EXERCICE 3.3.6.

Donner un développement asymptotique a quatre termes dans 1’échelle (n®),ez (n — +00) de
3
x

2 -1

ieme

lan solution strictement positive de I’équation tanz =

1. INDICATIONS

Indication 1.1.1 Appliquer le T.V.I. a g(z) = f(x +a) — f(x) — af'(2).
Indication 1.1.2

(1) Montrer que f est bijective puis que f o f est croissante.
(2) Ne pas oublier que f = ¢? puis dériver la relation et passer & la limite.
(3) Appliquer le (2) a f~1.

Indication 1.1.3 Exprimer ¢'(z) en fonction de f'(z) et de g(z) ; distinguer les cas f affine,
f non affine ; se ramener au cas ou f’'(a) > inf g(z) = m ; discuter enfin les cas g(b) > m ou
g(b) = m.

Indication 1.1.4 On a p/(z) = zp(z) et ¢'(z) = —zq(z) (p paire, ¢ impaire) puis f(z) = Ae*’ /2.

Indication 1.1.5 ¢'(z) < 0 et g(a) = 0.

Indication 1.1.6 Distinguer les cas n = 2k, n = 2k + 1 et faire une étude de fonction.

Indication 1.1.7 Considérer E = {t € [a,b] | f(t) = f(a)} et montrer que sup £ < b et montrer
que f(z) — f(a) n’est pas strictement positive sur |c, b].

Indication 1.1.8

(1) Appliquer le T.AF. sur les intervalles [=1, £].
(2) 1l suffit que f~! soit dérivable (soit f’ ne s’annule pas).
Indication 1.1.9 Prendre g(z) = f(x)—z et montrer que lim g(z) = —oo, lim g¢(z) = +00).

T——400 T——00

Indication 1.1.10 Se démontre par récurrence sur n :
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Indication 1.1.11 Raisonner par récurrence en montrant par l'absurde que f*1 garde un
signe constant sur [z,, +oo[ et utiliser la formule de Taylor.

Indication 1.1.12 Donner I'expression pour n = 1,2, 3 et faire une récurrence avec la formule
de Leibniz.

Indication 1.1.13 Trouver une équation différentielle vérifiée par f et utiliser Leibniz.
Indication 1.2.1 Raisonner par ’absurde et utiliser Taylor-Lagrange en 0 et 1.

Indication 1.2.2 Raisonner par récurrence sur n et distinguer les cas p =1, p > 2.
Indication 1.2.3 L’existence de 6 est une conséquence du T.A.F., on exprime ensuite In6x.

Indication 1.2.4 Remplacer ¢ par z, f”(d) par A. En faisant la différence, on obtient une
fonction g(x) et on suppose que A est choisi pour que g(c¢) = 0. On utilise ensuite le théoreme
de Rolle.

Indication 1.2.5 Remplacer b par z, f®)(c) par A. En faisant la différence, on obtient une
fonction g(z) et on suppose que A est choisi pour que g(b) = 0. On utilise ensuite le théoreme

de Rolle.
Indication 1.2.6
(1) f’ se prolonge par continuité a R.
(2) Récurrence immédiate et on récupere une relation entre a,1 et a,.
(3) On fait une récurrence avec la généralisation du théoreme de Rolle.

1
C , h
Indication 1.2.7 Prouver que 111:1% i m(f(x) — f(0))dz = 0.

Indication 1.2.8 Le tracé des courbes y = f(x) et de la droite y = z fournit les grandes lignes
de la discussion.
1 1
(1) Faire intervenira =1 — —et g =1+ —.

V2 V2

(2) (u9n) et (ug,y1) sont adjacentes.
(3) et (4) Suites homographiques.
Indication 1.2.9 Supposer (par exemple) que vy < up < 1 et montrer, par majorations que ces
suites tendent vers 0.

Indication 1.2.10
1

(1) u, — +oo par 'absurde puis, comme v, pi1 — Vntp = sagprr IN(1 + 1/upy,), montrer
que (v,) est croissante et majorée. Ceci donne le premier terme en exponentielle. On
étudie alors la différence.

(2) up > 0.

(3) On utilise Césaro.

Indication 1.2.11 C’est un probleme d’erreur d’arrondi.
Indication 1.2.12 Ne pas se laisser impressionner par une suite qui semble converger...
Indication 1.2.13

(1) Chercher des relations avec u,, + v, et u, — v,.

(2) On trouve v, sin 5;; = bSQ‘EO‘ et u, — v, — 0.

(3) Se ramener au cas ou u,, > 0 et prendre le logarithme.
Indication 1.3.1
(1) Poser g = f — P, h = f 4+ P et montrer que g et —h sont convexes.
(2) Montrer que g(x) > 0 si x €]a, zo[ puis que g = 0.
(3) On montre la aussi que g(z) > 0.

Indication 1.3.2 Utiliser I'inégalité de la moyenne.
Indication 1.3.3 Poser t = as + (1 — a)u, a €]0,1][.
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Indication 1.3.4
(1) Ecrire 1 = 1"%" et utiliser Vinégalité ab < %ap + %bq si % + é =1).
(2) Utiliser le (1)...
(3) Immédiat.
Indication 1.3.5 Manipuler les colonnes pour avoir
Indication 1.3.6
(1) Utiliser I'inégalité f'(zx) > f’(zr41 pour faire la récurrence.
(2) Utiliser le T.A.F. ou f(xr) — f(yx) = (v& — y&) [ (21).
Indication 1.3.7
(1) Utiliser le T.A.F.

(2) Montrer que ¢, , ne s’annule pas sur |u,v| (par exemple ¢, , < 0) puis que pour tout
V' €]u, v, Yy ale méme signe que ¢, ,, puis étendre cette propriété a [a, 5] Cla, b.
Indication 1.3.8
(1) Montrer que la fonction ¢o(z) =

fE=IW) < fly)=f(z)
z—y = .

Yy—x

f(@)—-1(0)

f@)-1)
z—y

est croissante.

est croissante.

(2) Montrer que la fonction ¢, (x) =
Indication 2.1.1

(1) Soit M = sup f que 'on suppose > 0 alors on minore f par M — ¢ sur un intervalle
[c,d], on prend enfin n assez grand.

(2) Prendre g = 1/f.

Indication 2.1.2 Montrer que fo f2(t)dt = 0.

Indication 2.1.3 Se ramener au cas ou f’ > 0 — en utilisant la fonction g telle que ¢’ = | f’|-puis
utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le cas d’égalité correspond aux fonction linéaires.

Indication 2.1.4 Montrer que u, — 1 en étudiant v, = u, — 25 f(1) = fol na™(f(z)—f(1))dz.

Indication 2.1.5 Poser a; < as < ... < a, les points ou f change de signe et montrer, en
posant g(x) = (z —a1)(...)(x — a,) f(x), que p < n entraine une contradiction.

Indication 2.1.6 Utiliser Cauchy-Schwarz pour montrer que inf I(f) = 1 puis, avec une fonc-
tion exponentielle, montrer que I(f) n’est pas majorée.

Indication 2.1.7 Prendre on(z) = f(z) si z > 5577 et on(z) = 0 ailleurs.

1 iy
Un — —/ wn—>5.

Indication 2.1.8 Reconnaitre des sommes de Riemann, u, — 7, vn — 17,

Indication 2.1.9 Prendre le logarithme.
Indication 2.1.10
(1) Par I'absurde (il y a une infinité de x,, dans [0,1/3], [2/3,1]).
(2) Immédiat.
(3) (i) = (¢) On démontre le résultat pour les fonctions constantes, les fonctions ca-
ractéristiques d’intervalles et, finalement pour les fonctions continues par morceaux.
(77) = (i) Immédiat.
Indication 2.1.11 Utiliser un encadrement de ch x avec la formule de Taylor.
Indication 2.1.12
(1) Utiliser 'inégalité ln(l —I— x) <
(2) Poser u =1t", J = fo u) du o f( )= (1+u) et majorer |nl, — J|.
Pour le calcul de J, penser a un developpement en série entiere.
Indication 2.1.13 Penser aux sommes de Riemann pour des fonctions complexes. z, — % —
2 4

w2 w3

Indication 2.1.14

Utiliser la formule = lorsque a tous ses poles simples.
Q' (a )(X ai
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(2) On utilise les sommes de Riemann et on passe a la limite.
Indication 3.1.1

(1) Faire une I.P.P.
(2) Calculer I,, — I,,_y. Montrer que I, — G,, — 0.

Indication 3.1.2 Montrer le résultat : si F' et G sont deux applications de R dans C qui
vérifient V(a,b) € R? [F(a) — F(b)].[G(a) — G(b)] = 0 alors I'une d’elle est constante.

Indication 3.1.3 En intégrant 2 fois par parties on obtient u, = £[f'(n)— f(0)]+3[f(n)+f(0)].
On trouve alors — +1 < S(a) < 55 +3 + £

Indication 3.1.4

(1) Poser ¢ = nw, I, est constante et vaut 7.

(2) Appliquer le T.A.F.
(3) On pose t = nz et on applique la formule de la moyenne, on reconnait enfin une somme
de Riemann.

Indication 3.1.5
(1) Poser x; = G(iA/n) puis reconnaitre une somme de Riemann.
(2) S, — T

Indication 3.1.6 Calculer I,,,5 — I, Jy11 — Jp.

Indication 3.1.7 On utilise la relation fo7r cos ht cospt dt = Zopp, sin—p = 2k, I(n,p) = 3 (Z),
autrement I(n,p) = 0.

Indication 3.1.8 F est dérivable et F’ = 0, on utilise ensuite le fait que les graphes de f et
f~1 sont symétriques.

Indication 3.1.9 On a h(x) = $h'(z) + h(0), g(x) = £(g'(x) +2¢'(0)), f est un polynome de
degré < 3.

2
Indication 3.1.10 Ecrire f2(t) < f f'(u du) pour ¢ € [a, “5%] et utiliser Cauchy-Schwarz.
Indication 3.1.11

(1) Pour = assez petit, on encadre cost la limite est In 2.

(2) Idem avec 2t la limite vaut In 2

Indication 3.1.12 Montrer que |f(z)| > | f(b)| —

'(t) dt’ puis appliquer Cauchy-Schwarz a

1/2
(1, f') et enfin utiliser 'hypothese |f(b)| > [l fb (1) dt] :
Indication 3.1.13 Ecarter le cas oit f = 0 puis étudier F(x fo t) dt sur un intervalle ou

0 si z € 0,0

e—b sizsh (ou f s’annule sur [0, b].

f ne s’annule pas. On trouve finalement f(x) =

Indication 3.1.14 En développant le cosinus on obtient la forme des fonctions ¢ recherchées
(p(z) = f(x) + acosz + Fsinz). On reporte alors dans la relation.

Indication 3.1.15 Le probleme ici est de trouver l'orthogonal de H = {h” | h € F'} pour le
produit scalaire (f|g) fo t)dt. Chercher tout d’abord les fonctions de H* qui sont de
classe C? puis étendre ce resultat

Indication 3.1.16

(1) Prendre le logarithme et reconnaitre une somme de Riemann.
(2) En utilisant le résultat du 3.2.3 on affine 'approximation.

Indication 3.1.17 g est de classe C* sur R* mais seulement de classe C' sur R (chercher un
exemple).
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Indication 3.2.1 Utiliser Taylor-Lagrange avec f(x +y) (ou Taylor-Intégral mais c’est un peu
plus long).

Indication 3.2.2 On fait la différence des 2 formules obtenues d’ott une expression de 2hf'(z).
Indication 3.2.3 On exprime R, (f) = %Un + %QVTL ou U, et V,, sont des sommes de Riemann
dont on connait la limite.

Indication 3.3.1 Commencer par prouver que 6, ~ % puis, par récurrence, montrer que 6,
admet un développement limité a l'ordre p. On utilise ensuite la formule de Stirling pour
__3lnn + ln\x\fln\/ﬂ +o ( 1 )i|

: _ 1
obtenir a,, = |z|e [E S — o

Indication 3.3.2 Soit c’est du calcul un peu bourrin soit on peut tenter une simplification en
donnant une formule sur sinu — sh v.
Indication 3.3.3

(1) Calculs bourrins...
(2) Pas de calcul ici...

Indication 3.3.4 Les limites dans I'ordre —§, —7, eX™ 1/2,1/e.
Indication 3.3.5

(1) Etudier la fonction.
(2) On a xy, ~ k puis on injecte dans la relation xz; = k 4 o(k) et on recommence.

Indication 3.3.6 On fait comme a 'exercice précédent avec z,, €jnm — 27/2, nm — 7/2].
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2. SOLUTIONS

Solution 1.1.1 La condition imposée s’écrit : g(x) = f(z + a) — f(z) — af'(z) =
On sait que 3(z1, z2) € R?, f(x1) = sup f(x), f(zo) = 1nf f( ) (cf. théoreme 3.22 page 64) et

que f'(x1) = f'(z2) = 0. Alors g(xq) < O et g(xg) =0 : le theoreme des valeurs intermédiaires
(théoreme 3.21 page 64) permet de conclure.

Solution 1.1.2 Si on pose x,, = ¢™(z), la suite z,, est arithmético- géométrique :
1—a"

sil= alorsxn—l:a"(x—l)don(:(p"()—ax—i-b

—a
(1) (p7toflof=1Idet fo(fopt)=Iddon f bljectlve et comme f est continue, f est
strictement monotone ; f o f est strictement croissante = a > 0.
(2) "2 = p? 0" = " o ? soit fo = "o f cequi donne
1—a"

a”f(x)+b11__ = fla"z +b——).

On dérive cette relation, on simpliﬁe par a # 0 et on passe a la limite n — 400 et
on arrive & la relation f'(z) = f'(:%) donc f est affine. En cherchant f sous la forme
f(x) = ax + [ on trouve finalement

f(z) =evar + ———

n

f +1
oue = =+l1. .
(3) Pour @ > 1, on considere ¢~ '(x) = —x — — = d’z +¥. On a vu que f est inversible

a
donc on étudie le probleme avec f~!. Le résultat du 2. s’applique & f~! et on trouve

f(z) = ev/aw + ——— f+1

/ —_—
Solution 1.1.3 On trouve ¢'(x) = M

Si f est affine, tout point de ]a, b[ convient.
Si f n’est pas affine, supposons f'(a) > ir[lfb}g(x) = m (si cette condition n’est pas réalisée,
z€[a,
on prend —f voir a la fin).
Soit ¢ €la, b] tel que g(c) =m :

e sic# balors ¢'(¢) =0 et on a bien f/(c) = M)

) —m o

e sic=balors ¢'(b) = or, g présentant un maximum de b qui est une extrémité

—a
de I'intervalle, on a ¢’(b) < 0 donc f'(b) < m soit f'(b) = f'(a) < m ce qui est impossible.

Supposons que f'(a) = m, on pose alors f; = —f, g1 = —g. Si & nouveau on a f{(a) =

ir[lf ]gl (x) c’est que g est constante i.e. f est affine, ce que l'on a écarté. On a donc f](a) >
1r[1f . g1(z) et on applique le résultat que I'on vient de prouver a f; et g; ce qui permet finalement

de conclure.

Solution 1.1.4 Soit p(z) = %(f(x) + f(—2)) ; q(x) = %(f(x) — f(—=x)) alors p'(x) = zp(x) et

¢'(z) = —zq(z) donc p(x) = )\6902/2’ q(z) = Me—m2/2.
1= 0 car ¢ est impaire) ot f(2) = Ae®’ /2,
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La réciproque est immédiate.

Solution 1.1.5 ¢'(z) = (f'(z)f(z) — af?(x))e?** <0: g\ et gla) =0, g(x) >0=9g=0=
F=0.

Solution 1.1.6

e Sin =2k f'(z) s"annule pour xy = —2% et donc f s’annule au plus 2 fois.
e Sin=2k+1:
— si p >0 f est croissante et f ne s’annule qu'une seule fois,

p
2k+1

1/2k
— 8l p <0 f' s’annule 2 fois, pour zo = + ( ) et donc f s’annule au plus 3

fois.

Solution 1.1.7 Géométriquement, la réponse est OUL
Soit E = {t € [a,b[ | f(t) = f(a)}. E est non vide et majoré par b. Soit ¢ = sup F.

Si ¢ = b alors on peut trouver une suite (¢,) d’éléments de E qui tend vers b. On aurait
f(tn) — f(b)
tn — b

On a donc ¢ < b.

g(x) = f(x) — f(a) ne s’annule pas sur |c, b, elle garde donc un signe constant.
f(x) = f(b)

x—b

= 0 et, a la limite, f'(b) = 0 ce qui est impossible.

Supposons que g soit positive sur |c, b[ alors, pour x €]c, b[, on aurait < 0 et
donc f'(b) < 0 ce qui est impossible.

f([L‘)—f(C) <0 et f/(C)I

On a donc 0.
Enfin, comme f est continue, f(c) = f(a).

Solution 1.1.8

(1) On applique le théoréme des accroissements finis sur les intervalles [=1, ] pour i € [1, 7]
et on trouve

1 1—1

f(=) = f(

n n

)= f(a).

On fait la somme de toutes ces relations, I’égalité demandée est alors immédiate.
(2) Si f est strictement monotone, f est bijective, supposons que f~! soit dérivable alors

1
on peut appliquer le a & f~!. On utilise alors la relation (f~!)'(f(z)) = m pour
T

conclure.

Solution 1.1.9 Soit g(x) = f(z)—x, comme [ est décroissante, z < 0 = f(z) > f(0) = g(z) >
f(0) — 2 donc lim g(z) = +oo.

x > 0 : supposons ¢g(z) minorée : g(x) > a alors f(z) > a + = mais f est décroissante et donc
il est impossible d’avoir f(0) > f(z) > a + x pour tout x.
Conclusion : ¢ s’annule une fois et une seule.
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Solution 1.1.10 Se démontre par récurrence sur n :

sin =1 c’est le théoreme de Rolle.

Supposons la propriété vraie a l'ordre n. Alordren+1:siz << ZTne1 sont les points ou
f(z;) = 0 alors Jy; €]x;, v;41] tel que f'(y;) = 0 et on applique 'hypothese de récurrence a f’.

Solution 1.1.11 On suppose que f(0) > 0. Si f’ ne s’annule pas, f’ reste positive et donc f
est strictement croissante, elle ne peut tendre vers 0 ce qui est impossible. Ceci assure donc
I'existence de x;.

On suppose avoir trouvé (zy, s, ..., T,) par récurrence.

Si f(+1) garde un signe constant sur ], +0o|, par exemple f*+(z) > 0. Soit a > x,, alors
la fonction f(™ est strictement croissante et, pour z > a, on a f™(x) > f™(a) > 0.

On peut alors écrire :

1 x
@) = @) + (o= @)+t o [ =0 0
(formule de Taylor avec reste intégral, théoreme 4.31 page 84) et donc
f2) > Fa) + (= a)f(a) + ..+ D )

en minorant f(t) par f™(a).
On aurait alors lirf f(z) = 400 ce qui est contradictoire.

En changeant au besoin le signe de f, on peut se ramener au cas précédent et conclure.

Solution 1.1.12 Par récurrence sur n :
e n = 1 immédiat. .
e On suppose la propriété vraie a l'ordre n. A l'ordre n + 1, on a (en utilisant la formule
de Leibniz—cf. théoreme 4.4 page 69—)

R @) = (@ fa(2) ") = 2 f0D (@) + (n+ 1) £ () = %'

n -1 1
De méme, on trouve [z" ! In(1 + ZL‘)]( ) — (n—1) { — 1} )
x (1+z)"

Solution 1.1.13 On vérifie que (1 + 22) f/(z) — 2 f(x) = 0 et on dérive n + 1 fois avec Leibniz.
Ce genre de technique est a connaitre car on aura l'occasion de s’en servir a d’autres moments.

Solution 1.2.1 Par l'absurde, supposons que Vz €0, 1[, | f"(z)| < 4.
1
On applique la formule de Taylor-Lagrange a f aux points 0 et 1 : on obtient f(1/2) = gf”((x)
1
donc [f(1/2)] < 1/2et f(1/2) = 1+§f”(ﬁ). Conclusion : |1 — f(1/2)] < 1/2 ce qui donne une

contradiction !
On pouvait aussi appliquer la formule de Taylor-Lagrange a la fonction g(z) = f(1 —z) — f(z).

Solution 1.2.2 On procede par récurrence sur n entier tel que la propriété demandée s’applique
a toute fonction de classe C*.
e Sin=1,onap=1et k=0, le résultat est acquis.
e Supposons maintenant la propriété vraie a ’ordre n :
a I'ordre n + 1, distinguons 2 cas :
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— p =1, c’est immédiat.
— p > 2, on applique Rolle sur chaque intervalle |z;, x;11[. La fonction g = f’ vérifie
alors la propriété a l'ordre n (en remplacant p par 2p — 1).

Cet exercice généralise le résultat de ’exercice 1.1.10

Solution 1.2.3 Par continuité : f(0) = 0 et > 0: f'(¥) = 1 —In*x — 2Inz : le TAF

1/2
implique : 30 €]0,1[ z(1 — In®z) = (1 — In*0z — 2In6z) = Inz = (Infz) (1 + ln@x) -
1

Infz+1+o0(l)= lim 6 = —.

z—0t e

Solution 1.2.4 Soit g(z) = f(x) — |f(z) + W(m —a)+ Alx —a)(x — b)] ou A est

choisi tel que g(c¢) = 0.
1
Alors g(a) = g(b) = g(c) = 0= 3d €a,b], ¢"(d) =0=> A = §f”(d) (utiliser le 1.1.10 avec
n=2).

Solution 1.2.5 Soit

r—a (x — a)?

o) = Fl) = (@) = S @) + @) + S (@) - ) - A

ol A est tel que p(b) = 0. ¢ est C® sur [a,b]. On a alors

#a) = 57— 1) = 2222w + 1) + T ) - L )t
Fa) = 217 (@) — ()] = S gy + T 0 4 A —ap
d’ott ) (7) = M(f@ () —A) or p(a) = ¢'(a) = ¢"(a) = 0 et en appliquant le théoreme

12
de Rolle plusieurs fois, on a l'existence de
e ¢ €la, b tel que ¢'(¢1) =0,
e ¢y €la, ] tel que ¢"(cy) =0,
e ¢ €la, ey tel que ¢ (¢) = 0.
On a donc A = f®(c).
Remarque : si on applique le résultat précédent a une primitive de f aux points xp = a + kh

alors

ouh =
n

/xk+1 f(t)dt h[f(x )+ f (i) i [ (wrr1) = /()] + L F4(ex)
=3 k k+1)] — 75 k+1) — k %
. 2 12 720

soit, en faisant la somme pour k variant de 0 a n — 1

b n—l 2 4
[ =13 s = 510 - @)= IO - Pl + 2700 - )] o ()

en reconnaissant une somme de Riemann. Ce résultat est a rapprocher de celui de ’exercice
3.2.3.
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Solution 1.2.6
2x(2x + 1)

(1) fi(x) = — (22 + 1)2

R, Dy =R\ {—1} (ce qui signifie que les demi-tangentes & droite et a gauche du point
de discontinuité sont les mémes).
(2) Par récurrence : la propriété est vraie pour n = 2 ;

donc f’ peut se prolonger par continuité a R. On a donc Dy =

—2nza,(x) + (1 + 2?)a, ()
(14 22)nt1

f (@) =

d’olt : any1 = —2nxa,(z) + (1 + 2?)al,(z) : dega,y = n+ 1 (avec les termes de plus
haut degré).
(3) Par récurrence, on utilise le théoreme de Rolle et le fait que lirf fO(x)=0:

on vérifie que ay a deux racines (0 et —1/2). Supposons que a, ait n racines que 'on
ordonne r; < 3 < ... < x,. Grace au théoreme de Rolle généralisé (cf. corollaire
4.6 page 70 et la question (i) page 70) on sait qu'il existe y; < x1, Ynt1 > T, tels que
f™(y) =0 et f™(y,41) = 0. On utilise ensuite le théoreme de Rolle entre x;_; et ;,
i € [2,n] pour trouver y; tel que f™(y;) = 0. Comme les zéros de f™ sont des racines
de a,y1, alors on a prouvé que a,y; a bien n + 1 racines distinctes, ce qui acheve la
récurrence.

1
h
Solution 1.2.7 Un calcul simple nous donne : / R
o h?+ x?
h

h? + 22

dr = g — Arctan h, il suffit de

montrer que /0 (f(x) — f(0))dz — 0.

Ve >0, Ja, |f(x) - J(O)] < = ' | st - 1) as

<5/a h d <57T
< 5 S Ur &7
o h?+42? 2

et, en posant M = sup |f(x)|,
z€[0,1]

/ " (f(@) — F(0))da

h? + 22

1
< 2M/ L dz = 2M | Arctan E — Arctan h
o h?+ 22 !

h
On choisit h assez grand pour que 2M (Arctan — — Arctan h) < 5% ce qui permet de conclure.
Q@

Solution 1.2.8
1 1
(1) Onpose a =1— —, =1+ —— (a et 3 sont les racines de 'équation 2z = 1/2 + 2?).

V2 V2

Par des récurrences tres simples, on a :
o siu €[00, (u,) o,
e siuy €la, [, (un) \, @,
e si uy = f3, u, = 3 pour tout n
e et enfin, si uy > 3 alors (u,) /" +0o0.
(On a fait la discussion sur u; qui est positif ce qui réduit les cas.)

(2) On remarque que (usg,) et (ug,+1) sont adjacentes et qu’elles convergent vers 1. En effet,
si f(x) = V2 —x alors g = f o f est croissante donc les suites (ug,) et (ug,y1) sont
monotones.

On peut supposer que ug < u; (l'autre cas se traitant de maniere tout a fait semblable)
alors uy < v/2 — ug donc ug < 1 < wuy et, par une récurrence immédiate, ug, < 1 < Ugyy1.
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(ugn) est croissante, (ug,41) est décroissante.
En multipliant par les expressions conjuguées, on arrive a

U1 — Uy = n T Un—1
Up+1 + Up
et, si g1 > 1 alors ug < w, <1 donc w41 +u, > 1+ ug (et si ug =0, on part de uy).
On a alors |u,1 — u,| < % donc les suites sont bien adjacentes.
0

(3) et (4) on a affaire a des suites homographiques...

Solution 1.2.9 Supposons (par exemple) 1 > uy > vy alors u; < u2, v; < u2 et par récurrence,
U, <ud’, v, <u" donc la limite est nulle.

Solution 1.2.10

1) Sia >0, (u,) croissante et si [ = lim wu, < 400 alors {2 = 0 ce qui est impossible.
+

On a alors vy pr1 — Upyp = In(1+1/up4p) et comme la suite (u,) est croissante,

on+p+1

0 < Un4p+1 — Un4p < W ln(l + 1/Un)

En additionnant ces inégalités, pour p € [0, k], on obtient

1) 1 1Y 1
Ogvn+k+1_vn<1n<1+u_)zmgln(l—i_u_n)2_71'

(O —

La suite (v,) est donc croissante et majorée, elle converge vers « et, en passant a la
limite dans 1’égalité ci-dessus, on a :

1)\ 1
O<a—v, <In(1+—)—.
Uy ) 27
On multiplie cette derniere inégalité par 2" et, en prenant I'’exponentielle qui est une
fonction croissante, on a
n
U, < e *<u,+ 1.
Premiere conclusion : u, ~ e>"°.
Deuxieme conclusion : si on pose 3, = e

elle vérifie la relation de récurrence
Bus1 = =B + B + (28, — )™

n . . 1
et donc |23, — 1| < |Bat1 + B2 — Bule ™" — 0 ce qui permet de dire que 3, — 3

(2) a < —1 alors uy; > 0.
(3) Par récurrence : w, €] — 1,0] et comme (u,) est croissante, on a lim wu, = 0. Puis

2" _ 4, alors la suite (3,) est bornée, de plus,

n—-+00
1 1 1 . . -
- = = lim (w, —wp41) =1ie. w, ~ —n (en utilisant la convergence
Upt1  Un 1+ u, n——+00
) 1
de Césaro) et donc u,, ~ ——.
n

Solution 1.2.11 Sur CASIO FX-850P, on obtient ug = —333333, ug = —3, 3333333.10%, us; =
+00o (Perreur est en effet due aux arrondis...). Qu’en pense MAPLE 7
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Solution 1.2.12 On trouve u;99 = 100,00025, puis w1990 = 101,810744 i.e. la suite semble
converger mais si on calcule ujgogp on obtient 5,8987.10%% ce qui anéanti nos espoirs de voir
converger cette suite. Un étude théorique permet de comprendre ce phénomene : si on pose

101 99 101 99 1
A =1,01 on trouve u,, = (| — — —— | r} + (——I——)T"—i—lOOoﬁr = (1+VA) et
To = 5(1 — \/K)
Comme le coefficient de r] est faible, il n’intervient pas beaucoup dans le calcul des premiers
termes mais c’est lui qui détermine le comportement asymptotique.

Solution 1.2.13

(1) Ona (n+1)(upt1 —vpy1) = n(uy —vy) €t Upi1 + Vi1 = up+0v, donc lim (u, —v,) =0

n—-+o0o
. . . a+b
ce qui donne lim u, = lim v, = .
n—-4oo n—-+oo 2
) Q@ Q@ a e
(2) On aura : a = bcosa et par récurrence : u, = bcos —.coS — . ..COS cos® —, v, =
. 9 %] on—1 “°% o
Un s o _ bsina . a  bsina
————dou: lim w,= lim v, = (en effet v, sin — = ).
cos(a/2m) n—-+00 n—-+00 a 2n 2n

(3) On remarque que u,, est du signe de uy, pour n > 2, on suppose que u; > 0 et on pose

v, = Inu,, on a alors v,12 = v,11 + 2v, + Ink d'ott v, = a(—1)" + 2" — alnk ie.

1 n n
Up = —=e*D"eP2" pour n > 1.

Vi

Solution 1.3.1

(1) ¢"(x) = f"(z) + M = 0 donc g est convexe. En exploitant 'inégalité de convexité, pour
t €[0,1], g(ta+ (1 = 1)b) <tg(a) + (1 = t)g(b) = 0, on a ¥ € [a,b], f(x) < P(x).
On fait de méme avec h d'on —P(x) < f(x) < P(x).

(2) g(zo) = 0soit z €]a, zo| alors, comme z( €]z, b], il existe t €0, 1] tel que zg = tz+(1—t)b
donc g(z9) < tg(xz) + (1 —t)g(b) d’ou g(z) > 0.
Or g(x) <0 donc: g=0.
On procede de méme si & €]z, b[.

(3) ¢'(a) = 0 et ¢ est croissante donc Vz € [a,b], ¢'(x) = 0 soit g(x) = 0 et comme g(z) <0,
g=01ie. f(z)=P(x).

xT; Tp .
Solution 1.3.2 On pose a; = — (v, = —) alors on sait que
Lit1 21

n 1/n n
1
<£[106i> < E;%

(inégalité de la moyenne—cf. question (ii7) page 73—) avec égalité ssi oy = a; d'ott

n 1/n .
<Haz> :1<_(ﬂ+...+ﬁ>
pal n \rs T

et on a égalité ssi x1 =29 = -+ = x,,.
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Solution 1.3.3 Evidente géométriquement, la premiere inégalité se démontre en posant t =
as+ (1 —a)u.
t) = — ot
tﬁxé,six<tMgﬁ:>(1)etsix>t,5<M
-

r—1
évident). Dans (1), on remplace = par f(u) et on intégre de 0 a 1.

Remarque : on peut obtenir directement cette inégalité en utilisant les sommes de Riemann.

= (1) (pour z =t (1) est

Solution 1.3.4

(1) On écrit que 1 = 1"%" puis on utilise I'inégalité AB < %Ap + éBq avec A = (1+&)m/n,
B=1mm/n - T
m n—m
(2) Si A= (1+2)™ alors a = m(AY™—1) et I'égalité du (1) donne AY" <1+ T(Al/m -1)
c.q.f.d. "
(3) AVr — 1< %(Al/m — 1) & n(AY" — 1) < m(AY™ - 1),

Solution 1.3.5 On retranche la 2™¢ colonne & la 3%™¢ puis la 1 & la 2™ et on développe le
déterminant par rapport a la premiere ligne d’ou 1’équivalence :

y— Z—y S f(z) = fy) - fly) — f(z) comvoxe
flo) -~ f@) S - fw)| 70T Ty Ty T e

Solution 1.3.6
(1) f" /" donc (x1 —y1)(f'(21) — f'(22)) = 0 : la propriété est vraie pour k = 2.
Alordre k41 : (25 —yx) > —(x1 — 1) — - - — (@31 — Yp_1) donc
(x1 = y)(f'(21) = f'(zrsr)) + -+ (@ = y) (F (20) = f'(2041))
> (21— y)(f'(2) = f1(2) + - 4 (@1 = ve-1) (F (1) = f'(2)) 2 0

(ol on a appliqué 'hypothese de récurrence et I'inégalité f'(zx) > f'(zk41))-

(2) On aura donc : (x1 —y1)f'(z1) + -+ (xn — Yn) [ (2n) = 0 et & 'aide du théoreme des
accroissements finis :

f@) + 4 flzn) = (fy) + -+ fya) = (o0 —y0) f/(z1) + - 4 (20— Ya) [1(20) 20
otz = y; (f' /).

Solution 1.3.7

(1) On utilise le théoreme des accroissements finis, ce qui assure l'existence de w, I'unicité
étant obtenue par la croissance stricte de f’.
(2) On remarque tout d’abord que ¢, ,(u) = @u,(v).

e Si puu(z) = 0 pour z €]u,v], alors le théoreme de Rolle appliqué aux intervalles
Ju, z[ et ]z, v[ nous assure I'existence de w; et wy distincts tels que ¢, ,(w;) = 0.
Comme g, (r) = f/() - L=
» ’ v—u

¢u» ne s’annule pas et comme elle est continue, elle garde un signe constant.

on obtient une contradiction avec la propriété
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e On raisonne ensuite par 'absurde. Quitte a changer tous les signes, on peut prendre
©Yup < 0. Supposons qu'il existe v' €Ju, v| tel que p, .+ > 0,
Soit vy €Ju, V'], alors f(v1) = Ly (v1) > Ly (v1) et Ly, (u) = Ly (uw) donc,
comme les fonctions L sont affines, Va > w, Ly, () > Ly (z). Dot Ly, (V') >
Ly, (V) = f(u).
De méme, on aura Vo > u, Ly, (€) < Ly,(x) et donc Ly, (v) < Ly,(v) = f(v) (un
petit dessin permet de comprendre un peu mieux).
Sur [/, v], @y (V) <0 et @y, (v) >0 done Jva|py .y (v2) = 0 1. Ly, (v2) = f(v2).
On a donc Ly, = Ly, ce qui donne ¢y, = Quu, €t Qup,(v1) = 0 ol v1 €]u, va] ce
qui est en contradiction avec le fait que ¢, ., # 0.

e Montrons enfin que, si pour (a,3) €]a,b[*, @ < B, pap < 0 alors V(u,v) €la,b[?,
Gup <0
grace a ce qu’on a fait ci-dessus, on sait que V3’ €]a, B[, ¢a,p < 0, on démontrerait
de méme que ¢o 5 < 0 pour @ €]a,[[. Donc, on arrive au résultat suivant :
V(u,v) € [, B2, Puw < 0.

e Dans le cas ou u < « on remarque que le signe de ¢, 3 est le méme que celui de
©a,3, on peut alors étendre la propriété annoncée.

e Pour conclure, on a Yw €lu,v[, f(w) < L,,(w) et, en posant w = tu + (1 — t)v,
t €]0,1[ on obtient f(tu+ (1 —t)v) < tf(u)+ (1 —t)f(v).

Solution 1.3.8
(1) f étant convexe sur Ry, pour tout (z,y) € R, tels que 0 <z <y on a

z Y

o est croissante, elle admet une limite dans R, il en est de méme pour

f(z)
A . . . . x .
(2) De méme, la fonction ¢, est croissante de limite [ en 400, on a donc

Vy € Ry \{z}, ¢y(2) <1
on peut déduire de ceci que

\V/(IL',y) €R+>$<yaf(y)_ly<f($)_lff,

la fonction ¢(x) = f(z) — Iz est décroissante, elle admet une limite dans R.

Solution 2.1.1

(1) On pose M = sup f(z) et on suppose M > 0. On a évidemment u,(f) < M.
z€]0,1]

Soit & > 0 fixé, on sait que I(c, d) € [0,1]?, ¢ < d tels que : Vx € [¢,d], f(x) > M—% =
un(f) = <M— %) (d—c)¥/™ or lirf (M— %) (d—c)'/m = M—%. Donc 3N, Vn > N :
(M—%) =)/ > M —c= lim u.(f) =M.

n—-+o00
1
= lim wu, = inf f(x).
up(g) n——o0o (f) xE[O,l]f( )

1
(2) On pose g = ? et on remarque que u_,(f) =

Solution 2.1.2 Soit P, <% f, on sait que /1 P,(t)f(t)dt =0= /1 () dt = /1 F)(f(t)—
0 0 0

1 1
Pu(t)) dt dion / P2ty dt < |f].If = Pyl pour tout n donc / P dt=0= f =0
0 0
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Solution 2.1.3 Soit g(x / |/ ()| dt alors / lf@)f ()] dt < / g(t)g'(t) dt et comme
0
/ g (t) dt / f2(t)dt il suffit de le montrer pour g car g(x) = / I/ ()]dt >
0
(0| =110 :

So(0)? = / “ogwa=1([wa) <2 [row

en appliquant Cauchy-Schwarz aux fonctions 1 et ¢'.
Pour qu'il y ait égalité, il faut et il suffit que toutes les inégalités soient des égalités i.e. ¢'(t) =
A>0<g(x) =A< f(x) =px (1 eR).

Sollution 2.14 .
/ nzdr = —— 1 ; montrons que lim w, = f(1) ot u, = / na” f(z) dz.
0 n+1 0

n—-+o00

1
Zlf(l) = / nz"(f(z) — f(1))dx comme f est continue en 1, pour ¢
n 0

donné, on pourra trouver o > 0 tel que

Posons v,, = u, —

<

el =1/~ fOl <5+ | [ na"(f@) = 1(1))de] <

DO ™

< 2M (1 — a)™™, on choisit n

/0 e (f(e) — (1) da

n
oM (1 —a)ytt < £
pour que — 11( a)

On a bien lim na" f(z)de = f(1).

n—-+00 0

f est bornée par M et donc
n+1

Solution 2.1.5 On raisonne par I'absurde (donc f n’est pas la fonction nulle).

Solent a; < az < ... < a, les éléments de ]a,b] pour lesquels f présente un changement de
signe avec p < n car, grace au théoreme des valeurs intermédiaires, si f change de signe en aj,
f s’annule en a;.

On remarque que p > 1, sinon f garderait un signe constant et l'on ne pourrait avoir

/f ) dt = 0.

(x —a1)(x —az)(...)(x — ap) f(x) garde donc un signe constant. Or

(x —a)(x—a)(...)(x —ap) = ap+ oz + -+ apa?

donc / (x —ar)(x —az)(...)(x —ap) f(z)dx = 0.

g(z) = (x —a1)(z — az)(...)(x — a,)f(z) est une fonction continue, de signe constant dont
I'intégrale sur [a, b] est nulle. Le théoreme 4.19 page 78 nous dit alors que g(z) = 0 ce qui est
contradictoire.

Conclusion : p >n + 1.
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Solution 2.1.6 Grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz (proposition 4.2.7 page 78), on a

> ([ o) =

Cette minoration n’est atteinte que lorsque f et 1/f sont proportionnelles, i.e. lorsque f est
constante (cf. remarque 4.1.2 page 197).

2

I(f) n’est pas majorée, prendre f(t) = e alors I(f) = —
a

—(cha —1).

1
Solution 2.1.7 On définit ¢y par py(z) = f(z) si z > oNTT et pn(z) = 0 ailleurs, alors

N 11 — 2—2(N+1)

1 ! ! 2
_ — — —n o—(n+l) _ = i
| f gpN||—2N+1. Or/0 on(z)dr = E 27".2 =53 1-1/4 ﬁ/o f(x)dx—g.

n=0

Solution 2.1. 8

(1) u
2) v, =

g /1 dx T
m U, = = —
+ (p/n)? " n—too o 1+a22 4

n B TG
i(%) = lim v, = L

n—-+00 a+1

1
n

d
(3) lim w, = A
n—-+oo v1— {[2 2

Solution 2.1.9 In[f(1/n)--- f(1 — 1/n)]"/" est une somme de Riemann qui a pour limite :
1

/ In f(t) dt
0

Solution 2.1.10

(1) Si(x,) était convergente, comme N (0,1/3,n) ~ g la limite de (z,,) serait nécessairement

dans [0, 1/3], ceci est contradictoire avec le fait que N(2/3,1,n) ~ D car il n'y aurait

qu’'un nombre fini de termes de la suite (z,) dans U'intervalle [2/3, 1].
(2) 1l est évident que la suite (z,,) est dense dans [0, 1] car, pour tout couple («, ), a < 3
il existe une infinité de termes de la suite (z,,) compris entre a et [3.
(3) Montrons que (i) = (7) :
e si [ est constante, c’est évident.
Supposons f en escalier : soient 0 = ap < o < ... < o, = 1 les points de
discontinuité de f, on peut écrire :

p—1 aHl p—1
/f dZL'—Z/ ZOé]Jrl—OéJ
7=0
_Zf ;) ZN Qj, Qrjya, )fj"‘_ Z flay).

]|95j6{0¢0 ----- ap}

Si on note N(z,n) le nombre de i < n tels que x; = z alors N(0,1,n) = N(0,z,n)+
N(z,1,n) + N(z,n). On divise par n et on prend la limite quand n — +o00. On
obtient N(z,n) = o(n). (on a supposé ici que x €]0, 1| mais il n’est pas tres difficile
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de traiter les cas x =0 ou x = 1).
1
On a donc — > f(aj) =0 don

T jlzje{ao,....ap}

[y

N R <
LI Z fle) = 2 g = )] / £)
Si f est continue par morceaux alors Ve > 0, il existe ¢ une fonction en escalier telle

que ||f — ¢|| < /3 (c’est une version du théoreme 4.13 page 75, revue a la lueur du
théoreme 5.61 page 255). On a alors

f dt——Zf:cz /|f ()] dt +

@
<.
Il
o

JRECEEE I
+o 3l — ()l

Les quantités aux extrémes sont majorées chacune par £/3, indépendamment de n ;
on choisit alors n suffisamment grand pour que I'expression du milieu soit elle aussi
majorée par /3 c.q.f.d.
Il reste a démontrer que (i7) = (¢) : il suffit pour cela de prendre f = 1j, g et de lui
appliquer la propriété.
Remarque : pour plus de détails sur les suites équiréparties, voir le probleme des Mines Math
1 1999.

72 2 3
Solution 2.1.11 Pour z > 0,on a 1+ ? chx <1+ % + % shz (conséquence de la formule

de Taylor).

n 1
Si ’on pose s,, = ch — n alors
P (zgl Vk+ n)

on a majoré x par —).
( ] p \/ﬁ)
} n 1 n2 .
Si on pose v, = 5 Y et [ alors s,, — v, tend vers 0, et comme v,, tend vers - (il suffit

pour cela de se ramener a une somme de Riemann), s, a la méme limite.

Solution 2.1.12
1
(1) On sait que, pour > 0, 0 < In (1+x)<xd’oﬁ0<[n</ t"dt =
0
On a donc lim I, =0.

n—-4o0o

1
n+1

1 ('In(1 !
(2) En posant u = t" on arrive a I, = —/ Mul/” du. Soit J = / f(u)du ou
nJo w 0
In(1
Flu) = M On a
|nIn _ J‘ — 1/n _ 1) du| < sup |f ‘/ 1/n _ SUDye(0,1] |f(u)|
u€l0,1] n—+1




CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL (R) 13

Il reste a calculer mz%mtenant J

/L[/ . 7 ~ /7 \ / .
la série Z( 1)k T converge uniformément sur [0, 1] grace au théoreme des séries

alternees on a donc

1 +0° +oo k—1 o1 +oo k—1
k 1“ (—1) / k—1 (—1)
- du = -~
7= 3 I ey LR SE
k=1 k=1 k=1
T ] 2
Comme — = — on arrive a
= k2 6
—+oc0o —+o0 2
1 1 T
J = — =2 = —
k? Z (2n) 12
k=1 k=1

Solution 2.1.13
On reconnait des sommes de Riemann.

1 . :
2 4
(1) lim xn:/ emrdr =L -2 2
0

n—-too T 7w w

1 Sl :
d 1-

(2) lim yn:/ N (L S
n—-+oo o (14 ix)? 14z, 2

Solution 2.1.14
n—1 1
(1) up(x) = > ouep=e

PX) "= Ple)

2ikm/n

en utilisant la formule

k=0 L — €k Q(X) i Q'(er)(X —e)
(2) Posons Sy(z) = zl% Lo ™ 6 et de Ri
osons S, — =27 : Sp(x) est une somme de Riemann,
0 N T — e " —1
g4 0 stz <1
lim S,(z) = — =< 92 ; puis :
n—-+00 (z) /0 x — et T lz| > 1 P
x

/27r x — cost 4 — 1 /27T dt N /2” dt B 02 si|z] <1
o 22—2wcost+1 2\ J, z—eit J, x—eit) T lz| > 1
x

T
et pour |z| =1 on trouve —.
x

Solution 3.1.1
(1) On intégre par parties :

— COS nt}

/abf(t)sinntdt: lf()

/ f'(t)sinnt dt .
7Bn

—0
1 /v
|B,| < —/ |f'(t)| dt — 0 quand n — +oo.
n a

b
Conclusion : lim / f(t)sinntdt = 0.

N
n+ooa
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/2 _— Com 1 w/2 T
2) I, — I, = / sin@ntla—sin@n-b)z g, _ 2/ cos2nxdz = 0 donc [, = [y = —.
0 0

sinx 2

w/2 1 1
Orl,—-G,= / f(x)sin(2n + 1)z dx — 0 on f(x) = —— — —. f est de classe C!
0 sinx  x
sur R*, étudions ce qui se passe en 0 :
r—sinr x
= - = — —l—
/(@) rsinz 6 o)
.2 2
sin“z —x“cosxr 1
fl(x) = — =~ +o(1)
x?sin” x 6

en faisant des développements limités.

On prolonge f par continuité en 0 et, comme f’ admet une limite en 0, on sait que
f est de classe C! sur R (on utilise le théoréme du prolongement dérivable—théoreme
4.10 page 72—). On applique finalement le résultat de la premiere question et donc

Solution 3.1.2 Montrons d’abord le résultat suivant :
si F' et G sont deux applications de R dans C qui vérifient

Y(a,b) € R? [F(a) — F(b)].[G(a) — G(b)] =0

alors I'une d’elle est constante.

Supposons que F' ne soit pas constante, il existe alors (a,b) € R? tel que F(a) # F(b) et
donc G(a) = G(b).

Soit maintenant ¢ € R, si F(a) # F(c) alors G(a) = G(¢), si F(a) = F(c) alors F'(b) # F(c)
et donc G(b) = G(c) et G(c) = G(a) i.e. G est bien constante.

T

On applique alors ce résultat a F(x) = / f(t)dt et a G(x) = / g(t) dt, la conclusion est
0 0
alors immédiate.

k+1
Solution 3.1.3 soit a = 3 ([t — E(t) — 1/2)*dt, on intégre deux fois par parties, on
k
trouve
k+1

o= gL+ ) = P = L+ D+ SR+ [ o
ce qui donne
> = 57 = F1O) = X £+ 5Us)+ FO)+ [ )t

k=0

() = FO)] + S1£0) + F0)]|

et donc |u,, = 5

1
8

on obtient

On applique ensuite la formule précédente a la fonction f(t) = i1

1[ o }+1 +1
Up—1 = = |0 — = — .
1 8 noc-l—l 2 no

/1n alard {t —E(t) - %rdt et I(a) = lim I,(a).

1
On pose [n(@) = 5 ta+2 n—-+00



CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL (R) 15

On arrive alors aux expressions :

n

1 " dt

n—1 — T e ]ﬁ
tnt oA T (@)
k=1
et
+oo
1 1 o 1
Sla)=) — = —+--1
(@) — n” a—1+8 2 (@)
11 1 1 [ 1
Comme 0 < |t — E(t) — =| < - on peut écrire 0 < I(a) < —/ Mdt < 2 Qo
2 4 8/, fot2 8
I’encadrement recherché :
1 1 1 1
— < 5’ < _ _
i B GO Tl Rl

Solution 3.1.4

L dt Toodt
(1)Onposet:nxd’oi1]n:—/ 7:/7:l.

nJy 1+ cos?t o L4cos?2t 2
[a, b

(2) Soit G(z) = / g(t)dt, G est de classe C! sur [a,b] donc on peut appliquer le théoréme

b
des accroissements finis & G' donc il existe ¢ €|a, b tel que G(b) — G(a) = / g(t)dt =
(b—a)G'(c) = (b—a)g(c).

ol f(EE)

(3) De méme, on pose t = nx et on trouve : Z J.

0 du.

1+ cos?u
On utilise la formule de la moyenne, chaque 1ntegrale de la somme s’écrit donc

T du 7 kr (k+ )7
$on) [ T g = gt on) v € 5 S

On reconnait pour .J,, une somme de Riemann : .J, =

%/Oﬂf(x)dx

Solution 3.1.5
A
(1) G :[0,A] — [a,b], on pose y; = i— et x; = G(y;).
n

—\/_ i f(zx) donc nl_l}I_}I_loo In =

n—1 n—1
AS, = Z(yiJrl —vi)g(z;) = Z(yiJrl —¥i)g° G(y;)
i=0 =0

A
somme de Riemann et donc lim AS, = / g(G(t))dt d'ou, en posant z = G(t) :
0

n—-+o00

b
lim ASn:/ g(x)f(z)dz.

n—-4o0o

21 21
(2) Application : G(y) = Arccos(1 —y), y; = —Z, x; = Arccos (1 — —Z).
n n

— .\ 2 1 -
212\/ (1—%> —>/ 1—(1—2t)2dt:1/ sinzxdx:z.
N i= n 0 2 0 4
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Solution 3.1.6 [n+2 — [n =0= [2n =0 et [2n+1 =27 3 JnJrl — Jn = [2n+1 = Jn = 2mn.

Solution 3.1.7

n
it o e\ /2] (k) A ‘ 1 [n/2]
cos™t = (*T) A S (Z) cos(n — 2K).
k=0 k=0
) T T T T
Puis : / cos ht cospt dt = —dp, = / cos"tcosntdt = —.
0 2 0 2"
Sip>nlI(n,p)=0;p<n:sin—p=2k I(n,p) = 2%(2), autrement [(n,p) = 0.

Solution 3.1.8 f est un homéomorphisme de [0, a] sur [0, f(a)] (i.e. f est bijective, f et f~!
sont continues). F' est dérivable et

F'(z) = f(z) + f(f(2)) = [f(z) + 2f ()] = 0

ie. / f(t)dt+ ! ) du = xf(z). As
Jo

J/

=A =Az

Ay

O A

Soit I’aire du rectangle OABC est la somme des aires A; et A,.

Solution 3.1.9 On dérive, on fait la somme et la différence :

1) - @) = =2 o) + fa) + a7 ( : b)]

6 2
b—a

£0)+ fla) =

70 - F@]+ 3 10+ 1@ +ar (5]

D'ou h(z) = gh’(x) + h(0) et g(z) = %[g’(m) + 2¢'(0)] soit, en résolvant les équations
et

différentielles obtenues, h(z) = Cz? + h(0)
de degré 3.
Réciproque : comme on veut prouver 1’égalité de deux formes linéaires, il suffit de prouver leur
égalité sur une base. On prend alors la base (1,2 — a, (z — a)?, (x — a)3) et les calculs sont
immédiats.

Remarque : on reconnait 1’expression rencontrée dans la méthode de Simpson.

g(zr) = C'z3 + ¢’(0)z. f est un donc polyndome
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a—I—b]‘

([ fluydu) <(t—a) [ f(u)?du<(t—a) (a+b)/2f’2(U)du
([rema) <o-o [ /

(a+b)/2 (a+b)/2 (b . &)2
avec Cauchy-Schwarz. On a donc / fAt)dt < / f?(u) dux T

Solution 3.1.10 Sur [a,

b

On fait de méme avec / f3(t) dt pour trouver
(a+b)/2

b _a)? [t
/af2(t)dt< G 3 ) /af’2(t)dt.

Solution 3.1.11

(1) Pour z € [0,% on a cos2x < cost < cosz d’olt

2x
t
costang/ cots dt = cosx1n 2,

la limite est égale a In2. De méme si z € [—7,0].
sinx sint sin2z
(2) Siz €]0, 7| alors < < d’on
x i 2z
sinx . b b sin t sin2x . b
In— < dt < In —.
x a S 1P 2x a

b
La limite vaut donc In —. On fait de méme pour x < 0.
a

Solution 3.1.12 On remarque tout d’abord que E n’est pas vide (E contient les fonctions

b
constantes). Si f € E on écrit : f(x) / f'(t)dt donc |f(z)] = |f(b)| — ’/ f(¢) de|.

On applique alors I'inégalité de Cauchy—Schwarz au couple (1, f) dans la derniere intégrale,

ce qul nous donne
1/2 1/2
<|o-of 0 a <o-o | NE0 ]

1 b 1/2
En utilisant 'hypothese |f(b)| > {X () dt} on obtient :

Vxe[a,b],|f(x)>(ﬁ— b—x> (/ £2(t) dt>

Comme on peut trouver ¢ dans |a, b] tel que

"(t) dt

— /b —c>——. on arrive enfin &
2\5

Vf e ENx € [e,b],|f(x) 7(/ A dt)l/z.

1
VA
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Solution 3.1.13 On remarque que f(0) = 0. Supposons pour la suite que f n’est pas identi-
quement nulle. Si f(a) # 0, on prend I le plus grand intervalle de R, contenant a sur lequel f
ne s’annule pas. Comme f est continue, f conserve le signe de f(a) sur I. On appelle b la borne
inférieure de I, comme f est continue, f(b) = 0 (sinon b ne serait pas la borne inférieure).

Posons F(x) = / f(t) dt alors on sait que F'?(x) = 2F () donc F est strictement positive sur

0
I et F’ garde un signe constant sur I. On a donc

F'(x
Vo el, (z) =2
F(x)
1
et par intégration \/F(z) = ev/2(z — \) soit F(z) = 5(1‘ —\)?, d’ou, en dérivant, f(z) =z — A
sur I. On a bien stur A = b.
Soit ¢ la borne supérieure de [ alors ¢ = +o00 (par 'absurde en utilisant la relation trouvée).
Sur [0,b] on a nécessairement f qui est nulle (sinon, le raisonnement ci-dessus s’applique et on
aurait pas f(b) = 0).
Conclusion : toutes les solutions non identiquement nulles sont données par

f(x):{o siz € (0,0

zr—b six>=b

(la réciproque étant évidente).

Solution 3.1.14 On pose ¢ (x) = ¢(x) — f(z) alors, en développant cos(x + y), on peut écrire
(x) = acosz + fsinz donc les solutions cherchées s’écriront

o(x) = f(z) + acosz + fsinx.

Réciproquement, si ¢(x) = avcosz + (sin z, en reportant dans 1’égalité, on obtient les condi-
tions :

(i) a (1 - g)\) — M,
(id) 8 (1 + gA) — \J

oilonaposéI:/ cosyf(y)dy et J:/ siny f(y) dy.
0 0

D’otu les différents cas :
e si \¢ {—2/m, 2/7}, on obtient une seule solution,

2 |I#0 ,onn’apas de solution,

e si\=—, ] o .
m | I =0 ,on aune infinité de solutions

i . ) T

e On raisonne de méme si A = —5

1
Solution 3.1.15 Introduisons sur E = C([0, 1], R) le produit scalaire (f|g) = / f(t)g(t)de, le
0

probléeme est donc de trouver 'orthogonal de H = {h” h € F}.
Cherchons dans un premier temps les fonctions de H+ de classe C? :

1
on fait deux intégrations par parties, on arrive a / f"(t)h(t)dt = 0. En prenant h, =
0

t2(1 —1t)2P,(t), ot P, est une suite de polynéme qui converge uniformément vers f”, alors, par
passage a la limite, on obtient la condition f” = 0.

Conclusion : I’ensemble des fonctions de H+ de classe C? se réduit a 'ensemble A des fonctions
affines, i.e. A C H+.
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Etendons maintenant ce résultat.
Soit f € H™, on sait que l'on peut projeter orthogonalement f sur A. Soit g = p(f), on a
f =g+ ¢ ou p est une application continue.
En prenant comme base orthonormale la base (1, (2t — 1)v/3) alors, grace a la formule de la
proposition 4.2.2 page 200, on a

g(x):S(Qx—l)/(t—l dt+/f

Par la formule de Taylor, reste intégral, on sait que la primitive seconde de f — g = ¢ qui

s’annule en 0 et dont la dérivée s’annule en 0 est donnée par h(x) = / (x —=t)(f(t) — g(t)) dt.
0
On va prouver que h € F soit que h(1) = h'(1) =0. On a

/0 (1= )(F(t) — g(t)) dt = h(1)

:/01(1—t) lf(t)—/1f(u)du—3(2t—1)/01(2u—1)f(u)du} at

:%/0}@)@—/ £ dt -3 /(11—t)(2t—1)‘df/01(2u—1)f(u)du

G

—1/6
=0

1 1
et (1) = / (f(t) —g(t))dt =0 car / (2t —1)dt = 0.

0 0
On a alors " € H N H* donc h” = 0 soit f = ¢ et on retrouve le premier cas.

1
On pouvait aussi conclure directement par le calcul : vu que g est affine, on a / g(t)(f(t)—
0

g(t))dt = 0.
Enfin f € H et f — g € H donc

/0 f@O(f(t)—g(t)dt =0et /o (f(t) —gt)*dt =0ie. f=gcqfd.

Solution 3.1.16
1

1
(1) IHJP —Ilnu, = / In(l1+2)der =2In2 — 1 (somme de Riemann) = lirJqu Uy, = +00.
n——+oo M n—-+0oo

(2) On utilise le résultat du n " 3.2.3 avec f(z) =In(l+z),a=0,b=1.

Solution 3.1.17 F(x / f(t)dt est de classe C® sur R donc g est de classe C? sur R*.

Etude en 0 :
en écrivant la relation de Taylor reste d’Young (cf. théoreme 4.38 page 86), on a

F(x) = 2f(0) + 5£/(0) + f"(0) + ofa?)

done g(z) = J(0) + ZJ'(0) + = £(0) + o(a?).

On vérifie alors immédiatement que g est dérivable en 0.
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F 1
Ensuite ¢'(z) = Ja) (j) = 5]“(0) + %f”(()) + o(x) donc ¢’ est est continue en 0 et g est
T x
de classe C! puis
f'@)  f=)  Fz)
" — _ 2 2 " O 1
g'(z) =~ 7t =3/ (0)+o(l)
donc g est de classe C? sur R.
2 2
On ne peut rien dire de mieux, en effet, avec f"(z) = zIn|z|, f'(x) = %lnm - %,
Fa) = Zmlel = 22 p(@) = D]~ 2 on trouve ¢(x) = el + 25 aui ne peut
z) = 2] = o=, =—1In g on trouve g 7 0|2l + 75 qui ne peu

étre prolongée par continuité en 0
Remarque : si f est de classe C*™ alors on peut prouver que g est aussi de classe C* en

utilisant la formule
/ f(ux)

(obtenue par le changement de variable t = ux) et en utilisant le corollaire 6.27 page 268 de
dérivation sous le signe intégral.

2
Solution 3.2.1 Avec Taylor-Lagrange f(x+y) = f(:c)—i—yf’(x)—i—%f”(z) et on écrit : f(z+y) >
0, f"(2) < M d'on
2

F@) +uf @) + L0 > @) 4y + L) = f ) >0

Solution 3.2.2

flz+h) = f(z) + hf'(z) + h;f”(x 4 0,h) 2% (@) = f@+h) = fle=h)+
2 =\ @ =0:h) = f(a+0:h)]
[z —h) = f(z) = hf'(z) + 3]”’(90 — Osh) :> 2h| f'(z)| < 2My + h2M;
douVh >0 : M; < % + h]¥2 = M; < }ILI;% (% + h];@) =/ 2MyM; c.q.f.d.

Remarque : on peut aussi utiliser la formule de Taylor-intégral mais cela donne une preuve un
peu plus lourde.

n—1

— % alors R.(f) = kz::O(F(iUk +h) — F(rg) —

Solution 3.2.3 Si on pose x, = a+ kh ou h =

2

h h3
hF'(zy)). Or F(xy + h) = F(xx) + hEF' (xg) + ?F”(xk) + —F"(yg) ot yy, €]zg, xx + h[ dout

6

h n—1 h2
Ru(f) =5 th" U + 5 Ve

b hn 1
Jdm Vo= [ de= 1) - ), U= / PO = Ro(f) et Rul) = 5 5 1) +
O(h?) ce qui adonne le résultat. ’

Remarque : 1'exercice 1.2.5 fournit directement une réponse encore plus précise.
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Solution 3.3.1 On écrit la formule de Taylor-Lagrange & I’ordre n + 2, ceci nous donne : 2% —

T
1= ——e7 dou lim 6,=0et6, ~—.
n+1 n—-+o0o n

En écrivant la formule de Taylor-Lagrange & l'ordre n 4+ p + 1, on peut affirmer que e»* — 1

1 a a 1
admet un développement limité en — & l'ordre p, i.e. e/ —1 = 4+ 4240 ( ) = Up.
n n np npt+l

In(1 + uy,)

1
Donc 6,, = admet un développement limité a I'ordre p en — en vertu du théoreme
n

T
de composition des développements limités.
Ensuite, on utilise par exemple la formule de Stirling pour avoir

1 1 3lnn  Inv2r 1\ ] 0,z 1
- - _ - _ t M _14+40( =
[(n+ D/ “In" 2w n? +O(n2) ey * (n2>’
] 1 1 31 In |z| — In /2 1
|| = |z| [ 1+ njz] +o(=) ) doua, =|zle |- — = nn+ njz| —In Tio(=)].
n n n 2 n? n? n?

Solution 3.3.2 Apres des calculs (que I'on peut tenter de simplifier en écrivant sinu — shv =
1 1 1 7
U—v— 6(u3 +v3) + Eo(u‘r’ — %) — M(?ﬂ +07) 4+ o(u") + o(v"), on trouve : —Z—E).

Solution 3.3.3
3 3 5 5 7 3 7 5 64 7
(1) Arcsinz = x+%+4—x0+1—{f2+0(x7) ; Arcsin(Arcsinz) = x—i—%—l—%—i— 31$5

(2) f(z)=1In (ez _ + o(x™t1).

+o(z").

anrl

(n+1)!

E ) B

Solution 3.3.4
(1) (1 +2)Y* = e.e™@/?70@) = lim = —g
(2) sin(2z —7/2) = —cos2z = lim = —7/4
T i T
tan — —1/tan —
B)u=r—a= (2 — z) 20 = (1 — E) 20 et en prenant le log : lim = /™.
a a
(4)

(5) lim = —.

— = = lim=1/2
sinr 1—cosz 1+ cosz 1m /

Q| =

Solution 3.3.5
(1) z +Inx est strictement croissante de R* sur R donc z;, existe et est unique.
T — +00 quan — 400 donc 7 ~ k car Inxp = o(zrg). Pws Inxg ~ In ou
2 quand & d k 1 Puis 1 Ink d’ot
rp=k—Ink+o(Ink).

! !
Orxk:k:—lnxk:k:—lnk:—ln<%>:k:—lnk:+n7k+o<n7k),

Solution 3.3.6 En étudiant la fonction f(x) = tanz — 7 on vérifie que, si 'on excepte

22—
N . m . . .
0, f s’annule une premiere fois entre 1 et 5 puis s’annule une seule fois sur chaque intervalle

Jnm —37/2,nm —m/2[. C’est donc dans ce dernier intervalle que I'on va trouver la n'®™ solution
positive (strictement).
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7T Id . . 92 . . .
On pose alors =, = nm — 5~ Yn- En écrivant cette relation dans I’équation qui fournit x et

en remarquant que x,, ~ nm, on obtient le développement suivant :

T 1 1 n 1
Tp =NT — — — — — ol — ).
2  nm 2niw n?




