FONCTIONS DE 2 VARIABLES REELLES ET GEOMETRIE
DIFFERENTIELLE (R)

1. ESPACE R?, FONCTIONS CONTINUES

1.1.

EXERCICE 1.1.1. Soit B = {(z,y) € R? | |z| + |y| < 1}.

(1) Représenter 'ensemble B.
(2) Montrer que 'on peut recouvrir B par des disques ouverts (i.e. il existe une famille de
points (x;);e; et une famille de rayons (r;);cs telles que

B = UD(J?Z, T’Z‘).
el

(3) Peut-on recouvrir B par des disques fermés ?

EXERCICE 1.1.2.

Soit f une fonction de R? dans R, ||.|| une norme sur R%. On rappelle qu'un voisinage de +oc
dans R est un ensemble contenant un intervalle [A, 4o00].

On dit que V est un voisinage de I'infini dans R? ssi V' contient un ensemble E,4 de la forme :
Ea={z € R? |jz|]| > A}

4 2.9 | 4
. + ax y® +y ) L.
Soient f(x,y) = z* + ax?y? Y4 get glay) = — deux fonctions définies sur
f(x,y) +ar’y? +y* + 9(z,y) P X
R2.

Etudier selon les valeurs de « les limites de f et g en 4o00.

EXERCICE 1.1.3.

Etudier la continuité de flz,y) = sur R?. Est-ce que les dérivées partielles de f sont

x4 + y2
continues en (0,0) 7

EXERCICE 1.1.4.

Soit f la fonction définie par f(x,y) = R si (x,y) # (0,0) et par f(0,0) =0.

Etudier la continuité de f en (0,0). Est-ce que f admet un développement limité a 'ordre 1 en
(0,0) 7
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2. CALCUL DIFFERENTIEL

2.1. Dérivées partielles premieres.
EXERCICE 2.1.1.

Trouver des conditions sur les couples (o, 3) € R? pour que

jz|*[y)?

fla,y) = 2>+

soit de classe C* en (0,0).

EXERCICE 2.1.2.

: : Y (x —t)"
Soit f : R — R continue, on pose G, (z,y) = f(t)
0

n!

dt.

(1) Montrer que G est continue sur R,
(2) En déduire que G, est de classe C! sur R? et exprimer son développement limité &
I'ordre 1.

EXERCICE 2.1.3.

Soit f :R? — R définie par f(x,y) = |2|Hf|yy)| si (z,y) # (0,0) et £(0,0) =0.

Etudier la continuité et la différentiabilité de f en (0,0).

EXERCICE 2.1.4.

Continuité et existence d’un développement limité en (0,0) de f : R* — R définie par

f(0,0) =0 et f(z,y) = V]zy|sin(1/v/2* +y?).

EXERCICE 2.1.5.

Soient A et B 2 points distincts d'un plan P affine euclidien. On définit & par ®(M) = aire
du triangle ABM.
Montrer que ® est de classe C! sur un ensemble & préciser.

2.2. Dérivées partielles d’ordre 2.

EXERCICE 2.2.1.

cos
Soit u : (x,y) € R?\ Rx{0 .
oit u + (2,1) € B \ Rx{0} = S
(1) Trouver les fonctions f € C?(] — 1,1[,R) telles que g(z,y) = f(u(z,y)) ait un laplacien

nul.
(2) Trouver une fonction analytique h (i.e. une fonction de z = x + iy développable en série
entiere) telle que g(z,y) = R(h(x,y)).
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3. CALCUL INTEGRAL

3.1.

EXERCICE 3.1.1.

Calculer les intégrales doubles :

22 P
1. I = //x—i—y dx dy ot D:—S+75<Lz>0,y=0
a b?
dx dy
2. I, = o D:z+y’<l,y<2w
2T / 4x2+y+) Y Y
3. Is = cos:pydxdy ou D:0<x4+y<4d,zy=>1,r<y
d:cdy . 9 9
4I4—//D 0122157 on D:|rl<z*+y<1
dzd
5. Is = // e oll D:0<x<1,0<yga<1
14+ ycosx 2

4 2
6. IG—/ (/ 81n7r—dy)dx+/ (/ Sln—dy)dx Js + Ks
1 N 2y 2 VT 2y

(se ramener a une intégrale double sur un seul domaine)

7.1 = // dxdy ot D=R?
y)(1+2%y)

(il s’agit d’ un domalne non compact et on admettra que I5 est définie et que 'on peut
utlhser le théoreme de Fubini).

EXERCICE 3.1.2.

Construire la partie D = {(z,y) € R? (z/2 +y/4)* < 2/6,y > 0}, calculer ensuite :
I = // xydx dy.
D

4. ETUDE MI:]TRIQUE DES COURBES PLANES

4.1. Pour les exercices de cette section, on aura besoin des notions suivantes :

e le cercle osculateur en un point M d’une courbe est le cercle de centre ) vérifiant
— —
MSQ = RN de rayon |R|),
e la développée d'une courbe est ’ensemble des centres des cercles osculateurs.
2 2

EXERCICE 4.1.1.
Soit (E) une ellipse d’équatlon — + Z_Q =1.
(1) Déterminer les rayons de Courbure aux sommets de (E).
(2) Montrer que le cercle osculateur aux sommets de (E) est aussi surosculateur ce qui
signifie que son intersection avec I'ellipse donne une équation de la forme Cy*+o(y*) = 0
aux points r = a, y = 0.

EXERCICE 4.1.2.

On considere la lemniscate de Bernoulli d’équation 7% = a? cos 26 et 2 points M et M’ d’angle
polaire ¢ et ¢’ compris entre 0 et 7 /4.

1
Si cospcosp’ = — et si A est le point (a,0) alors, montrer que arc(AM) =arc(M'O).

V2
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EXERCICE 4.1.3.

Dans le plan euclidien, soit (') un arc de classe C*, birégulier (i.e. V¢, f'(t) # 0 et f'(t)Af"(t) #
0). I désignant le centre de courbure en un point M de (I"), J (sl existe) le centre de courbure
en [ a la développée D et P le milieu de MI.

Montrer que, lorsque M décrit (I'), la tangente en P au lieu de P est orthogonale a M J.

EXERCICE 4.1.4.

Chercher la développée de la courbe (I'))

{x = In(sin ¢) — sin2<,0 + Asing pour A > —1.

y = (sinp — A) cosp

EXERCICE 4.1.5.

Chercher le rayon de courbure au point M (r, ) de la courbe (C') définie par r* = a® cos(af)
(a > 0).
Cas particuliers connus.

EXERCICE 4.1.6.
Soit (C') une courbe plane vérifiant R = av/'1 + e25/¢. Chercher une relation entre Ry et s
rayon de courbure et abscisse curviligne de la développée de (C').

EXERCICE 4.1.7.

Chercher les développées des courbes :
1—1¢

(1) Strophoide : z = T Y= tx
- at?
(2) Cissoide : =1 V= tx

EXERCICE 4.1.8. -
—_—

—
En tout point M ( ) d'un arc birégulier de classe C*, on considere la droite (M, u) avec u =
cosaT + SlnaN a €] —7/2,4+7/2[ fixe.

—

(1) Déterminer A(s) de classe C'' pour que la tangente a 'arc T’ : s — P(s) = M(s)+\(s) u
ﬁ
soit la droite (M, ).
(2) Calculer le repere de Frenet et le centre de courbure en tout point de I'.

EXERCICE 4.1.9.

Soit P un plan affine euclidien rapporté a un R.O.N. (O,Zj) On suppose que la courbe (C')
d’équation polaire r = €’ roule sans glisser sur une droite fixe. Déterminer le lieu (D) de

l'origine (dans le repere (€2, ?, ﬁ) ou € est un point choisi sur D).
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5. CHAMPS DE VECTEURS DU PLAN ET DE L’ESPACE

5.1.

EXERCICE 5.1.1. E
(1) Soit ¢ : [0, +00[— R de classe C! telle que ¢'(0) = 0.
Montrer que U : R?* — R définie sur R? par U(z) = o(||x]]) est de classe C'.
Déterminer grad U.
(2) Etudier la réciproque.

EXERCICE 5.1.2.

On considere les 2 fonctions numériques de 2 variables
azr + by

=\ o

[z y) =Nz, y) + L

On suppose (a,b) # (0,0), A et p de classe C! sur R? vérifiant :
O On 0N op

ox 3y_8_y+8x_

bxr — ay
2 +y?

g(r,y) = p(z,y) +

0.

Calculer
I = /Cf(x,y) dr — g(z,y)dy et J = /Cg(:v,y) dz + f(z,y)dy

ou C' désigne une courbe fermée simple (i.e. une courbe décrite une seule fois) de classe C*
entourant 0.

EXERCICE 5.1.3.

Déterminer la fonction ¢ de classe C' de [0, +o0o[ dans R) pour que la forme différentielle
T+

Y
= d -
w(z,y) (1+a:2 1+ y?
Trouver alors une primitive de w.

> o(x? + y?) soit fermde.

EXERCICE 5.1.4.

Calculer I'intégrale : I = // (32 +y*)dordy ou D:z?+y <1, (z—1)2+y><1,y>0
D

1. INDICATIONS

Indication 1.1.1
(1) C’est le dessin de la boule pour la norme 1.
(2) Pour x € B, prendre la distance de z a la frontiere de B.
(3) Diviser par 2 le rayon pris a la question précédente.
Indication 1.1.2 Pour f, distinguer les cas a < —2, a = —2 (f n’a pas de limite) et a > —2
(f(z) = +00).
Pour g, montrer que la seule limite possible est 1 et trouver la seule valeur de a compatible.
Indication 1.1.3 Les seuls problemes sont en (0,0). f est continue en (0,0) (majoration
simple), par contre les dérivées partielles ne sont pas continues.
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Indication 1.1.4 Passer en polaires pour la continuité et montrer que f n’admet pas de
développement limité en (0, 0).
Indication 2.1.1 Passer en polaires, on trouve f continue en (0,0) ssi o+ >0,a>2et >0
et fC'ssia+03>3, (a>1etB>1)ou(a=0)ou(B=0).
Indication 2.1.2

(1) Développer le polynome (x — t)™.

(2) Avec le développement du (1), on a facilement la continuité des dérivées partielles.
Indication 2.1.3 Prendre la norme 1 et utiliser la majoration |sinu| < |u/.

Indication 2.1.4 Passer en polaires pour la continuité, pour le D.L., considérer %

C . L == . 7
Indication 2.1.5 Utiliser la formule ®(M) = §||AB A AM|| ou une astuce.

Indication 2.2.1
(1) Apres calculs, on trouve ch® yAg = —2uf’(u) + (1 — u?)f”(u) et on integre 'équation
différentielle en 1.
(2) Ecrire chy = cos(ixz) (revenir aux formules d’Euler) et utiliser les formules de trigo-
nométrie généralisées aux nombres complexes.
Indication 3.1.1
(1) Faire le changement de variables : « = aucos6, y = busin®, I, = Zab(a® + b?).
Passer en polaires, I, = 2\;_
3) Poser z =u —v, u=u+v, I3y =2(cos1 —cos4) — 6sin 1.

4) Passer en polaires, I, = ;T(\/i —1).

(2)
(3)
(4)
(5) Fubini et poser y = cost, I = 1 %2 — (Arccos a)Z).
(6) On se ramene aD={(z,y),l<y<2y<z<y’}, Iy =3(Z+1).
(7) I =
Indication 3.1.2 Dans un bon repere, la frontiere de D s’écrit X? = LY et le domaine

15v/5

d’intégration s’écrit 0 <y < 4 (\/% -3, 0<e<3 1=

Indication 4.1.1 R = % ou %, puis on cherche llntersectlon de (E) avec le cercle d’équation
b2 2 2 _ bt

a

Indication 4.1.2 L’abscisse curviligne est donnée par § @ = \/7 puis on fait un bon change-

ment de variable...

Indication 4.1.3 On montre que %

ﬁ
d’oﬁP:M—i—%RN.
Indication 4.1.4 Ecrire dz = Acospdp et dy = Asinpdp ot A = X — 2sinp + ﬁ > 0 et
remarquer que la développée ne dépend pas de A.

Indication 4.1.5 On obtient R =
a=-2. a=2et a=1/2sont mteressants aussi.

%
= %N et I'abscisse curviligne sur D vérifie 0 = R+ C

(cos af)t/*=1. Les cas particuliers connus sont o = 1,

52 —a?

Indication 4.1.6 Remarquer que ds; = dR puis R; =
Indication 4.1.7

a

2 4 2 t4 t2 1 3/2
(1) On trouve —2 ((t + 3)(t* 4 6t +1)) (R = (t* + 6t% 4+ 1)

4(3t2 + 1) —16t° 4(3t2 + 1)

2) % (_t48_t 6t2> (R= %t(tZ + 4)372)
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Indication 4.1.8
(1) A(s) = R(s)sina.
— — — — — — — —
(2) Le repere de Frenet (P, 7, v ) est telque 7 = u, v = =T sina+ Ncosa = v et

J=1+ R@ sina?.
ds

Indication 4.1.9 T — %(ﬁ + ¥) tangente a la spirale logarithmique, le roulement se traduit
par MG = —sT et O décrit une demi-droite.

Indication 5.1.1
(1) Le seul probleme est en (0,0), on montre que U a des dérivées partielles nulles en (0, 0)
puis la continuité des dérivées partielles. Pour x # 0, on trouve grad U(z) = %x.
(2) La réciproque est vraie si on prend U de classe C! sur R? telle qu'il existe o : R? — R
vérifiant Vo € R? grad U(z) = h(z).z. On montrera que V(z) = U <7’”z—”> est constant
pour r > 0 fixé et on conclura.

Indication 5.1.2 Les formes différentielles A dz — pdy et pdx+ A dy sont exactes puis on passe

) rdy —ydx rdy —ydx
en polaires, on trouve [ = —b | ,—————et J=a |, —————.
p 5 V fC ,[L'2 T y2 fC .1'2 + y2
Indication 5.1.3 Poser r = 2% + 32, la résolution de I’équation différentielle obtenue donne

ry

VA + 221+ 2
Indication 5.1.4 Utiliser la formule de Green-Riemann, D est I'intersection de 2 cercles, on

57 93

trouve [ = — — ——.
3 4

o(r) = ﬁ Une primitive de w est donnée par f(x,y) = Arcsin
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2. SOLUTIONS

Solution 1.1.1
(1) C’est le dessin de la boule ouverte pour la norme 1 page 218.

(2) Soit # € B, on appelle Dy, Dy, D3, Dy les droites c +y =1, 2 —y =1, —x —y = 1,

—x +t=1et on pose r, = inf (d(z,D;)).
1€[1,4]

Par définition, on a D(x,r,) C B donc, avec B’ = U D(z,r,), on a B" C B. Or tout
r€EB
élément de B est aussi contenu dans B’ d’ou B = B’ soit

B = U D(z, 7).
zeB

(3) On reprend les définitions de la question précédente et on pose D(x,7) le disque fermé
de centre z, de rayon r > 0. On choisit alors 7!, = r,/2 et on a

B = U D(z,rh).

zeB

Solution 1.1.2

e Etude de la limite de f
— Si oo < —2, le trinoéme t? 4+ ot + 1 a deux racines réelles positives. Soit ¢ situé entre
ces deux racines, f(z,v/tr) = (t* + at + 1)z* + 2 tend vers —co quand z tend vers
+00. f(z,0) = 2* + x tend vers +oo0.
Conclusion : f n’a pas de limite en oo.

— Si = =2, f(z,z) = x et on arrive a la méme conclusion que ci-dessus.
2

—Sia>—2alorst2+ozt+1>ﬁ:1—%>0.

* Si |y| < |z|, avec |y| = V/t|z|, on a

fla,y) = +at+ 1)zt + x> pat + 2 > 6| (z,y)||* + =

|
* Si |z| < |y|, on obtient de méme f(x,y) > B||(z,y)||* + x. Dans tous les cas,

onalJirmf:—Foo.

e Etude de la limite de g. g est symétrique en x et y. Comme g(z,0) = AT la seule
x
limite possible en co est 1.
2
Or lirJqu g(z,x) = ;a donc, pour que g ait une limite en oo, il faut que o = 0.

On vérifie alors aisément que cela suffit.
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Solution 1.1.3 f est continue sur R*? comme quotient de deux fonctions continues, le
dénominateur ne s’annulant pas.

|z]

5"

Ensuite, les dérivées partielles de f en (0,0) existent et sont nulles donc, si elles sont continues
f admet un développement limité a 'ordre 1 qui est nul.

Or f(x,2?) = % ce qui contredit la nullité de ce développement limité de f en (0, 0).

f est continue en (0,0) car 2|2?y| < z* + y? et donc | f(z,y)| <

Conclusion : si f avait des dérivées partielles continues en (0,0), le théoreme 5.2 page 94 nous

assurerait l'existence d'un développement limité, ce qui vient d’étre contredit donc 1'une au

moins de ces dérivées partielle n’est pas continue (ce que 1'on peut vérifier en les calculant.
Remarque : on peut vérifier que f admet des dérivées selon tous les vecteurs.

Solution 1.1.4 f est continue sur R*? comme quotient de deux fonctions continues, le
dénominateur ne s’annulant pas (cf. exercice 1.1.3).

En (0,0), on passe en polaires : f(x,y) = rcosfsin®*f — 0 quand r — 0 donc f est continue
n (0,0).

8 0
af (0,0) = af (0,0) = 0 dong, si f admet un développement limité en (0,0) il est nul.
T Y
Or M n’a pas de limite en (0,0) et donc f n’admet pas de développement limité en (0, 0).
r

Solution 2.1.1 En polaires : f continue en (0,0) ssia+ >0, a>2et >0

On a : %(:c, y) = 2l [ly|” (o — 2)2? + ay?] et on fait de méme avec ——(x,y). Comme
ox (% + y?)? Jy
0
a—f(() 0) = af (0,0) = 0 on en déduit la continuité de ces 2 applications en (0,0) ssi a + 3 > 3,
)

(=1let f>1)ou(a=0)ou(f=0).

Solution 2.1.2
(1) On développe donc, on obtient

G(z,y) = %/Oy f(t) (Z(_l)kdjx"ktk> dt

n

& ank Y th
= ) O(—l) 7(71—!{)!/0 f(t)ﬂdt

G est une somme de fonctions continues séparément par rapport a x et y donc G est
continue sur R?.

(2) G admet des dérivées partielles, grace a la question précédente, on a

oG — R LN
%u,y):Z(—nkiﬂ_l_kﬂ | g

k=0
x—t
/f n_l) Lar

oG
La premiere égalité nous permet de dire (comme au 1.) que — est continue sur R?.



FONCTIONS DE 2 VARIABLES REELLES ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE (R) 3

T — )"
Comme a—(x, y)=f (y)%, cette deuxieme dérivée partielle est aussi continue.
Y n

Conclusion : G est de classe C! sur R?.
Le développement limité a l'ordre 1 va s’écrire alors

D Ginlery) = {/Oy f(t)% dt| hy + f(y>(x7_171y)nh2

Solution 2.1.3 On prend la norme : ||(z,y)|| = |z| + |y|, comme |sin(zy)| < |z|.]y| < ||(z,y)]?

; of . [z ) 1
alors f est continue en 0. ——(0,0) = —(0,0) = 0 mais lim = — # 0, f n'est pas
000 = 5y 0 M ]~ 2

Ox
différentiable en (0,0).

Solution 2.1.4 En polaires | f(z,y)| < r donc f est continue en (0, 0).

Si (a,b) # (0,0), 6(t) = f(ta, tb) n’a pas de limite en 0, donc f n” admet pas de développement

g
limité en (0, 0).

1, — —

Solution 2.1.5 On utilise la formule ®(M) = §HAB N AM]|| (c’est une conséquence de la

]l— —

question (i) page 27) : ®(M) =no f(M) ou f(M) = QAB AN AM et n(v) = || 7).

1 _ l—) 77 1 . .
fest C* sur le plan (D f(M) = 2AB N H) et n est de classe C' sur le plan vectoriel privé de

=
K
O (Dzn(T) = %).
v
® est donc C! sur P privé de la droite AB.
Dans un bon repere, on peut aussi remarquer que ®(M) = |y| ce qui permet de conclure

immédiatement !

Solution 2.2.1

(1) On a

D?g coszT sinz ,

oz chy flu)+ cthf )

D?g 2cosxzsh’y  cosz cos?>xsh’y .,

ar = () e G

2 1

Dot Ag = (;sx(ShQ y — ch®y) f'(u) + h—4(sin2 xch?y + cos? wsh®y) f”(u) et donc,

chy chy

apres modifications, on trouve :
ch? yAg = —2uf'(u) + (1 — u?) f" (u).

D’ott Ag = 0 & f’ est solution de I'équa diff : (1 — u?)z’ — 2uz = 0 qui s’écrit encore :

[(1 —u?)z] = 0. Vuque u* < 1 (car (z,y) # (0,0) on obtient f'(u) = % e

1 —wu?
1+u
f(w)=2m

a
— b.
2 1—u+
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h
(2) On a donc g(z,y) = p Y 08T

a
2
a. (cos z/2 cosz/2)

2 sin z/2 sin z/2

+b et avec les formules de trigonométrie, g(z,y) =
ch Yy —COST

+bie. h(z,y) = —aln(tanz/2) + b.

Solution 3.1.1
(1) Par changement de variables : © = aucosf, y = businf, v € [0,1],0 € [0,7/2] ; J = abu
(jacobien), I; = /()7T/2 ab (/01(a3u4 cos® 6 + b3utsin® 0) du> df = %ab((ﬁ + b°).
rdrdf

(2) En polaires I, = /A (iR 0 1 5t 0) 1 1P ouA:0<r<l,0y—m<0<by (avec
0o = Arctan2) d’ou

; _1/"0 do _/+7f/2 o o
279 90_W7+300529_ - 7+3cos20  24/10°
(3) En posant x =u—v,y = u+v ona]3:8// uv cos(u? —v?) dudv ot A’ = {(u,v) €

R}l <u<2,0<v<Vu2—1}
On utilise alors Fubini en intégrant par rapport a v puis & u ce qui donne I3 = 2(cos 1 —
cos4) — 6sin 1.

(4) Compte tenu des symétries (par rapport aux axes Oz et Oy), on a

dx dy
ouD ={0<z<2*+y*<1,y>0}
// (EEEe { y y >0}

Par passage en coordonnées polaires, on obtient

// rdrd@ UA={0<0<m/2,cos0 <r<1}.

1 1
On a alors : I = 2/ —— — — | df et en posant ¢ = tanf, on obtient finale-
0 1+cos?20 2

ment

+o0
14:—5+2/ A _Ta
0

2 242 2

a w/2 d
(5) On peut utiliser Fubini, I5 = / ( / 7x> dy. Le calcul de la premiere
0 o Ll+ycosx

2d 1—
intégrale résulte d'un résultat classique et I5 = / =% Arctan ( —y)

Ve

On pose alors y = cost d’ou

1 (72

Arccos a
t
I5 = —2/ Arctantan -~ dt = = [ — — (Arccosa)?
; 2% 72\
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(6) Jo et Kg sont les intégrales d’'une méme fonction sur sur ’ensemble
D,

D=DyUDy={(z,y), 1 <y<2,y<z<y’} —t ; ; ;

2 v 8
[6:/1 dy(/y sm%dx>:ﬁ(§+1).

+oo +o00 d d +o00 2 2
(7) I = / (/ i ) Jo_ Ldy = [ Arctan \/§]8’°° = W—.
0 o l1+z%y) 1+y o Vy(l+y) 2

donc

2 4 2
Solution 3.1.2 <g + %) — % = 0 est une parabole ; en effet, avec X = ﬁ (; + % — 1—5),
1 8 8
Y =— (2 —2y+ — | alors C devient : X? = ——=Y parabole d’axe Y = 0.
15 15v/5

On peut redéfinir le domaine d’intégration par

r Ty x
- =<z - < R 207 20
\/g SR \/;y v

soit encore

On a alors

|8
M
| — |
o
|
|8
_ 1
[\
o,
=
I
=
o‘oo
=

2/3 [ pa(\/2/6—2/2) 2/3
[:/ / xydy| dz :/
0 0 0

Solution 4.1.1

2 2 2 2
(1) (E) s’écrit % + % =1 alors R = & ou—
2 g2

(2) Sia > b, ¢c =+a®—1? alors, on cherche 'intersection de 91:_2 + i 1 avec le cercle
a
2

2\ 2 A Y2 Y2
<x—g) +y2:¥. En (a,0) : x:a\/l—ﬁ et (a® — b?) [1_“1_19_2 ~

4
2 Y
(a®—b >—4b4'

ds a
Solution 4.1.2 Le calcul de 1’abscisse curviliene donne — = on utilise la formule
8 dé v cos 260 (

fournie dans I'exemple au bas de la page 101).
adb T g dy

©
Pour montrer 1'égalité / = 7
® 0o Vcos20 o \/COs 2y

1
arccos <7) qui donne le bon changement de variable.
V2 cos b

on utilise la transformation ¢ =
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dIl  dR dR
Solution 4.1.3 On sait que i d—ﬁ ; on suppose R = T # 0, on oriente D par N et
s s s
. d_]\)f ? — — — — —
on prend do = dR sur D d’ou : W - &R = [IJ=—-RR'T = MJ=—-RR'T + RN.
o
1 — (ﬁ 1 — — —_—
P=M+_-RN=—=—-(T+RN)LMJcqgtd.
2 ds 2
Solution 4.1.4 On écrit que :
dr = Acospdy et dy = Asinpdy
ou A= X\—2sinyp + — > 0.
sin ¢
=
Si v désigne 'angle ¢ , T, on obtient alors a = p, ds = Adyp : R = A.
L x = In(sin ¢) — cos? ¢
La développée s’obtient alors par : OQ2 = OM+RN d’ou 2 cos® ¢ ¢ €]0,x].

~ sing
On remarque que le résultat ne dépend pas de A\ et donc, ces courbes ont méme développée.
On dit ici que ces courbes sont paralleles, en fait, les courbes (I"y) sont les développantes de la

courbe ensemble des points €.

2

1y

FIGURE 1. Les courbes I') et leur développée

Solution 4.1.5 On a

1/2
%—(TQ—FTQ)UQ—T 1+ 7"_’ : S
d6 N r ~ cosaf’

en dérivant r logarithmiquement.

. , . — = T m
Si V désigne I'angle (u,OM) alors tanV = — = —cotanaf donc V = af + 5 et comme
r

a =60+ V, on obtient

ds a 1
= — = /ail
i (cos ab) )

R
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Cas particuliers :

e a=1: cercle,

e o = —1 : droite,
e o = 2 : lemniscate de Bernoulli,
e a = —2: hyperbole (on a r? cos 20 = a? soit 22 — y? = a?),
e v =1/2: cardioide d’équation r = g(l + cosf),
2
e v = —1/2 : parabole d’équation r = e (cf. proposition 2.3.6 page 45).
1+ cosf

Remarque : la lemniscate de Bernoulli et la cardioide de sont pas des courbes figurant au
programme mais il peut étre intéressant de les connaitre.

— — —
ar- - = dT, 1 = dN

Solution 4.1.6 On a ds; = dR, on prend s; = R : =N=T;et Fr — N =— =

) 812 ) ) S1 R1 dR
= 1d R*—a si—a
—T)Y= R, = RR = =—(R?) = qe2¢/* = _ 21 .
RR’( ) ! 2 ds( ) = ac a a
Solution 4.1.7
a (t2 4+ 3)(t* + 612 + 1) (t* + 612 +1)3/2
1) On't Y R =
(1) On trouve 1BEE1) ( _16¢3 ( 432 1 1)
o S /2
@5 (") w=e )
(3) On trouve une développante de cercle.
Solution 4.1.8
AP = d— As)— . — —
(1) On a Fi T + U + 7 v ou v est un vecteur directement perpendiculaire a wu .
s s
— d—P> —
1 est colinéaire a u ssi V= 0 ce qui est équivalent a A(s) = R(s)sina, A est de
s s

classe C! et ne s’annule pas.
On remarque que le point obtenu est la projection orthogonale du centre de courbure
ﬁ

en M(s) sur (M, u).
Avec cette condition

—
P (ar B )7
ds = | COS ¥ ds S v u,

nous nous placerons sur un arc ou cos o + T sin & ne s’annule pas.
s

(2) Si o est I'abscisse curviligne de P,

do = cosads +sinadR

— —
et le repere de Frenet (P, 7, v ) est tel que
— — —> — — i
T=wu,v =—Tsina+ Ncosa= v.
) ] = =
On sait aussi que ¢ = (i, 7) = ¢ + « donc le rayon de courbure est
do do L dR R
= —=—=|cosa+sina— | R,
P=1y = dp ds
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le centre de courbure étant
— ) — ) dR\ —
J=P+prv =M+ Rsinau + R cosa+81nad— v
s
dR dR
:M—R—sin2a? +R |1+ —sinacosa ﬁ
ds ds
dR —
=]+R—sinav.
ds
1 OM
ﬁ
Solution 4.1.9 On a T = —=(@ + ¥) ol § = ——=— et ¥ L @ et on prend s = /2¢’.
V2 loM]|
— — — . . B
Dans le repere (2, T, N) ou MQ = —sT (ceci traduit le roulement), O a pour coordonnées :

V2 4 f

(=-

2 ¢

¢?) : D est une demi-droite ouverte.

Solution 5.1.1

(1)

Vu que z — ||z]| est de classe C* sur 2 = R?\ {0}, U est de classe C' sur €.
Ulte;) —U(0 t]) — (0
Notons B = (e, €3) la base canonique de R?. Sit # 0, on (te:) ©) = 2 () = #(0)

t
qui a une limite nulle en 0. On a donc U qui admet des dérivées partielles nulles en 0.
Montrons que les dérivées partielles U] sont continues en 0 :

On a Ui(a) = e hﬂ

annoncée. On peut donc affirmer que U est de classe C! sur R?. On trouve enfin

¢'(|z|]), comme < let ¢(||z]]) — 0, on a bien la conclusion

ollzl)

———x siz#0

gradU(z) = { Jal .
0 stz =0

Supposons maintenant que U est une application de classe C* sur R? & valeurs dans R
telle qu’il existe h : R? — R vérifiant

Vo € R? gradU(z) = h(x).x

Posons o(r) = U(re;) pour r > 0. ¢ est bien de classe C'. Soit V(z) = U (Ti),

r > 0 étant fixé. On a
gl - )
— lzll ) \ =l [|=|?

(on a dérivé la k*™¢ coordonnée de —— par rapport & ;).

|| I
Comme U] (r—) =h (rﬁ) x; d’apres la relation (1) et que grad U ( ||x||) x =
T T

h 7"— |z||* on en déduit que V; est nulle sur € et donc V' est constante sur €.

Conclusion partielle : pour tout » > 0 et tout = # 0, U ( Tz H) = U(re;) = p(r) ie.

U(x) = ¢(||z||). Par définition de p(0) c’est aussi vrai pour x = 0.
Montrons pour conclure que ¢'(0) = 0 : on sait que grad U(0) = 0 d’apres (1) et donc

#(0) = lim +(p(t) — 9(0)) = lim + (Ulter) — U(0)) = U3(0) = 0

t—0t



FONCTIONS DE 2 VARIABLES REELLES ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE (R) 9

d’ou le résultat :
si U est une application de classe C! sur R? & valeurs dans R alors on a équivalence
entre les deux propriétés

e grad U(z) € Vect(z) et

e U ne dépend que de ||z|.

Solution 5.1.2 Les formes différentielles Adz — pdy et pdz + Ady sont fermées et, grace au
théoréme de Poincaré (théoreme 6.5 page 105), vu que R? est étoilé, elle sont exactes. Leurs
intégrales sur C' sont donc nulles.

d d !
On remarque ensuite que rdr+ydy = <1n a2+ y2> donc

x? 492
dy —yd dy —yd
fop [yl [ eyl
C .fL""Z/ C l""yQ

Le calcul en polaires nous donne directement

27
I:—b/ df = —27b et J = 2ma.
0

b
Remarque : on peut aussi travailler avec les complexes, on a f +1g = X+ iu + ? 12 et
T+ iy
: : : L dz . :
I+iJ= | (f+ig)(de+idy) = [ (a+ib)— = 2im(a + ib)
c c 4

en effet, grace au théoréme du reléevement, si on pose r = y/x2 4+ y2 alors on peut définir 6 une
fonction de classe C' telle que z = re? et dz = € dr + ire'® d6.

Solution 5.1.3 Si on écrit w = Pdz + @ dy alors

OP ¢+ 2% . 0Q o+ 2%
= — € _ =
oy 1+ a2 ox 1+ y?

Une C.N.S. pour que w soit fermée est donc que (y* — z2)[p + 2(1 + 2% + y*)¢'] = 0.
Par continuité, en posant r = x? + 3, on obtient : o(r) + 2(1 + r)¢'(r) = 0. En résolvant

cette équation différentielle, on trouve p(r) = T
r
Recherche d’une primitive de w :

/ ydx Avesi ysin 6
= Arcsin | ——
(14 22)y/1+ a2+ y? V1+y?

en posant r = tan@.
Ty

VI +a?) (I +y?)

On obtient finalement : ' = w avec f(z,y) = Arcsin

Solution 5.1.4 Voila une occasion d’utiliser la formule de Green-Riemann (cf. théoreme 6.6
page 106) :
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Wy
NP

= y? d’on, si I désigne la réunion des deux courbes I'; (portion du

P
On prend g—y = —32?, %

cercle de centre (0,0), de rayon 1, comprise entre les points A et B) et Iy (portion du cercle
de centre (1,0), de rayon 1, comprise entre les points B et A), ces deux cercles étant parcourus
dans le sens trigonométrique, alors

I= /(—3x2ydx+y2xdy)
I

= / (=3z%y dz + y*x dy) + / (=32%y dz + vz dy)
I'1

I'>
=1+ Ir.

V3

w/3
112/ 4sin®0cos’0dl = — + ~—
—7/3 8

en posant x = cos# et y = sin @, puis

wl =

4w /3 19 4
_[2:/ sin? 0(1 + cos6)(3 +4cosh)df = —— 34—
2m/3 8 3

en posant x =1+ cosf et y = sin6.
Finalement, on obtient




