ALGEBRE LINEAIRE ET POLYNOMES (R)

1. ESPACES VECTORIELS

1.1. Espaces vectoriels.

EXERCICE 1.1.1.
z+1

Soit E'= C(R,R), on définit g = ¢(f) = / f(t)dt.
z—1

Montrer que ¢ est un endomorphisme de E ; ¢ est-elle injective, surjective 7

EXERCICE 1.1.2.

On prend E = C*(R,R), soit f I'endomorphisme de F qui a y € E associe z € FE tel que :
2=y —ay = f(y)

Soit E; le sous-espace vectoriel de E défini par : y € Ey < y(0) = 0.

Montrer que f est un isomorphisme de F; sur F.

EXERCICE 1.1.3.

Soient L, M et N des sous-espace vectoriel de F ; a-t-on :

(1) LA(M+N)=LNM+LNN

(2)] LN(M+LNN)=LNM+LNN?

EXERCICE 1.1.4.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un méme espace vectoriel E.
Chercher une C.N.S. pour que F'U G soit un sous-espace vectoriel

EXERCICE 1.1.5.

Soient S, T, T" 3 sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel F.
Montrer que, si SNT =SNT et S+ T =S+T et T CT alorsT =T".

EXERCICE 1.1.6.

Soit (E, +,.) un C-espace vectoriel, on définit une autre loi externe sur F par A *z = Re(\).x.
L’ensemble (F,+, ) est-il un C-espace vectoriel ?
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1.2. Translations, sous-espaces affines.

EXERCICE 1.2.1. E

Soit z = h;(x,y) n équations de plans en dimension 3. On considere E = {(x,y,2) € R® | Vi €
[1,n],z > hiy(x,y)} et on suppose qu'il existe a € R tel que V(z,y,2) € E, z > a.
Prouver qu’il existe (xg, Yo, 20) € E tel que V(z,y,2) € E, z > 2.

EXERCICE 1.2.2.

Dans un espace affine de dimension 3, on considere un point O et 3 points A, B, C' non alignés
tels que O n’appartienne pas au plan (A, B, C).

Soit (P) un plan parallele au plan (A, B, C). On pose A" (resp. B’,C") le milieu de BC' (resp.
AC,AB) et A” (resp. B”,C") I'intersection de la droite OA’ (resp. OB’, OC") avec (P).

Que peut-on dire des droites AA”, BB" et CC" ?

EXERCICE 1.2.3.

Soient A, B, C' 3 points non alignés ; 3 points A’, B',C’ tels que les vecteurs AA’", BB', CC’
soient paralleles.
Montrer que : les plans (A'BC), (AB'C'), (ABC") sont paralleles & une méme droite ssi :

1 n 1 n 1
AA" BB CC

EXERCICE 1.2.4.

Soient D, D', D" 3 droites non paralleles & un méme plan et 2 & 2 non coplanaires.
Montrer que, pour tout A € R\ {0, 1} il existe un unique point Py de D tel que
Py=(1— M +\M"

ou M’ et M” sont les 2 points d’intersection de la droite passant par Py et s’appuyant en M’
et M" sur les droites D" et D”.
Trouver /l\im Py.

-0

EXERCICE 1.2.5.

Soient F et G 2 sous-espaces affines de direction respectives F' et G, contenant respectivement
les points A et B.

Montrerque}"CQ@FCGetA—éeG.

EXERCICE 1.2.6.

On appelle enveloppe convexe d’une partie non vide A de E la plus petite partie convexe
contenant A (notée Conv (A).

(1) Montrer que Conv (A) existe et est égale a I'intersection de toutes les parties convexes
contenant A.

(2) Soient Ay, ..., A, des points de E distincts, A = {A;,..., A, }.
Montrer que Conv (A) est 'ensemble des barycentres a coefficients positifs des points

A;.
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1.3. Applications linéaires.

EXERCICE 1.3.1.

Soient p un projecteur de E espace vectoriel et f € L(E), montrer que :
(pof=fop)< (Impet Kerp sont stables par f).
(Dire qu’un espace F' est stable par un endomorphisme f signifie que f(F) C F).

EXERCICE 1.3.2.

Soit f € L(F), ot E est un C-espace vectoriel vérifiant : fo fo f = f2 =1d. On pose :
hy =Id+f + f2 hy=1d+jf +j2f% hs =1d+52f +jf? et E; = hy(E).
Montrer que £ = E4 & Ey @ Ejs.

EXERCICE 1.3.3.

Soit f € L(E), montrer les équivalences :
Ker f NIm f = {0} < Ker f? = Ker f
fAE)=f(E)& E=1Imf +Ker f.

EXERCICE 1.3.4.

4.2.1 Soit f € L(F) vérifiant (f — aldg)(f —bIdg) = 0 ou E est un K-espace vectoriel de
dimension quelconque, a et b étant distincts dans K.

(1) Montrer que l'on peut trouver A et p dans K tels que
p=MNf—aldg) et ¢ =p(f —bldg)

soient des projecteurs (p? = p, ¢* = q).
Quelle relation existe-t-il entre p et ¢ ?
(2) Exprimer f a l’aide de p et ¢g. Calculer ensuite f" pour n € N.
(3) Si ab # 0 alors montrer que f est inversible. Qu’en penser ?

EXERCICE 1.3.5.

Soient u € L(C") tel que : w” = Id, E un sous-espace vectoriel de C™ stable par u (i.e.
u(E) C E) et p une projection de C" sur E. On pose :

1 - k n—k
= u*opou .
1 n—i—lkzzo p

Montrer que ¢ est un projecteur et que Ker g est supplémentaire de F

EXERCICE 1.3.6.

Soit E = Ry[X], (a,b,c) € R®. On pose

VP e E, Vx € R 1 u(P)(x) = / (at® + bat + cx®)e ' P(t) dt.
0

(1) Montrer que u est linéaire.
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(2) Montrer que 'ensemble L des applications u (quand (a,b,c) décrit R3) est un espace
vectoriel ; en donner une base.
(3) Déterminer 'ensemble U des points (a, b, ¢) de R? pour lesquels u est bijective.

EXERCICE 1.3.7.

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K un corps commutatif, (F;);c; une famille de
sous-espaces vectoriels de FE.

Soit F' = ﬂ F;, montrer qu'il existe une partie finie (i1, 42, ..., 1) extraite de I telle que
iel

p
(F.=F

k=1

EXERCICE 1.3.8.

Soient f et g 2 formes linéaires sur un C-espace vectoriel E vérifiant
Ve e E, f(x)g(x)=0.
Montrer que f =0 ou g = 0.

EXERCICE 1.3.9.

Soit u € R® et f € L(R?) définie par f(z) =z A u.

1) f est-elle injective ?
( ]
(2) Exprimer f? en fonction de f.

2. DIMENSION DES ESPACES VECTORIELS

2.1. Familles de vecteurs.

EXERCICE 2.1.1.

(1) Soient ay,ag, ..., a, des réels tous distincts et ag, ay, . .., a, des réels non tous nuls.
Montrer par récurrence sur n, en utilisant le théoreme de Rolle, que 1’équation :

Fal@) = a0 + ara®™ + - + 4z =

n’a qu'un nombre fini de solutions > 0.
(2) X désigne un ensemble, F = R¥ ensemble des applications de X dans E. Soit f
X — R% une application telle que f(X) soit une partie infinie de RY.
Soit n un entier naturel > 0 et aq, ..., a, une famille de n réels distincts.
Montrer que la famille (f®);cn.n) est libre dans E.
(3) Pour > —1, on pose : g(x) = sin(In(1 + z)). Les fonctions g, g2, ..., g" sont elles
linéairement indépendantes 7
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EXERCICE 2.1.2.

Soit u € E '\ {0} : R-espace vectoriel de dimension n > 3.
Trouver toutes les f € L(FE) telles que : Va € | la famille (u, f(x), ) est liée.

EXERCICE 2.1.3.

Soient F' et G 2 sous-espaces vectoriels de F tels que F 4+ G = E. Si F’ est un supplémentaire
de FNG dans F alors montrer que F' & G = E.

EXERCICE 2.1.4.

Soient u, v, w 3 vecteurs de E K-espace vectoriel.

(1) Montrer I’équivalence
Vect (u, v) = Vect(u,w) < I(a, 3,7) € K>, By #0, | au+ Bv+yw = 0.
(2) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer 1'équivalence

F+rKv=F+Kws ek Ia,p) K af#0|u+av+ pw=0.

2.2. Dimension d’un espace vectoriel.

EXERCICE 2.2.1. E

Soit P, I'ensemble des polynomes homogenes de degré n de C[X, Y] ensemble des polyndmes
& 2 indéterminées sur C. P, = Vect(X'Y"™ ")ic(0,n.

On appelle Q et H les polynomes de P,, vérifiant respectivement :

o?P N 0*P
0X?  0Y?

PeQe X?+Y?divise Pet Pe H < = 0.

Montrer que P, = Q & H.

EXERCICE 2.2.2.

E =R,[X], soit P € E tel que : deg P = n. Soient ag, ay,...,a, n+ 1 réels distincts.
Montrer que les polynémes P(x + ag), P(x + a1),..., P(x + a,) constituent une base de E
(utiliser la formule de Taylor, le fait que les polynomes P, P, ..., P™ forment une base de E
et les déterminants de Vandermonde.

EXERCICE 2.2.3.

x z
Soit E I'ensemble des vecteurs (z,y, z) qui vérifient le systeme { Tyt

=0
dans R3.
2r—y+z =0

Donner une base de cet espace vectoriel.

EXERCICE 2.2.4.

Soient f1, fa2, f3 les 3 formes linéaires sur R? définies par
fl(xayaz> =-—Tr+y+z fQ(xayaz) = 2x—y—z, f3<xayaz> = .’L’+2y—|—2
La famille (f, f2, f3) est-elle libre ?
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2.3. Rang d’une application linéaire.

EXERCICE 2.3.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € L(FE).
(1) Montrer que : Ik € N, Vp > k : Keru? = Keru* et si k > 1 : Keru*~! # KeruF.
(2) Montrer que k vérifie aussi : Vp > k : Imu? = Imu*.
Que penser de Imu*~! et Imu” si k> 17
(3) Montrer enfin que : Vp > k : Keru? @ Imu? = E.

EXERCICE 2.3.2. E

Soient p et g 2 projecteurs d'un K-espace vectoriel tels que p + ¢ soit également un projecteur.
Montrer que

pog=qop=0, Im(p+q) =Im(p) ®Im(q), Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q).

EXERCICE 2.3.3.

Soit f € L(F) ou E est un K-espace vectoriel de dimension n. On suppose que f est de rang
p<n.
Montrer que f peut s’écrire comme la somme de p endomorphismes de rang 1.

EXERCICE 2.3.4.
Soient f € L(E,F)et g€ L(F,G) ou E, F, G sont 3 K-espaces vectoriels.
En considérant la restriction de f a Ker(g o f) montrer que

dim Ker(g o f) < dim(Ker g) + dim(Ker f).

EXERCICE 2.3.5.

Soient f € L(E) et g € L(F) ou E est un K-espace vectoriel.

(1) Montrer que | Rg(f) — Re(g)| < Re(f +g) < Rg(f) + Re(g).
(2) On suppose de plus que f + g est inversible et que f o g = 0. Montrer que

Rg(f) + Rg(g) = dim E.

EXERCICE 2.3.6.

Soient F = (z1,...,2,) une famille de n vecteurs de E, K-espace vectoriel. On suppose que
Rg(F) = s < n et quil existe /' C F comportant r < n éléments de rang s'.
Montrer que s’ > r + s — n.

EXERCICE 2.3.7.

Soit f € L(E) ou E est un K-espace vectoriel de dimension 2p.
Montrer 1’équivalence

(f*=0ct Rgf=p) & (Imf=Kerf).
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EXERCICE 2.3.8.

Soit f € L(FE) ou E est un K-espace vectoriel. On suppose que Im f = Ku ounu € E'\ {0}. On

éerit f(x) = g(x)u.
Montrer que g € E* et qu’il existe A € K tel que f? = \f.

3. POLYNOMES

3.1. Polynomes a une indéterminée.

EXERCICE 3.1.1. Chercher le coefficient de X® dans le polynome P = (142X —4X2+
8X3)5

EXERCICE 3.1.2. Montrer que les polynomes suivants sont des carrés :
P=X%-12X°4+60X*—160X°%+240X* — 192X +64, Q = X(X +a)(X +2a)(X + 3a) + a*.

EXERCICE 3.1.3. Montrer que : P(X)— X | P(P(X))— X ou P est un polynéme de
K[X], K=Rou C.

EXERCICE 3.1.4.

Montrer qu’il n’existe pas de polynome P € C[X] tel que Vz € C, P(z) = Z.

3.2. Fonctions polynomiales et rationnelles.

EXERCICE 3.2.1.

Soit (P,)nen la suite de polynomes définie par :
Pozl,Pl:—X,Pn+2+XPn+1+Pn:O, (HEN)

Expliciter P, et donner ses racines.

EXERCICE 3.2.2.

On considere les 2 suites de polynomes de R[X] définies par :

o n(X) = an 1(X)+ Xb,_1(X)
t0 =0 by =1et {bn(X) = by (X) = Xap_y(X)

(1) Chercher les degrés de a,, et de by,.

a
(2) En considérant la fraction rationnelle y,, = b_n et en substituant tan o a X, chercher les
racines de a,, et de b,. !

(3) On pose z, = a, + ib,, calculer z, en fonction de n, en déduire I'expression de a, et de
by,.
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EXERCICE 3.2.3.

Restes des divisions euclidiennes de P = (X — 3)*" + (X —2)" — 2 par :
a) (X —3)(X —2) b)(X — 3)%(X —2)2

EXERCICE 3.2.4.

Chercher m pour que : X?+ X +1] (X +1)"—X™ —1 (sur C).

EXERCICE 3.2.5.

Pour i € [1,p], on suppose que : n; =i — 1[p] ; montrer alors que :

I+ X4 XPY) (XM 4 X2 e X)),

EXERCICE 3.2.6.

Chercher n pour que bla avec a =1— X"+ X2" — X3n 4 X et h=1— X + X? — X3+ X4,

EXERCICE 3.2.7.

Sur C, trouver tous les polynémes P tels que : P’ | P.

EXERCICE 3.2.8.

Trouver P € R[X] tel que P — P = X™.

EXERCICE 3.2.9.

Décomposer en facteurs du premier degré les polynomes :
P=1+X)"—e(1—X)" L cR\Qet
s

Q=X"— X"+ + (-DFE)X" P+ + (=1)"(2") (penser & la trigonométrie).

EXERCICE 3.2.10.

Racines du polynome :

X X(X-1)

1—i+T+~~+(—1)

EXERCICE 3.2.11.

Chercher les coordonnées du polynoéme P de C[X] dans la base ((X — a)™, m € N) sachant que
(1) deg P = n,
(i1) nP = (X —a)P' + bP”
(i3i) P™(a) = 1.
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EXERCICE 3.2.12.

(1) Etablir les relations : 3 (—1)* (1) (X — k)" = n! (par récurrence sur n).

k=0
(2) En déduire que, pour p<n,ona: > (—1) (Z) (X — k)P =0.
k=0
(3) Si deg(P) < n, donner une valeur pour : S (=1)F (Z)P(k:)
k=0

EXERCICE 3.2.13.

(1) En développant (1 — X)™ et en le dérivant, montrer que 1 est racine d’ordre n — k des

polynomes : Py(X) = Z(—l)ppk(Z)Xp (k €[0,n]) et que P(X) = XP_(X).
p=0
(2) En déduire des expressions simples pour les sommes : A, = > (—1)Pp* (Z)
p=0

EXERCICE 3.2.14.

(1) Montrer que, si deg P <n —1 alors P(X) + Y (=1)*(})P(X + k) = 0.

k=1
1 xr ... x"
1 ...
(2) Prouver que (1—xz)" divise A(z) = | . , , et calculer le quotient.
D O (S Do

3.3. Polynoémes scindés.

EXERCICE 3.3.1.

(1) Soit P € R[X] tel que : Yz € R, P(x) > 0. Montrer qu’il existe 2 polynoémes A et B de
R[X] tels que : P = A% + B2

(2) En déduire par récurrence sur deg P que si P € R[X] et si, pour tout > 0, P(z) > 0
alors il existe A, B, C, D 4 polynomes de R[X] tels que P = A? + B* + X(C? + D?).

EXERCICE 3.3.2.

Factoriser (X + )" — (X —4)" en déduire une expression de :

k
<4+cotan2 il )
n+1

II =

n

k=1

EXERCICE 3.3.3.

(1) Soit P(z) = na™ — 2™ ' — ... —x —1 = 0 une équation algébrique sur C. Montrer, en
étudiant (1 — X)P que toutes les racines de P sont simples.
(2) Montrer que toutes ces racines, sauf 1, ont un module < 1.
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EXERCICE 3.3.4.

Soit a,x"™ + - - - 4+ a9 = 0 une équation algébrique ou les coefficients sont dans Z.

(1) Montrer que si P est racine de cette équation et si p A ¢ = 1 alors plag et ¢la,.

(2) Montrer que Vm € Z, p — mq|P(m).
(3) Décomposer en produit de facteurs irréductibles sur Q[X] les polynémes suivants :
a) X3 — X —1,
b) 3X% — 2X2 — 2X — 5,
c) 6X*4+19X3 — 7X?% — 26X + 12.
(4) On suppose qu’il existe 2 entiers relatifs m; # mq tels que |P(mq)| = |P(m2)| = 1.
a) Montrer que si |m; —mgy| > 2 alors P n’a pas de racine rationnelle.
b) Montrer que si [m; — mso| < 2 et si P a une racine rationnelle alors cette racine est
my + Mms
5

nécessairement

EXERCICE 3.3.5.

On suppose ici que n = 2p + 1.

(1) Montrer que les racines de équation (})a? — (5)a*~* + -+ + (—1)? = 0 sont données

k P 1
par x; = cotan®? —, k € [1,p], en déduire > )
sin® —

n
(2) A l'aide de I'inégalité sina < a < tana pour a €]0, 7[, montrer que :

(n—1)(n—2) - <E)2+<£)2+‘”+(n>2< (n—1)(n+1)

6 o pr 6

En déduire 5> & — lim S~
1 adedulre — = 1m —.
1; N =

EXERCICE 3.3.6.

Soit 'équation P(z2) = 2% — az® + b2? — cz + d = 0, montrer I'équivalence des trois propriétés
suivantes :
() les racines z1, 29, 23, 24 sont les sommets d'un parallélogramme,
() il existe o complexe tel que P(z + «) soit bicarré,
(7ii) P’ et P" ont une racine commune.

EXERCICE 3.3.7.

6
Déterminer o pour que les racines de (1 +z)" = a(1 — z)" soient : i cotan(f + %) ou — ¢ Q.
T

n—1

En déduire la valeur de P = l:[ cotan(f + £T).
k=0

EXERCICE 3.3.8.

En remarquant que : Hz;é (X — e¥hm/n)y = X" — 1, calculer :

n—1 n—1
Il = H sin(x + km/n) et I, = H cos(z + km/n).

k=0 k=0
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EXERCICE 3.3.9.

Trouver \ pour que I'équation : z* — 222 + Az + 3 = 0 ait 2 racines dont le produit soit 1.
Résoudre alors I'équation.

EXERCICE 3.3.10.

Simplifier I'expression

n—1 . .
4ik 21k
I, = H (exp ( Znﬂ) — 2cosfexp ( Znﬂ) + 1) )

k=0

3.4. Divisibilité dans K[X].

EXERCICE 3.4.1.

Chercher :
(XT—2X° —5X* 43X +2X —5) A (X° + X* +3X° -~ 3X% - 3X —5)

EXERCICE 3.4.2.

Montrer que les polynomes P et () sont premiers entre eux ssi P + () et PQ le sont.

EXERCICE 3.4.3.

Soient P et () 2 polynomes, trouver tous les polynomes R tels que chacun des 3 polynomes P,
@, R divise le produit des 2 autres.

EXERCICE 3.4.4.

(1) Soit P € C[X] de degré n. Montrer que si P a exactement k racines distinctes alors
P A P’ est de degré n — k.

(2) Le résultat précédent est-il vrai dans R[X] ?

(3) Trouver tous les polynomes P € C[X] de degré n tels que P'|P avec P(1) = 0 et
P(0) = 1.

EXERCICE 3.4.5.

Soit n € N*.

(1) Montrer qu'il existe un unique couple de polynomes (P, Q) de degré < n tel que
(1-X)"P(X)+X"Q(X) =1.

(2) Montrer que P(X) =Q(1 —X) et Q(X) = P(1 - X).

(3) Montrer qu'il existe k € R tel que (1 — X)P'(X) —nP(X) = kX" 1.

(4) Donner les coefficients de P.
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3.5. Etude locale d’une fraction rationnelle.

EXERCICE 3.5.1.

Décomposer sur C les fractions rationnelles :
X2 X2m
b) —
2) X4 —2X?%cosa+1 )X2”+1<

m<n).

EXERCICE 3.5.2.
Si on pose ay = e*#7/" vérifier que :

i 1 _nX’“1 i ag n
X - Xn—1 &= X—ap Xn—1

EXERCICE 3.5.3.

Soit S = X +3X2+5X%+ .-+ (2n — 1)X™. En comparant S et XS, mettre S sous forme

2 1
d’une fraction rationnelle. Calculer § <2n i 1) et en déduire une identité remarquable.

n —

EXERCICE 3.5.4.

Sip= [g] et ¢ = [n%] décomposer sur R :

> (F 1) (5 X

= :p
,;:O(_l)k(;ﬁ)X%

(Penser aux formules donnant cosna et sinna en fonction de cosa et sin a.)

EXERCICE 3.5.5.
On suppose que a, 3,7 et a, b, c sont des complexes tous distincts.
Déterminer (z,vy, z) tels que :

e
a—a a—0 a—r
z Y z 2
=1-0
b—a -5 Tb_4
. e
c—a c—fp c—v

(Utiliser F(X) = X? -1+

X—a+X—B+X—’y)'

EXERCICE 3.5.6.

Calculer S,, =
g;mp+U@+2Xp+$




ALGEBRE LINEAIRE ET POLYNOMES (R) 13

EXERCICE 3.5.7.
n!

Décomposer la fraction rationnelle et en déduire la formule

XX+ 1. )X +n)

n

Ser()i£

p=1

EXERCICE 3.5.8.

"X /
Soit P € C[X]. En considérant la fraction ( P((X)> ) , montrer que si les racines de P sont

réelles et simples alors le polynome Q = P'? — PP” n’a pas de racine réelle.

EXERCICE 3.5.9.
Soit P € R[X]| de degré n et a; < ay < ... < a, les racines simples de P, n > 3.

(1) Montrer que les racines de P’ sont toutes simples, on les écrit by < by < ... < b,_;.
/
(2) On pose 0; = a;+1 — a;, montrer, en décomposant la fraction o en éléments simples,
0i 0i
que a; + — < b; < a1 — —.
n n

EXERCICE 3.5.10. E

Soit P € R[X], a < ¢ < b, on suppose que P —a et P — b sont scindés.

(pour A et B, on fera intervenir J =

P'.(P—
Montrer que P—c est scindé. On pourra pour cela étudier la fraction rationnelle ( ) ,
(P—a)(P—0)
écrire ¢ = ta + (1 — t)b et utiliser l'exercice 3.4.4.
4. CALCUL MATRICIEL
4.1. Opérations sur les matrices.
EXERCICE 4.1.1.
Calculer les inverses de :
1 a - a" 1 2 n 1 1 1 1
01 - av! 01 n—1 1 i =1 —i
Sl R e O R DU TS
00 --- 1 00 --- 1 1 = -1
01 0
00
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EXERCICE 4.1.2.

r -y —z —t
. . y _t :
Soit 1 My ..y = z t T -y
t -z y =
Calculer :
T
M(z,y,z,t)M(:v,y,Zi)’

en déduire que : M est inversible ssi (z,y, 2,t) # (0,0,0,0).
Mettre M sous la forme : zlI, + N, calculer les puissances de .
En déduire : M™ pour n € Z (en prenant la convention M° = I,).

EXERCICE 4.1.3.

Si A = (a;;) matrice d’ordre n a coefficient dans un corps K sous corps de C. On pose :
Tr(A) = > a; (appelé trace de A).
i=1
(1) Montrer que : Tr(AB) = Tr(BA), puis : Vn € N* : Tr((AB)") = Tr((BA)").
(2) Montrer que, si: VX € M, (K), Tr(AX) = Tr(BX) alors A = B.
(3) Montrer que si ¢ € Lx(M,(K),K) et si ¢ vérifie o(AB) = p(BA) alors il existe un
scalaire A tel que ¢ = A Tr.

EXERCICE 4.1.4.

Soit (x,y) € R?, on définit M(z,y) = (_ggy . _343/)-

Montrer que {M(z,y), (z,y) € R*} ~ C (morphisme de corps).

EXERCICE 4.1.5.

On dit qu'une matrice M € M3(R) est magique ssi les 8 sommes

3 3 3 3
E Gy, E Gy, E Qi E Qi4—q
j=1 i=1 i=1 i=1

sont égales. Leur valeur commune est notée s.

(1) Trouver toutes les matrices magiques antisymétriques puis toutes les matrices magiques
symétriques (on commencera par celles correspondant a s = 0).
(2) En déduire la forme de toutes les matrices magiques.

EXERCICE 4.1.6. Matrices permutant avec une matrice donnée.

Soit A € M5(K), A non scalaire. Montrer que toutes les matrices permutant avec A sont de la
forme Ay + pA.
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4.2. Matrices et applications linéaires.

EXERCICE 4.2.1.

En vous inspirant du , résoudre I'équation matricielle X2 = I, sur M,,(R).
Application a la résolution de I’équation :

X2 _-3X+4+2I,=0
sur M, (R).

Comment alors résoudre aX? + bX + cI, = 0 d’une manicre plus générale (en supposant
b — dac > 0) ?

EXERCICE 4.2.2.

Calculer l'inverse de la matrice triangulaire inférieure 7' = (¢;;) ou t;; = (;j) pour ¢ > j.

EXERCICE 4.2.3. Endomorphismes nilpotents.
Soit u € L(E), dim E' = n, on dit que u est nilpotent ssi il existe p supérieur a 2 tel que u? = 0 ;
la matrice associée sera dite elle aussi nilpotente.

(1) Soit p le plus petit entier vérifiant u? = 0, montrer que p < n. Si p = n, montrer qu’il
0 1 0
existe une base de F dans laquelle v a pour matrice :

0
(2) Montrer que si A est nilpotente alors [,, — A est inversible et préciser son inverse.

EXERCICE 4.2.4.

Dans R3, déterminer la matrice de la composée de I’homothétie de rapport 5 et de la projection
sur le plan d’équation = + y + 2z = 0 parallelement a la droite dirigée par le vecteur (1,2,1).

EXERCICE 4.2.5.
11 -1

Soit f € L(R?) de matrice M = [ =3 -3 3
-2 =2 2
Déterminer Ker f, Im f et trouver une base de R? dans laquelle la matrice de f n’a qu'un terme
non nul.
Calculer M™ pour n € N.

EXERCICE 4.2.6.

Soit A = (a;;) une matrice de M,,(C) qui vérifie la propriété suivante :
Vi e [[Ln]]a Z |aij| < |a’ZZ|
J#
Montrer que A est inversible.
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4.3. Rang d’une matrice.

EXERCICE 4.3.1.

Soit (A, B) € M,,(K)?, telles que : AB =0 et A+ B inversible.
Montrer que :

Rg(A) + Rg(B) = n.

EXERCICE 4.3.2.

0 p1 - Do
pr 0 o 0

Onpose: A=|". . . | oules p; sont des nombres complexes.
pn 0 - 0

Quel est le rang de A% ?

EXERCICE 4.3.3.

Soit A une matrice de M,, ,(K) de rang r. Montrer que A peut s’écrire comme la somme de r
matrices de rang 1.

EXERCICE 4.3.4.

Soit M une matrice de M,,(K) telle que M" ! = 0, montrer que M™ = 0.

4.4. Systemes d’équations linéaires.

EXERCICE 4.4.1.

Soit (a,b,c) € R*\ {(0,0,0)}, étudier le systeme d’inconnues : z,y, 2
(b+c)r+ (be—1y+(1+0*)(1+cF)z=a
(c+a)r+(ca—1y+(1+*)(1+a*)z=0
(a+b)z+ (ab—1y+ (14+a?)(1+ %)z =c

EXERCICE 4.4.2.

En considérant (a, b, ¢) comme un point de R?, résoudre :

ay+bz+ct =a+b+c
ar+cz+bt =a
br +cy+at =0
cx+by+az =c

EXERCICE 4.4.3.

Résoudre les systemes

ax + by +1 =a+b r+y+z =a+b+c
br +ay + +z =a—>b f+%+f —

T+ at+bz =a—1 a? b 2 a+4+b+c
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5. DETERMINANTS

5.1. Groupe symétrique.

EXERCICE 5.1.1.

Soit ¢ = [ay,as, ..., a,| le cycle de &,, défini par : c(a;) = ait1, c(a,) = a;.
(1) Montrer que Vo € &,, , on a : dlay, as,...,ayl0 ' = [o(a1),0(as),...,o(ay)].
(2) Montrer que &,, est engendré par les 2 permutations : (1,2), (1,2,...,n).
(3) Montrer que le produit de 2 transpositions peut s’écrire comme un produit de cycle(s)
d’ordre 3. En déduire que A,, est engendré par les cycles d’ordre 3.

EXERCICE 5.1.2.
On appelle birapport de (xy, x5, x3,74) € C* le nombre :

T4 — X1 T3 — X1

B(l’l,.fll'g,xg,l&l) = =A

Ty — Ty Xy — To

(1) Soit 0 € &4, donner les différentes valeurs prises par B(Zy,, Toy, Loy, To,) €n fonction de
A selon les différentes valeurs de o.

(2) On fait apparaitre ci-dessus des fonctions du parametre A\ ; montrer que, dans R U
{0}, elles forment un groupe pour la loi de composition des applications ; a quoi est-il
isomorphe?

EXERCICE 5.1.3.

Etudier la parité de : (2

1 2 3 4 .. 2n—1 2n
n+1 n—1 n+2 n—2 ... 2n 0/

EXERCICE 5.1.4.

Soient n > 5, (a, b, c), (a’,V, ") 2 cycles d’ordre 3 dans &,,. Montrer qu’il existe une permutation
o paire telle que : o(a,b,c)o™! = (a',V, ).

EXERCICE 5.1.5.

Soit n > 3, chercher I’ensemble des permutations de &,, commutant avec tous les éléments de
S,

5.2. Déterminants.

EXERCICE 5.2.1.

Calculer les déterminants :

a 0 b 2cosf 1 0 cos 1 0
A2n: 0o "-. 0|, Bn: 1 , Cn: 1 2cos
b 0 a 0 . 2cosb 0 2cosf
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EXERCICE 5.2.2.

n—1
Calculer : IT = [T (1 + 2e*#/m 4 ... 4 pe(n=Dkm/n) “en déduire
k=0

1 n
n 1 n—1
A, = )
2 n 1
EXERCICE 5.2.3.
1 b
Soit D = ou a, b, r; sont des réels. On appelle D(z) le déterminant obtenu a partir
a T

de D en ajoutant x a chacun de ses éléments.
(1) Montrer que D'(x) est constant.
(2) Sia # b en déduire 'expression développée de D (utiliser w(x) = (r; —z)(...)(r, — x)).
(3) Etudier le cas ol a = b.

EXERCICE 5.2.4.

Soit A le déterminant det(1 + (z;)?).

Si (i,7) € [0,n]?, calculer A.

Si (4,7) € [1,n]?, montrer que A = |2 [T 2 — [[ (zx — 1)| D(z1, 29, ...,7,) ol
k=1 k=1

D(zy,x9,...,x,) est le déterminant de Vandermonde de xy, xa,... .

EXERCICE 5.2.5.

Calculer le déterminant dont la (k + 1)®™° ligne s’écrit :
1 cosay ... cos(nag)

on utilisera les déterminants de Vandermonde.

EXERCICE 5.2.6.

Calculer les déterminants suivants :

(b+ c)? b? c? a+b b+c c+a ? (1) alz b12
Al = a,2 (C —+ &)2 02 , AQ = (IQ + b2 b2 + 02 02 + CL2 , AB - 1 CL2 0 02
a? ¥  (a+0b)? A+ b+l P +add L2 20

EXERCICE 5.2.7.

Soient n € N et P € C[X]| de degré k. On suppose que n > k + 2. En étudiant 1’application
A :PeClX]—QouQ(X)=P(X+1)— P(X), déterminer la valeur de I'expression

P(1) P2 ... P
P2)  P(3) ... P(n+1)

P(:n) P(n:—i- ) ... P(Qn:—l)
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EXERCICE 5.2.8.

Soient A € M,, ,(K) et B € M, ,(K) avec n > p.
Calculer det(AB).

EXERCICE 5.2.9.
Soit » € L(M,,(K)) définie par o(M) = MT.
Calculer det(yp).

19
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1. INDICATIONS :

Indication 1.1.1 ¢ n’est ni injective ni surjective.
Indication 1.1.2 Résoudre 1’équation différentielle.

Indication 1.1.3 La premiere égalité est fausse (prendre 3 droites dans le plan), la deuxieme
est vraie.

Indication 1.1.4 L’un est inclus dans 'autre (cf. exo sur les groupes).
Indication 1.1.5 Ecrire la décomposition de x € T" sur S+ T et sur S+ 1".
Indication 1.1.6 E n’est pas un espace vectoriel.

Indication 1.2.1 Soit H; les plans d’équation z = h;(z,y), R; les demi-espaces fermés de
frontiere H; définis par z > h;(z,y). E est le polyedre intersection des R;. On note F; = ENH;
face associée a H;, I = [1,n] et on définit & : M € & +— 2. On veut prouver que P atteint son
minimum sur F.

(7) Montrer que inf ®(FE) = min;c;(inf ®(F})).

(i4) Montrer que inf ®(F;) = min;inf ®(C;;) o Cj; est une aréte de la face F; définie comme
suit : Cy; = F; N Ay ou Ay est la frontiere d'un demi-plan de H; obtenu comme l'intersection
de R; et de H;.

(i77) Recommencer la méme chose avec les sommets pour obtenir inf ®(£) = min ®(.5;;;) ot les
Siji sont les sommets de F.

Indication 1.2.2 Prendre h I’homothétie de centre I (isobarycentre de ABC') et de rapport
-1/2 W T’homothétie de centre O qui transforme en (P) le plan (ABC). Les droites AA”, BB"
et CC” sont paralleles ou concourantes.

Indlcatlon 1.2.3 ChOlSlI" un repere afﬁne tel que A(1,0,0), B(0,1,0),C(0,0,1), u = (1,1,1)
et poser AA’ —C(u BB’ 5u CC’ —*yu

Indication 1.2.4 On choisit un repere tq D(y = b,z =0), D'(z = c,x =0),D"(x = a,y = 0),
on trouve Py(Aa,b,0) et M'(0,b/(1 — X),c), M"(a,0,(1 —1/X)c) d’ou }\ir% P, =(0,b,0).

Indication 1.2.5 = AB € Get biensuar F C G, < F = A+ Fdonc A+ F C A+G =
—

B+BA+G=B+Gdonec F CG.

Indication 1.2.6

(1) L’intersection d’une famille de parties convexes est une partie convexe.

(2) On note B(A) I'ensemble des barycentres a coefficients positifs de A.
Montrer que B(A) D Conv (A) en prouvant que B(A) est une partie convexe. Pour
Iinclusion inverse, soit C' un ensemble convexe contenant A, montrer qu’il contient
B(A) en prouvant par récurrence sur k qu’il contient tous les barycentres positifs des

(A1, ..., Ag).
Indication 1.3.1 (=) Ecrire f(p(E)) C p(f(E)) C p(E) et p(z) = 0 = p(f(z)) = 0.
(<) Ecrire E = Imp & Ker p.

Indication 1.3.2 Prouver que E = E; + E, + Es et utiliser les relations h; o h; = 30;;h;.
Indication 1.3.3 Utiliser les inclusions Ker f C Ker f? et f%(F) C f(E).
Indication 1.3.4

(1) Tl suffit de prendre A = (b—a)™!, p= -\

(2) Par récurrence, on obtient f™ = b"p + a”q.

(3) La relation du 2. est valable méme si n est négatif.

Indication 1.3.5 Montrer que p o u™ **" o p = u"**" o p et en conclure que ¢*> = ¢ puis, avec

ImqgC EetVaeeFE :q(x) =z, que Kerq est supplémentaire de E.
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Indication 1.3.6 (1) immédiat, (2) prendre uy (P)(z foo t2e T P(t) dt,
us(P)(x) = x [ te ' P(t) dt, us(P)(x) = 2 [;° _tP t, (3) U= {(a,b,c)/abc # 0}.
Indication 1.3.7 Distinguer les 2 cas : il existe 7, tel que F;, = F, F;, # F, dans le deuxieme
cas, prendre l'intersection Fj, N F; avec les autres F; et raisonner sur les dimensions.
Indication 1.3.8 Par absurde, f(z)g(y) # 0 et calculer f(z 4+ y)g(z + y).
Indication 1.3.9
(1) Distinguer les cas u = 0 et u # 0, (2) utiliser la formule du double produit vectoriel.
Indication 2.1.1
(1) Par récurrence et par I'absurde, on montre que 1'équation ayaq + - - - + a,,x
a une infinité de solutions.
(2) Se ramener au (1) avec z = f(y).
(3) g(] = 1,+00[) = [—1,1] on utilise alors le (2).
Indication 2.1.2
On a f = AId +up, ou p, désigne une projection sur la droite engendrée par .
Indication 2.1.3 Utiliser /NG C F'N(FNG)etsiz =y+z€ E=F+G, écrire y = y; + 4o
ouy € Flety, € FNG.
Indication 2.1.4
(1) = Ecrire w = Au+pv, v € Vect(u, w) et distinguer les cas (u, 1) # (0,0) et g = ' = 0.
=7 # 0= w € Vect(u,v), # 0= v € Vect(u,w).
(2) Ecrire que F' + Vect(u,v) = F + Vect(u, w).
Indication 2.2.1 Etablir I'isomorphisme de P,_o sur Q qui a P € P,_, fait correspondre

(X?4+Y?)P € Q et vérifier ensuite que les polynomes P, = (X +iY)" et P, = (X —iY)" sont
dans H et qu’ils forment une famille libre. Prouver ensuite que dim H = 2.

Indication 2.2.2 P(z +ax) = > 5, 7 a’“ PM (), si APz + ap) + -+ + \P(x + a,) = 0 alors
remplacer les P(x + ay) et utiliser Vandermonde.

Indication 2.2.3 <(2, 1, —3)) est une base.

Indication 2.2.4 \;f1 + Ao fa + A3f3 = 0 et écrire le systeme, la famille est libre.
Indication 2.3.1
(1) Utiliser le fait que la suite k, = dim Ker u? est croissante et majorée.
(2) Remarquer que dim F = dim Ker «? + dim Im u”.
(3) Siz € Keru* NImu” alors Jy € E : z = u*(y) et u**(y) = 0.
Indication 2.3.2 Montrer que po g = —q o p, puis écrire pog=p?>oq= —poqop.
Im(p+q) CImp+Imget, siz = p(x)+q(y) € Imp+Img, alors (p+q)(z) = p*(z) +¢*(y) = 2.
Utiliser la premieére question pour montrer que Imp N Imgq = {0}.
KerpNKerq C Ker(p+ q) et si z € Ker(p + q) alors p(z) = (p? + poq)(x) = 0.
Indication 2.3.3 Prendre (e,11,...,€e,) une base de Ker f que I'on complete en une base de E.

/On —Q] — O

Indication 2.3.4 Appliquer la formule du rang a f1 = f|ker(gof)-
Indication 2.3.5
(1) Montrer que Rg(f + ¢g) < Rg f + Rgg et I'appliquer & f + g et —g, puis a f + g et —f.
(2) Avec f o g = 0 montrer que Rg(f) + Rg(g) < n puis conclure grace a (f + g)(F) C
f(E) + g(E).
Indication 2.3.6 Prendre F' = Vect(F) et F' = Vect(F') et rajouter a la famille F' les n — r
vecteurs restant de la famille F.

Indication 2.3.7 = montrer que dim Ker f = p, <= immédiat.
Indication 2.3.8 g € E* immédiat, on trouve ensuite A = g(u).
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Indication 3.1.1 On trouve 8960.
Indication 3.1.2 On trouve P = (X? — 6X? + 12X — 8)? et Q = (X2 + 3aX + a?)?.
Indication 3.1.3 Montrer que P(X)* — X* est divisible par P(X) — X puis additionner.

Indication 3.1.4 Montrer que P = X puis trouver une contradiction.

Indication 3.2.1 Etudier la suite récurrente double (Pn) : Pnie = —TPpt1 — Pn €t prouver que
P = G5 [(@ 4 6 = (= 6] o1 6% = 2 — 4
Poser x = 2 cos 6 pour trouver les racines qui sont les z, = 2 cos 0y, pour k € [1,n], 0, = nk—g

Indication 3.2.2

(1) On trouve dega, = 2 ["7*1} +1 et degb,, =2 [%}

(2) On a y,(tana) = tan(na) par récurrence sur n. Les racines de a, sont zj, = tan T,
(2k+1)m

celles de b, sont rj, = tan =~

(3) On a z, =i(1 —iX)™
Indication 3.2.3 (a) Le reste R est égal a -1, (b) R = 2(—X® 4 13X* — 46X +48).
Indication 3.2.4 Faire intervenir j, on trouve X2+ X +1 | P & m = +1[6].
Indication 3.2.5 Utiliser la relation (1 4+ X +---+ X?71)(1 - X) =1 — XP?.
Indication 3.2.6 Faire intervenir les racines cinquiemes de l'unité, n # 0 [5] < b | a.
Indication 3.2.7 On trouve P = A\(X + a)".
Indication 3.2.8 Dériver la relation plusieurs fois et ajouter.

Indication 3.2.9 A ‘
Pour P on résout (1£2)™ = e2#@ d'ott P = [1 + (—1)"*+1e2#] T[ (X — i tan ).
Pour @, on écrit que cos(2nf) = S_p_ (=1)F(3') cos?™ 2k fsin®* = sin® 0 Q(cotan® @) d’olt

2k
Q=111 <X — cotan? W)
s . X X
Indication 3.2.10 Par récurrence on a : P,(X) = (1 - X)(1—-5)(...)(1 - —).
n

Indication 3.2.11 Dériver plusieurs fois (ii) pour obtenir P"~2%)(a) = 2 Pr=2k+1(q) =
_ X—a) b(X —a)™ 2 bE (X —a)"—2k

PR 2(n—2)! +o Tt 2k (n—2k)! +

et utiliser la formule de Taylor. On obtient P
Indication 3.2.12
(1) & 2. Procéder par récurrence sur n avec F'(p) = Zié(—l)k("zl) (X — k)P on trouve
Fop(p) = (n+ 1) Fu(p).
3 Faire X = 0 dans la relation du 2.
Indication 3.2.13
(1) Procéder par récurrence sur k.
(2) Apg = Pp(1) =0si k <n,si k=n alors on trouve (—1)"nl.
Indication 3.2.14
(1) Poser A(P)(X) = P(X)— P(X + 1) et calculer A"(P)(X).

(2) Multiplier la (k + 1) colonne par (—1)*(}) et additionner tout dans la premiere
colonne, le quotient vaut HZ: kn—k,

Indication 3.3.1
(1) Berite P(X) = AT (X — @)% [T (X — uy)? + v?] puis montrer que A > 0, les

j=1
a; sont pairs et écrire le deuxieme terme du produit en faisant intervenir R(X) =
[T (X — wy) + dvy).

(2) Distinguer les cas P toujours positif (et utiliser le (1)), P admet une racine d’ordre
impair négative et utiliser la récurrence.
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Indication 3.3.2 .
On a (X +i)"™ — (X — )" = 2(n+ 1)i [[;_, (X — cotan %) et avec X = 2i, Il = %.
Indication 3.3.3
(1) 1—2)P(x)=Q=-nz""'+(n+1)a" —1et Q = —n(n+1)z"(x — 1).
(2) Si z est racine de P alors n|z|" < 1+ |z|+ -+ |2[""! et montrer que si z # 1 alors on
ne peut avoir égalité.
Indication 3.3.4
(1) Ona: app™+ -+ +a1pg" ! = —apq™.
(2) ¢"P(m) = a1q" *(mg — p) + -+ + a,[(mq)™ — p"] et chaque terme de la somme est
divisible par mq — p.
(3) (a) X3 — X — 1 n’a pas de racine rationnelle.
(b) 2 est la seule racine rationnelle.
(c) 1 et —3 sont les seules racines rationnelles.
(4) (a) p—mug|P(m1) et p—maq|P(ms) donc p—mig = —1 et p—mag = 1, si[my—mo| > 2
alors obtenir une contradiction.
(b) p—myq = —1 et p—maeq =1 et faire la somme.

Indication 3.3.5

(1) Ecrire que sinna = sin"a [(7) cotan™ ' a — (§) cotan™ 3 a + - - + (=1)7(")] et poser

x = cotan? a, utiliser ensuite les relations entre coefficients et racines.

(2) Elever au carré les inégalités et prendre les inverses avec o = ’“n—”

Indication 3.3.6
(1) & (ii) : poser « le centre du parallélogramme et Z = z — «, réciproque est immédiate.
(it) = (i11) : P(z 4+ a) = z* — 322 + v, alors P'(z + a) et P”(z + ) ont 0 comme racine
commune.
(73i) = (i7) si « est la racine commune, alors P”(z) = 24(z — «) et on integre.

Indication 3.3.7 On trouve a = (—1)"e~2". Le produit des racines vaut (—1)? si n = 2p,
(—1)P cotan((2p + 1)) sin =2p + 1.

Indication 3.3.8 Les deux polynomes ont les mémes racines toutes simples et ils ont méme
coefficient dominant. A
Ecrire sin(x 4 k7 /n) = S ——f- et remplacer X par e”** dans la relation polynomiale. On

. e R . 9
obtient I, = 352, De méme, II. = sm(”;#/)

2tk /n_ o —2ix

Indication 3.3.9 Ecrire les relations entre coefficients et racines, avec p; = 1, on a py = 3,
s2 =6 et A = £21/6. Les racines sont 6@, €§(H:i) ou e = Fl.
Indication 3.3.10 Utiliser [[}_, (z —exp (2£7)) = 2™ — 1, on obtient II, = 2(1 — cos nd).
Indication 3.4.1 (X7—2X5—5X*+3X3 42X —5)A(X 4+ X +3X3—3X2—3X —5) = X2+ X +1.
Indication 3.4.2
(=)PAP+Q=1, QAP+Q =1, («<)si D=PAQ alors D divise P+ Q et PQ.
Indication 3.4.3 Soit D = P A Q, écrire P = P'D, Q = Q'D pour obtenir R = K P'Q)’ puis
montrer que K|D?.
Indication 3.4.4

1) Berire P = A" (X —a;)® et P' = N[[*_ (X — a;)%'R.

EZ§ Le résultat es{[fjalif( sur RJ) Hjil( /

(3) P=(1-X)"
Indication 3.4.5

(1) C’est la relation de Bézout améliorée.
(2) Conséquence immédiate de I'unicité de P et Q.
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(3) Dériver la relation du (2), montrer que X™ ! divise le polynome —nP(X)+(1—X)P'(X)
et raisonner sur les degrés.

(4) PO =% (1) %0,

Jj=0
. . X2 _ 1 1 . 1 . 1 1
Indication 3.5.1 r—sso ooy = Tismaf? | X—e/Z ~ XgenZ  X—e—z T X+e—w/2]’
2m+41
X 1 Nen—l g — pi(2k+1) ™

Indication 3.5.2 Décomposer les fractions rationnelles.
Indication 3.5.3 XS — S = Z2=[2(n — 1) X" —2n X" + X + 1],

S (2th) = 220 (9n(2n — 1)" — 20+ 1)").

Indication 3.5.4 Ecrire F(tanf) = tannf les poles sont donnés par x; = tanfy ou 6 =
(2k+1)5-, k € [-p,p—1]. On obtient la décomposition F' = E—% o L L

=Y cos? (Qk;l)” X —tan
n

2n

X
o E=0sin=2pet E=—sin=2p+ 1.
n

Indication 3.5.5 Ecrire F(X) = (X= a)(())((*oi’))((j((:;))(gi?’)\m” ) et exprimer que F (a) = F(b) =

F(c) = 0. Poser P(X)) = ()(( a)(X )( —O)(X?+AX +p), Q(X) = (X —a)(X = 8)(X —7)
T V=30 = a
Indication 3.5.6 Décomposer la fraction rationnelle

1 1 1
6(n+1) + 3(n+2)  6(n+3)"

on a alors © =

on trouve S, = % —

1
X(X+1)(X+2)(X+3)’ 18

p(n 1
Indication 3.5.7 X(X+1)?!..)(X+n) = ZZ 0 %, puis faire passer X dans 'autre membre.
Indication 3.5.8 (%), = & et montrer que (1;, x))) > 0.

Indication 3.5.9

(1) Appliquer le théoreme de Rolle.
(2) Supposer P unitaire et écrire la décomposition de % de 2 facons pour obtenir la rela-

tion 1 = %, en déduire que ﬁ < 1, pour obtenir la deuxieme inégalité,
remplacer k par k 4+ 1 dans la relation.
P'(x).(P(x) — htk

Indication 3.5.10 Soit f(z) = (P(a:)(g? c(z)ggli)(x)czb)’ montrer que f(zr) = Z:z:l xiél- ou
v; > 0, étudier alors f et utiliser I'exercice 3.4.4.
Indication 4.1.1 Ecrire A = I,, + aJ + - - -+ a"J", A~ = (I, — aJ).
Ecrire B =1, +2J + - —I—nJ”131 (I J)P=1-2J+J%
Résoudre le systéme CX Y, C'=1C.
Indication 4.1.2 M(xyzt)M(myzt) = (ZE +y? + 22 + 1)1y, M(mlyzt) = WM(EW”.

N2 —(y? + 22 + 1?) 14,

Z[nﬂ( )k(%) n=2k(y2 4 ;2 4 2)k], +an 1/2] —1)k (%H) a2 (y2 4 2 4 2)k N
M= S DR () + 22+ LG ””t DM () 2" W7 o+ 2+ 1)
Indication 4.1.3

(1) Utiliser la relation (AB)™ = A(BA)""'B.
(2) Prendre X = Ep, Tr(AX) = agp.
(3) Utiliser Ej;E;; = E;; et Ej;E;; = 0;;E;; pour montrer que p(E;;) = 0si i # j et
p(Eii) = ¢(Ejj)-
Indication 4.1.4 Ecrire M(z,y) = ol + yN o N? = 4N — 5] et, avec z = 2 + i, définir
¢(x + 2y) = M(z,y).
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Indication 4.1.5

0o 1 -1
(1)A = (-1 0 1 est une base de l'’ensemble des matrices magiques anti-
1 -1 0
1 -1 0 1 11
symétriques, S; = | —1 0 1 ], So |1 1 1] est une base de I'ensemble des
0 1 -1 111

matrices magiques symétriques.
(2) Toute matrice se décompose en la somme d’une matrice antisymétrique et d’une matrice
symétrique.

Indication 4.1.6 Faire le calcul.

Indication 4.2.1 X est semblable & une matrice (% _O] ) Ecrire ensuite X2 — 3X + 2 I, =

(X — %_fn)2 — i[n, I’équation générale s’écrit (X + %In) = ¥ —dac T

4a?

Indication 4.2.2 Ecrire que la transposée est la matrice de passage de la base canonique de
R,[X]alabaseeg =1, =1+ X,.. = (14 X)™, on trouve T~ ! = <(—1)j*1(§:11)>.
Indication 4.2.3

(1) Siz est un vecteur de E tel que uP~!(z) # 0, alors la famille (u?~%(x))gep ) est libre.
(2) Ona (I, —A) (I, + A+ A2+ ...+ AP =],

4 -1 =2
Indication 4.2.4 On trouve | =2 3 —4
-1 -1 3
Indication 4.2.5 Ker f = Vect(e; + e3,e3 + €3), Im f = Vect(e; — 3es — 2e3), B = (e3 — 3ey —
0 01
2e3, €5 + €3, e1) est une base dans laquelle f admet pour matrice A= [0 0 0. M" =0
0 00

Indication 4.2.6 Raisonner par l'absurde, si X # 0 est tel que AX = 0 prendre k € [1,n] tel
que |zx| = max |z|.

Indication 4.3.1 Si f et g sont les endomorphismes de K" de matrices A et B alors fog =0
donc Rg(f) + Rg(g) < n, et (f +9)(E) C f(E) + g(E) donc Rg(f) +Re(g) > n

Indication 4.3.2 Si >_p? # 0 : Rg(A?) =2, si Y. p? = 0 et (p1,p2,---,00) # (0,0,...,0)
Rg(A?) =1, enfin (p1,ps,---,pn) = (0,0,...,0) : Rg(A?) = 0.

Indication 4.3.3 Cf. exercice 2.3.3.

Indication 4.3.4 Par I'absurde prendre X matrice unicolonne telle que M™X # 0.

Indication 4.4.1 D’une part, le déterminant du systeme est nul, d’autre part, la condition de
compatibilité s’écrit a(a® +1)(b—¢) + b(b* + 1)(c —a) + c(¢* + 1)(a — b) = —(a — b) (b — ¢)(c —
a)(a+b+c) =0.

Indication 4.4.2 Le déterminant A du systeme vaut (a+b+c)(a+b—c)(a+c—b)(a—b—c),
dott, si A £ 0 —a(b* + * — a?)

ou, si = :

’ Y (a+b—c)la+c—Db)(a—b—rc)
P=a+b+c=0, Q celui d’équation Q1 =a+b—c=0et de meéme (o, Q3(A = PQ1Q2Q3).

Indication 4.4.3 Poser X =z +y, T'=t+z dou X =T = a+b+1 a condition que a+b # £1,

% et Z = % a condition que a — b # £1.

Pour le deuxieme systeme, on utilise les déterminants de Vandermonde on trouve xz =
(a+c)(atb)a?

(b—a)(c—a)(a+b+c) "

Prendre alors P le plan d’équation

pusY =x—y, Z=1t—z2 douY =
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Indication 5.1.1

(1) Avec 7 = oco™ !, si ¢ ¢ {o(a1),0(a2),...,0(a,)} alors 7, = x, si z = o(q;), alors
T, = oc(a;) = o(ai1)(si i # p).

(2) On prend ¢ = (1,2) et 0 = (1,2,...,n)s, alors oco™! = (2, 3), et on continue pour avoir
(k+1,k+2)

(3) Si ty = (4,]),ta = (k,1), distinguer les cas {i,j} = {k,{}, Card{i,j} N{k, 1} = 1,
{i,7} n{k,1} = 0.
Indication 5.1.2
(1) On trouve les valeurs : 1 — X\, 1,1 — 1, %5 et .
(2) On pose fo(A) = A, fi(A) =1=A, fa(A) = %7 fs(A\) =1— i, Ja(A) = ﬁa fs(A) = ﬁ
et G ={fo, f1, f2, [3, f1, [5} muni de la loi de composition.
Indication 5.1.3 p est paire en comptant le nombre d’inversions.
Indication 5.1.4 Prendre o € G, telle que o(a) = d’, o(b) =V et o(c) = ¢ et distinguer les
cas o est paire, o impaire.
Indication 5.1.5 Utiliser (i, j)
Indication 5.2.1 On a Ay, = (a®* —b*)", B, et C,, vérifient la relation : u,, = 2 cos Ou, 1 — U, _»
d'ott B, = S20+V0 o oin g #0 et C, = cosnd.

o=t = (0(i),0(j)), on trouve I'identité.
2

sin 6
Indication 5.2.2 Utiliser P(z) = 1 + 2z + -+ + na"! = —(nir_lgfn + 1(3;;21, I =
n—1n""L(nt1) dre A o b =l Q (i-1)(i-1)
(-=1)"'=——=—=. Prendre = N : et = (w Yajenp =
2 -+ n 1

(Cy,...,C,) et calculer AQ. A, =1I.
Indication 5.2.3

(1) Dériver D(x) colonne par colonne.

(2) D(x) est une fonction affine de x, on trouve D = D(0) = %A

(3) D est une fonction de b, continue, on trouve D = w(a) — aw'(a).

Indication 5.2.4 Si (4,7) € [0,n]* alors A = 2D(zq, 21, ..., %,).
Si (i,7) € [1,n]?, écrire la premiere colonne sous la forme 2 + (x;, — 1) et obtenir A = Ay + A,
ot Ay = (2,1+22,...,1+20) et Ay = (x,—1,1+22,...,1+2%). Pour calculer Ay, retrancher
la moitié de la premiere colonne & toutes les autres, pour A, retrancher la (n — 1)™¢ colonne
alan®e . la(n—k—1)®m°3la (n— k)eme,

Indication 5.2.5 Utiliser la propriété cos(nay) = 2" ' cos™ ay + P,_1(cosay) ou P, ; désigne
un polynome de degré inférieur ou égal a n — 1.
Le déterminant vaut 2""~Y/2V (cos ag, cosay, . . ., cos ay,).

Indication 5.2.6 A; = 2abc(a + b+ ¢)®, Ay = 2abc(a — b)(b — ¢)(c — a), Az = (a — b+ c)(a +
b—c)la—b—c)la+b+c).

Indication 5.2.7 On fait C), — C,, — C,,_1,..., Cy «— Cy — Cy d’ou

P(1) AP(1) ... AP(n—1)
= PEZ) AP:(Z) o AP(n) et on recommence, on trouve D = 0.
P(n) AP(n) ... AP(2n—2)

Indication 5.2.8 det(AB) = 0.
Indication 5.2.9 Se placer dans la base (S;;, Ay) ou S;; = Ejj + Ej;, i < j et Ay = Ey — Ejg,

n(n—1)

k <l et on obtient det ¢ = (—1) 2
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1. SOLUTIONS

Solution 1.1.1 ¢ € L(E) grace a la linéarité de 'intégrale.

Si f(z) =sinmzx, ¢(f) = 0 donc ¢ n’est pas injective.

Comme ¢(f) est dérivable, ¢ n’est pas surjective car il existe des fonctions continues non
dérivables.

Solution 1.1.2 f est linéaire par linéarité de la dérivation. f est bijective car, en résolvant
I’équation différentielle, on obtient :

xT

-1 _ z?)2 7t2/2d.
f(z)=e /Oz(t)e t

(On a utilisé la formule de la proposition 5.8.1 page 133.)

Solution 1.1.3 On n’a pas le (1), il suffit de prendre 3 droites vectorielles distinctes dans le
plan. M+ N=E, LN(M+N)=Let LNM =LNN ={0}.
Pourle (2): LN(M+LNN)CLNM+LNN est immédiat.
eSizeLN(M+LNN)alorsz=y+zouyeMetze LNN. ye€ Lcary=x—2z2
donc on a bien l'inclusion annoncée.
eSiz=y+zouye LNMetze LNNalorsxz € Let x € M+ LN N d’ou l'inclusion
dans 'autre sens.

Conclusion : cet exercice banal est cependant tres important car il est tentant d’écrire la relation
LN(M@&N)=LNM&LNN..

Solution 1.1.4 La C.N.S. cherchée est ' C G ou G C F. Le raisonnement est le méme que
pour les sous-groupes, il se fait par 'absurde (en fait on peut ne se servir que de la structure
de groupe des espaces vectoriels considérés).

Solution 1.1.5 En dimension finie, un raisonnement sur les dimensions fournit immédiatement
le résultat en utilisant le théoreme 2.16 page 41 qui dit que

Sinon, soit x € T”, écrivons sa décomposition sur S + 7T et sur S + 71" :
T =25+ Tr =24+ T

to=v—axp e SNT =SNT,op =xs—2vg+axp €T doncexeTie T"CT, T=T".

Solution 1.1.6 Si E n’est pas réduit a {0} alors E n’est pas un espace vectoriel car pour x # 0,

Solution 1.2.1 Soit H; les plans d’équation z = h;(x,y), R; les demi-espaces fermés de frontiere
H; définis par z > h;(x,y). E est donc le polyedre intersection des R;.

On note F; = E N H; face associée a H;, I = [1,n] et on définit & : M € & +— 2. On veut
prouver que ¢ atteint son minimum sur F.

(7) Montrons que inf ®(E) = mi}l(infq)(Fi)), ie. VM € E,IN € UE O(M) = O(N).

1€
el
Soit M € FE, considérons (V;);cs tel que N; € (M, ?) NH;. Sij est tel que ®(N;) = max O(N;)
1€
alors IV; répond a la question (j existe bien).
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(i7) Montrons que inf ®(F;) = mininf ®(C;;) ou C;; est une aréte de la face F; définie comme
j

suit : Cy; = F; N A;; ou A est la frontiere d'un demi-plan de H; obtenu comme l'intersection
de R; et de H;.

On a alors deux cas :

e soit H; est parallele a xOy, le résultat est alors évident car les points de H; ont la méme cote.
e H; n’est pas parallele a xOy, on prend la ligne de plus grande pente de H; qui rencontre
nécessairement une aréte (sinon, ® ne serait minorée sur £).

(¢4) On recommence la méme chose avec les sommets, on aura alors inf ®(E) = min ®(.5;;;) ol
les S;ji sont les sommets de . Comme ils sont en nombre fini, on peut conclure.

Solution 1.2.2 Soit I I'isobarycentre de ABC' (i.e. le barycentre des points A, B, C affecté du
méme coefficient), .
h I’homothétie de centre I et de rapport -1/2 qui transforme A, B, C en A’, B, (",
h' 'homothétie de centre O qui transforme en (P) le plan (ABC) et A son rapport :
e si A # —2, b/ oh est une homothétie de centre J : AA"NB'B"NC'C"={J};

H
e si A\ = —2, h/ oh est une translation, les 3 droites sont paralleles a O1.

Solution 1.2.3 On choisit un repere affine tel que :

— — —_ — _ — —
A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1) et w = (1,1,1) tel que : AA' =au,BB =fu,CC"=~u ;
équation du plan (A’BC) : (1 —2a)z + (1 + a)(y + 2z — 1) = 0 et on fait une permutation

circulaire pour les équations de AB'C, ABC" ;

1
ces 3 plans sont paralleles a une méme droite ssi le systeme associé est de rang 2i.e. —+—+
Q@

1
B
0.

Solution 1.2.4 On choisit un repere tel que :
D(y=b,2=0), D'(z=c,x=0),D"(x =a,y =0).
On trouve Py(Aa,b,0) et M'(0,0/(1 — N),¢), M"(a,0,(1 —1/N)c) d’on /l\iH(l) P, =(0,b,0).

Solution 1.2.5 = AB € G et bien sur ' C G,
«F=A+FdoncA+FCA+G=B+BA+G=B+Gdonc FCQg.

Solution 1.2.6

(1) L’intersection d’une famille de parties convexes est une partie convexe.
(2) On note B(A) 'ensemble des barycentres a coefﬁcients positifs de A.

e Montrons que B(A) C Conv (A) : si M = Z wiA; et N = Z v;A; ou les p; et les

v; sont positifs et de somme 1 alors, pour tout t €[0,1], tM —|— (1 —t)N € B(A) ce
qui prouve que B(A) est une partie convexe contenant de maniere évidente A d’ou
I'inclusion Conv (A) C B(A).

e Montrons maintenant l'inclusion inverse. Soit C' un ensemble convexe contenant A,
montrons qu’il contient B(A) en prouvant par récurrence sur k qu’il contient tous
les barycentres positifs des (A1, ..., Ag).

C’est évident pour k = 2.
k1

On suppose la propriété vraie a 'ordre k. Soit M = > u;A;, alors M = tM' + (1 —
i=1
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k 1k
t)Agr1 ot = >, M = i > piA; et 1 —t = pgyq. Done M € C.
i—1 i=1

On a bien B(A) C Conv (A).

Conclusion : Conv (A) est bien I’ensemble des barycentres a coefficients positifs de A.

Solution 1.3.1
(=) on écrit : f(p(F)) C p(f(E)) C p(E) donc p(E) = Imp est stable par f et si p(z) =0
alors p(f(z)) = 0 d’ou la stabilité de Ker p.
(<) On sait que, si p est un projecteur, £ = Imp @ Kerp donc si © = x1 + 29 et f(x) =
f(1) + [ () alors p(f(x)) = f(x1) = f(p(x)) soit po f = fop.

Solution 1.3.2 On a : %(hl + hy + h3) =1d donc E C E; + Ey + E3 et comme l'inclusion dans
I’autre sens est immédiate, on a égalité.

Comme h; o h; = 30;;h;, le résultat est immédiat. En effet, si 0 = x; + z2 + 23 ot x; € h;(E)
alors —x; = 9+ x3 d’ott hy(—z1) = 0. Or h? = 3h; donc hy(x;) = 32, = 0 (car z; = hy(z) par
définition). On prouve de méme que xy = x3 = 0.

Solution 1.3.3 On a les inclusions suivantes : Ker f C Ker f2 et f%(E) C f(E).
Premiere équivalence :
(=) f3(z) =0= f(z) e Ker fNIm f = {0} = x € Ker f donc Ker f? = Ker f.
(<)Siz € Ker fNImf alors f(z) = 0 et * = f(y) donc y € Ker f2 = Ker f donc
fly) =z =0.
Deuxieme équivalence :
(=) Soit x € E il existe z € E tel que f(x) = f?(z) donc x — f(z) € Ker f dou E =
Im f + Ker f.
(<) Ona: z= f(z1) + 22 = f(z) = f*(z1) = f(E) C fA(E).
Remarque : en combinant ces deux équivalences, on obtient

E=Imf®Ker f < (Ker f2=Ker f) et (Im f* = Im f).

Solution 1.3.4

(1) Tl suffit de prendre A = (b —a)™', u = —\. On a alors p + ¢ = Idg, pg = qp = 0.
Remarque : ceci est une version du lemme des noyaux.
(2) On trouve f = bp + aq. Par une récurrence immédiate, on obtient f™ = b"p + a™q.
(3) En développant la premicre relation, on a : f2 — (a + b)f = —abIdg donc, si ab # 0,
., 1 a+b
R
ab

ab
(ce qui est souvent le cas dans ce genre de situation).

Idg. En fait, la relation du 2. reste valable méme si n est négatif

Solution 1.3.5 Comme u(E) C E, on a : pou™*"op=u""k "0 p car la restriction de p a
E est l'identité, donc, d'une part :
1 1
2 k n—k, h n—h h n—h
= — u o ou u o oUu = V= u o ou — (.
1 (n+1)2; b b (n+1)2% P 1

D’autre part, p(C") C E = Imq C E et comme Vx € F :¢g(x) =z ona: Img D F et donc
Ker g est supplémentaire de F.
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Solution 1.3.6

(1) w est bien définie grace aux criteres de convergence des intégrales. La linéarité est une
conséquence de la linéarité de l'intégrale.

(2) On prend : uy(P)(z) = /000 t2e P(t)dt, uy(P)(z) = x/ooo te " P(t) dt,

uz(P)(z) = 2? e "P(t)dt : ui,us, uz forment une base.

(3) U = {(a, b, c) /abe # 0}

Solution 1.3.7 On prend l'algorithme suivant : soit F}, un sous-espace vectoriel de la famille,
B, =F
Fy#F
Dans le premier cas, c’est fini, dans le deuxieme, on considere l'intersection F;, N F;. F;, ne
peut étre contenu dans tous les F; donc, il existe i tel que Fj, N F, soit strictement inclus dans

F;, ; en raisonnant sur les dimensions, on aura donc dim F;, N F;, < dim F}, — 1.
C’est cet algorithme qui nous permet alors de conclure.

deux cas se présentent :

Solution 1.3.8 On suppose f # 0 et g # 0. 1l existe donc x et y dans E tels que f(z) # 0 et
g(y) # 0. Comme f(z)g(z) = f(y)g(y) = 0 on sait que g(x) =0 et f(y) = 0. On calcule alors
flx+y)g(xr+vy) = f(x)g(y) =0 ce qui est impossible.

Solution 1.3.9

(1) Siuw=0alors f =0 qui n’est pas injective.
Si u # 0 alors Ker f = Vect(u) donc la aussi f n’est pas injective.
(2) Avec la formule du double produit vectoriel on trouve f3 = —|ul|*f.

Solution 2.1.1
(1) n=1: immédiat.
Hypothese de récurrence : on suppose le résultat vrai a 'ordre n — 1 :
si fn(x) = 0 avait un nombre infini de solutions, comme : f,(z;) = f,(x2) = 0 alors
Az €]zy, 2o+ f1(2]) = 0 on aurait :

ra1—1 1an—a
2 e -+ apap T =0

donc Iéquation [a10q + - - - + a2’ '] = 0 aurait une infinité de solutions possibles

ce qui est contradictoire et acheve la récurrence.

(2) Siona: ag+a;f*'+---+a,f* = 0alors, en posant x = f(y) oty € X, on est ramené
au 1. Comme on a une infinité de valeurs qui annulent 'expression, c’est que les (a;)
sont tous nuls et que la famille est libre.

(3) g(] = 1,+0o0[) = [—1, 1] on utilise alors le 2.

Solution 2.1.2 On a f = AId +up, ou p, désigne une projection sur la droite engendrée par wu.
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Solution 2.1.3
e Montrons que F' NG = {0}. Soit x € F'NG alors x € F' N (FNG) donc z = 0.
e Montrons que F'+G =FE. Soitx =y+z2€ E=F+G,on écrit y =y +ys ouy, € F’
et yo € FNG. Ainsiz =y + (y2 +2) o yp + 2 € G.

Solution 2.1.4

(1) = w € Vect(u,v) donc w = Au + pv, v € Vect(u,w) donc v = Nu + p'w. Si (u, 1) #
(0,0) alors on a la condition cherchée. Si p = ' = 0 alors v +w = (A + N)u et ¢a
marche la encore.
<5 # 0= w € Vect(u,v). f# 0= v € Vect(u,w), on a ainsi I"égalité Vect(u,v) =
Vect(u, w) par double inclusion.

(2) Supposons u +av + fw = 0. Siz € F+Kv alors x = y+ Av ou y € F dou
r =y —u+u-+ v soit x € F 4 Vect(u,v). Or, vu la premiere question, on sait que

€F
Vect(u, v) = Vect(u,w) donc € F + Vect(u,w) = F + Kw. Vu la symétrie on a bien
F+Kv=F+Kuw.
Réciproque : si v € F alors w aussi, on prend alors u = —v —w, sinon v ¢ F, w ¢ F.
v=u+wcarv e F+Kv=F+Kwet A\#0carv ¢ F. Il suffit alors de prendre
a=—-let =N\

Solution 2.2.1 Ona: P € Q < P = (X% + Y?)H donc, on peut établir un isomorphisme de
Pr_o sur Q qui & P € P,_, fait correspondre (X% +Y?)P € Q.

On vérifie ensuite que les polynémes P, = (X +iY)" et P, = (X —¢Y)" sont dans ‘H et qu'ils
forment une famille libre. ) P2p
e +— Sy2 = =0 avec P = k;)a R XEY 7K on trouve ag, = (—1)1’(22)@0

et agp1 = (—1)7 (2p+1)— donc H est de dimension 2, i.e. H = Vect(Py, P).

D'ousi P e QNH, P = A\ P + A2 P, alors en faisant X = ¢Y on aura : \(2X)” = 0 d'ou
A1 = 0, de méme, Ay = 0. Comme dmQ =n—1, dimH > 2 et dim(P,) = n+1, on a
forcément dimH =2 et P, = Q & H.

En résolvant 1’équation

n

Solution 2.2.2 On a : P(z + ax) = Z C;ﬁ PM(z) et si NP (2 + ag) + -+ + APz 4+ a,) =0
=0

Z ,<ZA/€%> —OéZAkak_o

h=0 k=0
et donc : A\ = 0 car on a un systeme de Vandermonde.

alors :

Solution 2.2.3 <(2, 1, —3)) est une base.

Solution 2.2.4 Soit A\ f1 + Ao fo + A3f3 = 0 alors en examinant les coefficients de x, y, z on
M F+20+2A; =0

trouve le systeme ¢ A\ — Ay + 23 =0 ce qui est équivalent a Ay = Ay = A3 = 0, la famille
A=A+ A3 =0

est libre.
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Solution 2.3.1

(1) On a : Keru?™ D Keru?, donc, comme la suite k, = dimKeru? est croissante et
majorée par dim £ alors 3k € N : Ker u**! = Keru* et Keru*~! # Ker u* ; on montre
alors par récurrence sur m que Ker u**™ = Ker u*.

(2) Comme dim £ = dim Ker u? 4+ dim Im «? et que Im u?™ C Tm u?, on obtient les mémes
résultats.

(3) Siz € Keru* NImu” : alors 3y € £ : 2 = u*(y) et u?*(y) = 0 donc y € Keru? or
Ker u?* = Ker u* d’ott u*(y) = x = 0. On a bien alors Vp > k : Keru? & Imu? = E.

Remarque : on pouvait directement dire que la suite k, était convergente dans Z de limite [ et
prendre pour k le plus petit entier tel que Ker u* = [, la suite est alors immédiate.

Solution 2.3.2
epog=qop=0:(p+qlo(p+q)=p+qg=pog=—gop. Puis
pog=p’oq=—pogop
gop=qop’=—pogop
d’ott po g = qop et avec la premiere égalité on obtient pog=qop=0.
e Im(p +¢) = Im(p) ® Im(q) : Im(p + ¢) C Imp + Img.
Montrons l'inclusion inverse : si z = p(z) + ¢q(y) € Imp + Imgq alors (p + ¢q)(2) =
p*(z) + ¢*(y) = z donc z € Im(p + q).
Montrons enfin que Imp NImgq = {0} : si 2 = p(y) = ¢(z) alors p(x) =poq(z) =0 et
p(z) = p*(y) = p(y) = = donc z = 0.
e Ker(p+ q) = Ker(p) N Ker(q) : KerpnKerqg C Ker(p + q).

Montrons I'inclusion inverse : = € Ker(p + q) alors p(x) = (p*> + po ¢)(z) = 0, de méme
q(x) =0 donc z € Kerpn Kerg.

Solution 2.3.3 Soit (e,+1,...,e,) une base de Ker f que 'on complete en une base de £. On
définit f; € L(E) par fi(e1) = f(e1), f(e;) = 0 pour i > 2. On définit de méme f;(e;) = d;; f(e;)
pour i € [1,p]. Les f; sont bien de rang 1 et leur somme vaut f.

Solution 2.3.4 On applique la formule du rang a fi = fiker(gof) :
dimKer(g o f) = dim Im f; + Im Ker f;.
Or Ker f; C Ker f et Im f; C Ker g d’ou 'inégalité.

Solution 2.3.5

(1) Im(f+g) C Im f+Im g et dim(Im f+Im g) < Rg f+Rgg donc Rg(f+g) <Rg f+Rgg.
On applique maintenant cette relation a f 4+ g et —g :

Reg(f +9—g) <Rg(f +9) +Reg(—g) =Rg(f +g9) +Rgyg

et on fait de méme avec f + g et —f d’ou les inégalités demandées.

(2) Comme fog=0 alors Img C Ker f ce qui donne d'une part Rg(f) + Rg(g) <n
D’autre part : (f+9¢)(E) C f(E)+g(E) donc Rg(f)+Rg(g) = n (car (f+¢)(E) = E).
Conclusion : on a bien Rg(f) + Rg(g) = n.
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Solution 2.3.6 Soit F' = Vect(F) et F' = Vect(F'), dim F' = s, dim I’ = s’. En rajoutant a la
famille F’ les n — r vecteurs restant de la famille F le rang de la famille obtenue est au plus
s'+n —r et on sait qu'il est égal & s d’ou I'inégalité demandée.

Solution 2.3.7 = f2=0=Im f C Ker f et Rg f + dim Ker f = 2p donne dim Ker f = p donc
Im f = Ker f.
< immédiat.

Solution 2.3.8 g est linéaire (immédiat) donc g € E*.
f2(x) = fg(@)u) = g(2)f(u) = g(x)g(u)u = g(u)f(z) donc A = g(u).

Solution 3.1.1 On trouve 8960. L’idée ici est de ne calculer que les termes nécessaires et

d’éliminer les termes de degré > 8. On utilise une technique apparentée aux développements
limités.

Solution 3.1.2
On trouve P = (X3 — 6X? + 12X —8)? et Q = (X? + 3aX + a?)%

Solution 3.1.3 P(X)* — X* est divisible par P(X) — X en utilisant la relation
a" — b =(a—b)(a" '+ P+ DL

En écrivant P(X) = Y a; X* alors
i=0

est divisible par P(X) — X donc
P(P(X)) = X = [P(P(X)) = P(X)] + [P(X) = X]

est aussi divisible par P(X) — X.
On pouvait aussi utiliser les congruences : [P(X)]* = X* mod (P(X) — X) et avec P(X) =

> a; X" alors

i=0
=0

= iaiXi mod (P(X) — X)

=P(X) mod (P(X)—X)=X mod (P(X)—-X)
on peut conclure.
On a utilisé ici les propriétés de divisibilité dans K[X] déduites de celle de Z.

Solution 3.1.4 Pour tout € R on a P(z) = x donc si un tel polynome existe alors P = X
mais P (i) = —i ce qui est contradictoire.
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Solution 3.2.1 En étudiant la suite récurrente double (p,) définie par : p,i2 = —Zppi1 — Pn
on trouve :

(_1)n [(ZE + 5)n+1 _ (17 _ 5)n+1]

Pn = ontl§

(pour x # +2) ou § € C est tel que 6> = 2% — 4. On développe alors par la formule du binome
de Newton, il ne reste dans le crochet que les puissances impaires de § qui se simplifie avec le
dénominateur. ¢ n’intervient plus qu’a une puissance paire d’ou finalement

(3]
(_1)n n+1 ) k
_ n )
Prn="5n > op1)t =

k=0

qui est une fonction polynome. Comme sur R 1’égalité des fonctions polynome entraine I’égalité
des polynomes on a

w[3

]

[
—1)" 1
— 2k+1

polynome de degré n.
i 1)0
En posant x = 2cosf, on a : P,(2cosf) = (—1)”%.
sin

alors les x; = 2cosby, pour k € [1,n] sont racines de P,. On a bien

km
E t 6, =
n posant 6 ]

toutes les racines de P, car on sait qu'un polynome de degré n a au plus n racines distinctes
et les x; sont des réels distincts.

Solution 3.2.2
n—1 n
(1) On trouve dega, = 2 — |t 1 et degb, =2 [5} (ici, il faut faire attention au fait
que les termes de plus haut degré peuvent s’annuler et donc on s’intéressera a leur signe,
de toutes facon, la derniere question permet de tout régler).

(2) On a y,(tana) = tan(na) par récurrence sur n. Les racines de a, seront donc x, =

k % +1
tan 7T7 -2 <k< ﬁ, celles de b,, seront zj, = tan u
L 2 2 2n

(3) On a z, =i(1 —iX)™ d’olt les expressions de a, et b, : avec p = [2] et ¢ = [257] :

ay, = i(—l)’f(yfjr 1) X2 = Zp:(—m’f(;f) X%,

k=0 k=0

,—n < 2k+1<n.

Solution 3.2.3

a) Le reste R est égal a -1.
b) On écrit P+ 1= (X —2)*(X —3)’Q+ RoudegR<3etona:

R(3)=R(2) =0, R(3)=P(3)=n, R(2)=P(2) =-2n
dott R = 2(—X3 +13X% — 46X + 48).

Solution 3.2.4 On pose P = (X +1)" —X™ —1 alors X?+ X 41 divise P ssi P(j) = :
Or P(j) = j*™ — j™ — 1. En étudiant les congruences de m modulo 6 (+P(j2) = P(j)), on a :

X2+ X +1|Pem=+£1[6).
On a utilisé ici le fait que (X — j)(X — j2) divise P ssi P(j) = P(j%) = 0.
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Solution 3.2.5 Grace a la relation
I+X+-+XPH1-X)=1-XP

on sait que les racines de (1+ X +-- -+ XP~!) sont les racines p’®™® de 'unité sauf 1, le résultat
est alors immédiat.

. ;. 1 - X5TL 1 - X5 5 .
Solution 3.2.6 On peut écrire a = T %~ et b= T % b(z) =0 2> =1,z #1ie. les
racines de b sont les racines cinquiemes de 'unité sauf 1 et celles de a sont les racines Sn-iemes

de I'unité privée des racines n-iemes.

e Sin =0 [5] alors b ne divise pas a.
e Sin # 0 [5] alors b divise a.

Solution 3.2.7 On trouve P = A(X +a)". En effet, on a P = QP’ et comme deg P’ = deg P—1
(on suppose que P est un polynoéme de degré n > 1) alors @) est un polynéme de degré 1. On
peut alors réécrire la relation sous la forme AP = (X + a)P’ et, en tenant compte des termes
de plus haut degré nP = (X + a)P’.

Si 'on résout ’équation différentielle ny = (z + a)y’, on trouve y = A(x + a)" donc la fonction
polynéme P s’écrit de la méme facon donc P = A(X + a)™.

Solution 3.2.8 On sait que deg P = n, on écrit alors que
P — P'=nXx"t . PM — pOth — p)
n Xk?

or P+t =0, alors, en additionnant toutes ces égalités, on trouve P = n! o
k=0 R:

Solution 3.2.9
1
o P(z) =0 & ( T

m
: ) = %P ce qui s’écrit encore Ik € Z tel que : = 2% on
—z

_ pa+km

0 . Soit xp, = i tan ) qui est bien défini pour tout k car 6 # g[w] pour tout

m
a .
k vu que — n’est pas rationnel.

™
P(zr) = 0 et en prenant k entier dans [0,m — 1] on trouve m racines distinctes pour
P polynome de degré m donc
m—1
P =1+ (—1)""e*r] T (X —itan6y)
k=0
e On sait que
- 2
cos(2nd) = %(—1)]g (QZ> cos® 2% 9 sin?* = sin®" 6 Q(cotan? 0),
2k + 1)m

, k €[0,n—1]. On en déduit
4n

d’ott les n racines de Q : x, = cotan? 8, ou 0, =

enfin 'écriture de @ :

n—1
2k +1)m
— X — cot 27( )
Q kl_[O( cotan ™ )
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X X
n

Solution 3.2.10 Par récurrence on a : P,(X) = (1 - X)(1 — 5)( )1 =—).

Solution 3.2.11 En dérivant la propriété (i7), on trouve les relations :
(n —k)P® = (X — )P+ 4 ppt+2),
Avec k =n — 1, on obtient P"~Y(a) = 0 et, par une récurrence immédiate,

n— bk n—
PR (g) = YT P21 (g) = 0.
En utilisant alors la formule de Taylor, on obtient bien les coordonnées demandées et 1’écriture
de P :
(X —a)® bX —a)"? V(X —a)" 2

P = B S S A e
T a2 o =2k T

Solution 3.2.12

(1) & 2. On procede par récurrence sur n. Soit

F(p) = :Zt(—l)’“(”z 1> (X — B+
- X:ié(—l)’“ [(Z) + (k " 1)] (X — k) — g(‘”k’f(" 2:_ 1) X

On développe, on change les indices et on trouve F,1(p) = (n + 1)F,(p) (k:(”zl) =
(n+1)(,",)) dot F,(p) = n!Fy(p). On obtient alors 1. et 2.

3 On fait X = 0 dans la relation du 2 et on trouve que : > (—=1)(}) P(k) = (—1)"P™(0).
k=0

Solution 3.2.13

(1) Pour k = 0, c’est immédiat. On procede alors par récurrence sur k.
Si c’est vrai a l'ordre k, alors, comme Py 1(X) = X P/(X), 1 est racine d’ordre n—k—1

de F%+L
Si k = n alors on trouve (—1)"n!. En effet A, ,, = —nA,_1,-1 en utilisant la relation

() =n(o) -

A = En:(—l)”p” <Z) = i”(_l)ppn_l <Z: D

p=1 p=1
n—1 n
=-n Z(—l)q(q + 1)”_1( ) en posant ¢ = p — 1
q
q=0

_ _n;fé(—l)q <k§ (" 1)qk> "))

n—1
n—1
= —’)’LZ ( e )An_Lk — _nAn—l,n—l

k=0
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Solution 3.2.14
(1) Considérons l'application A : P(X) € C[X] — P(X) - P(X +
ST (=1)* (Z)P(X + k). Comme d’autre part deg A(P)(X) < deg

1) alors A"(P)(X) =
P(x) —1, A"(P) a un

degré négatif, i.e. A™(P) est nul.
(2) On multiplie la (k4 1)®° colonne par (—1)*(}) et on additionne tout dans la premiere
colonne, on pourra alors effectivement mettre (1 — X )™ en facteur.
Vu que A, (z) est un polynéme de degré n, le quotient sera une constante,

A0 =TI G-i=T1k-

n—

1
H kn—k.

2<i<j<n+1 k=1
Solution 3.3.1

k m
(1) On peut écrire : P(X) = A [T(X —x;)* [T[(X —u;)* 4+ v7] qui donne la décomposition

i=1 j=1

d’un polynome sur R.
Si on pose R(X) = [[[(X — u;) + iv;] alors le deuxieme terme du produit s’écrit
j=1

R(X)R(X) = A®(X) + B*(X) si l'on écrit R(X) = A(X) + iB'(X). On montre
ensuite que A > 0 (en prenant I’équivalent quand x — +00). «a; pair est alors immédiat.
(2) Sideg P =0, c’est évident !
Supposons la propriété vérifiée a l'ordre n ;
a l'ordre n 4 1 : si P est toujours positif, on utilise le résultat du 1., sinon, soit —a
une racine négative d’ordre impair de P : P = (X + a)Q, @ vérifie la méme propriété
que P a l'ordre n, donc

Q= A+ B+ X(C*+ D?
P=a(A*+B) + X*(C*+ D*) + X(A*+ B* +a(C*+ D*) =P, + XP,

ou P, et P, sont toujours positifs ; on en déduit donc le résultat grace au 1.

Solution 3.3.2 Les racines sont : « = cotan ** k € [1,n — 1]. Donc

n

X+ (X -t =2 1)2 X — cot il )
(X +1) ( P) (n+1)i k||1< cotan — - 1)
(n+1-k)mr __ km .
Comme cotan g = —cotan 7% on aura :

~)

(X + )"t — (X — )" = —4(n + 1)? f[(X2 — cotan? ——

k=1
(3 1)

et aVGCX:2i, II = m

Solution 3.3.3
(1) (1—-2)P(z) =Q = —nx" +(n+ 12" —1let Q = —n(n+ 1)z"(x — 1) donc 1 est
seule racine double de @ car c’est la seule racine commune de Q et @' P n’a donc que
des racines simples.
(2) Si x est racine de P alors na” =142 +---2"" "' en passant aux modules, on a :
nlz|® <1+ |z| + -+ |z[*! ce qui n’est possible que si |z| < 1. En effet, si |z| > 1
alors |z|" > |z|* pour k < n et donc n|z|[* > 1+ |z| 4+ -+ + |z|* L.

n—1
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Sinjz|® =1+ |z| + -+ |z|""! alors on a égalité dans I'inégalité

1+z+- o+ <14 2]+ 4 ]z

Or on sait que, dans ce cas, les points d’affixe 1,x,...,2" ! sont situés sur une méme

demi-droite partant de 'origine ce qui signifie que x est un réel positif. Or, la seule
racine réelle positive de @) est 1.
Conclusion : les racines de P sauf 1 ont un module < 1.

Solution 3.3.4

(1) En multipliant par ¢" on a : a,p™ + -+ + a;pq"~ ' = —aeq™. Donc play de méme pour
qlan.
Ce résultat tres simple est cependant tres important, si I’on veut chercher les racines
rationnelles d’une équation algébrique, on peut passer en revue tous les cas sous la forme

P sachant que plag et qla,.

(2) On a ¢"P(m) = ¢"P(m) — ¢"P(%) = a1q"*(mqg —p) + -+ - + au[(mg)™ — p"] et comme
chaque terme de la somme est divisible par mg—p alors mqg—p|¢"P(m). (mg—p)Aqg=1
(soit avec Bézout ou bien en cherchant les diviseurs communs & mq — p et q) et en
conclusion mq — p|P(m).

(3) a) p|1 et ¢|1 mais comme 1 et —1 ne sont pas racines, on peut affirmer que X? — X —1

n’a pas de racine rationnelle.

b) p|5 et ¢|3, on vérifie alors que g est racine, puis, comme 3X3 — 2X262X — 5 =
(3X —5)(X?+ X + 1), on peut conclure que 2 est la seule racine rationnelle.

c) p|12 et |6 (et aussi p A ¢ = 1 ce qui limite considérablement les choix), on vérifie
que % et —3 sont racines puis comme

6X*+19X° —7X? — 26X +12=(2X — 1)(X +3)( 3X*+2X —4 )
R ——

pas de racine rationnelle

alors ce sont les seules.
(4) a) On a 2 le|P(m1)
p — maq|P(mo)
les 2 quantités ne peuvent étre égales).
Si |my — mg| > 2 alors, en faisant la différence entre les 2 équations ci-dessus, on a
(my —mg)q = 2 ce qui est impossible avec ¢ entier.

b) On reprend les équations p — myq = —1 et p — maq = 1 et on fait la somme cette
my + me

donc p —myq = —1 et p —moq = 1 (car my # my et donc

fois-ci d’out 2p = (my + m2)q i.e. la seule racine rationnelle est

Solution 3.3.5

(1) On sait que sinna = sin™ a [(}) cotan” ' a — (}) cotan™ 3 o + ot (=1)?(")], donc en
posant = cotan’a, on a (])a? — (5)aP™' + -+ 4 (1) = 81'11;104' Les racines sont
sin” «

k
z), = cotan? — pour k € 1, p].
n

Ensuite, on utilise les relations entre coefficients et racines) pour en déduire dans un
P km n—1)n—2 1
premier temps Y cotan? — = ( I ) Grace a Dégalité —— = 1+ cotan® a,
=1 n 6 sin” «
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on peut conclure

2’9: 1 (n—1)(n+1)

kr 6 '
k=1 sin® —
n
(2) L’inégalité fournie est classique, elle peut se démontrer par une simple étude de fonctions.
1 , . km )
On éleve au carré et on prend les inverses avec &« = — ; en faisant la somme de
n

chaque inégalité, on trouve effectivement

(n=Dn-2) _ <E>2+<£>2+...+ (£>2< (n-1n+1)

6 s 2T pT 6

On divise alors ces deux inégalités par n?, le passage a la limite ne pose pas de probleme.

On trouve finalement
“+o0o 2
IR
k2 6
k=1

relation tres classique et que 'on retrouvera avec les séries de Fourier.

Solution 3.3.6

e (i) & (i) : soit « le centre du parallélogramme, si on pose Z = z — «v alors les nombres
complexes Z; = z;—a sont opposés deux a deux et 'équation P(Z+a) = 0 est bicarrée ;
la réciproque est immédiate.

o (i1) = (ii1) : P(z+a) = 2*— 322+, alors P'(2+a) et P”(z+ ) ont 0 comme racine
commune.

e (iii) = (1) : soit « la racine commune, on pourra écrire P”(z) = 24(z — «), par
intégration, P"(z) = 12(z — a)? — 28, P'(z) = 4(2 — a)?® — 26(z — ) (c’est 14 que l'on
utilise I'hypothese) et P(z2) = (2 — a)* — B(z — a)? + 7.

On peut aussi écrire la formule de Taylor pour P :

4

o, P'(a) + 3PW(04)

P(z4 a) = P(a) + 2P (a) + 2 5 - + 2

et I'équivalence (it) < (7i7) devient immédiate.

Solution 3.3.7 On trouve a = (—1)"e~2",
Le produit des racines vaut :

o (—1)P sin=2p,

o (—1)Pcotan((2p+ 1)) sin =2p+ 1.

Solution 3.3.8 [’égalité proposée tient au fait que les deux polynomes ont les mémes racines,
que ces racines sont toutes simples et qu’ils ont méme coefficient dominant.

2ikw/n e 2ix

On écrit : sin(x + kn/n) = R
1€ er'l T™/n

d’ou, en utilisant les relations
n—1

° H [e#*—1] = e~ —1 obtenue en remplacant X par e~2 dans la relation polynomiale

k=0
et
n—1 .
. —1 n—1 -1
o [T = exp [T'n(nQ )} T n(n2 )’
n k=0

k=0
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on obtient :
1 n—1 p—2iz _ 2ikm/n
II, = (27/'>nefinz l!i[o ( eikm/n )
(_1)n HZ:é (62ik7r/n _ e—m)
(2i)ne—ine [T}— eim/n
(_1)71 €—2ina: _
= — 4 - en utilisant les deux relations citées
(2Z>n641nz anl
(=1)"(—2isinnz) sinnz
2ni2n—1 = 2n—1 :

sin(nz + nm/2)
gn—1

De méme, I1. = car cosz = sin(z + 7/2).

Solution 3.3.9 On obtient les relations
S1+ Sg = 0
5182+ p1 +p2 = —2
s1p2 + Sop1 = —A
pip2 = —3
soit, avec p; = 1, on aura s; = —Sg, po = 3, 52 = 6 et enfin A = —2s; d'ou A = +21/6.
Les racines seront alors :
g\/é +v2 V6

— (142
Y e (1)

ou € = F1 selon le signe de .

n—l 2ik
Solution 3.3.10 On sait que [] <x — exp < ! W)) = z" — 1 alors, en écrivant que
k=0 n

4ik 21k , 21k , 21k
(eXp < an) — 2cosfexp < Znﬂ) + 1) = (e’ —exp ( Znﬂ)) ) <e’9 — exp < an>)

on obtient

Solution 3.4.1 On a :
(X7 —2X° —=5X"+3X? +2X —5) A (X°+ X' +3X° -3X* -3X —-5)=X>+ X +1

Solution 3.4.2 = PANQ=1=PAP+Q=1, QANP+Q=1=PQAP+Q=1.
< Soit D = P A Q@ alors D divise P+ @ et PQ) donc D = 1.
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Solution 3.4.3 Pour tout polynome R satisfaisant la relation on a PP, = QR, QQ1 = PR et
RRy = PQ. Soit D = PAQ, on écrit P = P'D, Q = Q'D, les relations s’écrivent P'P; = Q'R,
Q'Q, = P'Ret RRy = D*P'Q’. Grace au théoréme de Gauss, Q'| P, et P'|Q; don Q'Q, = P,
et P/P2:Q1 SOitR:P/QQZQ/PQ.

Premiere conclusion : R = KP'(Q)’.
RR, = Ri{KP'Q' = D*P'Q’ soit KR, = D? donc, deuxiéme conclusion, K|D?.
Réciproquement on montre que tout polynome R = K P'Q’' ou K|D? convient.

Solution 3.4.4
k k k
(1) On écrit P = )\H(X —a;)% alors P' = XH(X —a;) 'R ou RA H(X —aj) =1
j=1 j=1 j=1
(en effet, chaque racine a; de P est d’ordre exactement ;). On a ainsi P A P’ =
k

H(X —a;)* " qui est de degré n — k.
j=1

(2) Le résultat est faux sur R, prendre par exemple P = X2 + 1, P’ =2X. PA P =1,
n=2k=0.

(3) On a P = n(X — a)P’ (on raisonne sur les degrés). P AP’ = AP' donc k =1 et a est
la seule racine de P d’ordre n. On a ainsi P = A\(X — a)” et, avec les conditions de
I'énoncé, on obtient P = (1 — X)™.

Solution 3.4.5

(1) C’est la relation de Bézout améliorée (cf. question (i) page 144).
(2) C’est une conséquence immédiate de 'unicité de P et () (on remplace X par 1 — X).
(3) On dérive la relation ce qui donne

(1= X)" [=nP(X) + (1 - X)P'(X)] = =X""' [nQ(X) + XQ'(X)]

donc X! divise le polynome —nP(X) + (1 — X)P'(X) (X" ' A (1 - X)) =1
et on utilise le théoréme de Gauss). En raisonnant sur les degrés, on en déduit que
—nP(X)+ (1 - X)P'(X)=kX" ot keR.

n—1 . ) — 1
(4) On a P(0) =1 et, si on écrit P(X) = > a; X7, alors on trouve a; = <j 4{”)
j=0 ne

Solution 3.5.1

a) Par le calcul on obtient

X? o 1 1 Lo
X4 —2X2cosa+1 4isina/2 | X —eie/2 X fei0/2 X —eia/2 X | eia/2

2m 2n—1 .2m+1
2kt oo X 1 L

b) Sty désigne et gn, on s ST =m0 4

Solution 3.5.2 On décompose les fractions rationnelles en utilisant le fait que le coefficient de

1 P P
dans la décomposition de vaut (sz
X —ay "= na
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X
Solution 3.5.3 Ona: XS—S5=——[2(n—1)X"" —2nX" + X + 1] d’ou :

X-1
S (ZZ - D _ éff 533 (2n(2n — 1)" — 20 + 1)),

Solution 3.5.4 On a F(tanf) = tann# et en choisissant § €] —m/2, /2| les poles seront donnés
par :

x = tan by ou Oy = (2k + 1)%, ke [-p,p—1].

in nd 0 A
(S;)I;?Q et Q(tanf) = CN7on aura F = E + > e _kxk

et

P
Avec F = 0 ou P(tanf) =
P(tanfy) 1

a Q'(tanfy)  ncos?,’
Sin=2palorsq=p—1, E=0.

cos™ 6’

E désignant la partie entiere.

X
Sin=2¢+1lalorsp=gq, F=—.

n
Conclusion : on a finalement la décomposition

Z (_1)]{(21911))(%“

1< 1 1
k=0 _p_ Z '

Do (—1)k () X k=0 2n 2

Solution 3.5.5 On a donc F(a) = F(b) = F(c) =0 et F s’écrit

(X — a)(X — b)(X — &)(X2 + \X + p)
(X —a)(X = B)(X =)

En réduisant au méme dénominateur de part et d’autre, on arrive a

F(X) =

(X = DX = a)(X = B)(X —7) + Q2(X) = (X — a)(X = 0)(X — )(X* + AX +p)

ol ()2 est un polynome de degré < 2. On pose alors 01, —a+f+y o=ab+fy+na

oi=a+b+c odhb=ab+bc+ca’
examinant les termes de degré

4: —0oy = —0] + A soit A =07 — oy,
3: 09— 1=0,+ \—0})+ psoit p =09 —0)+0y(c) —oq1) — 1.
En posant

P(X) = (X —a)(X = b)(X = e)(X* + AX + p) et Q(X) = (X —a)(X = )(X —7)

on a alors ¢ =

Q’(iz)’ Yy = o) = o) soit, par exemple

(o —a)(a = b)(a = )[By — 01 (B +7) + 0f — 03 — 1]
(@ = B)(a =) '

Solution 3.5.6 On a
1 1 1 1 1

XX+ D(X+2)(X+3) 6X 2X+1) " 2(X+2) 6(x+3)
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d’ou
6.5, 3 1+ L + 3 1 1+ ! + L
n = Sn — Sn — Sp—1— 7%
n-+1 2 n+l1 n+2
1 1 1+ 1 n 1 n 1
on 2 3 n+l n+2 n+3
i.e.
1 1 1 1
S, =-— — + — )
18 6(n+1) 3(n+2) 6(n+3)
1

Remarque : a la limite, on a lim S, = —.
n—-+00 18

Solution 3.5.7 On a n! _ i (_1)p(z)
o XX+ )X +n) = X+p
1

Pour avoir I’égalité demandée, on fait passer dans 'autre membre et on passe a la limite

X
quand X tend vers 0.

P’ Q p!
Solution 3.5.8 On a (F) = or, si les racines de P sont simples et réelles, - =

n

2.

k=1 X — A
; . ,
n’a pas de racine réelle.

P
soit, en dérivant (F) =—-> m. Q(z) > 0 pour tout x réel donc Q

Solution 3.5.9

(1) Une simple application du théoreme de Rolle entre les valeurs ay, et a1 nous donne les
racines by €]ag, axy1[. On obtient bien toutes les racines de P’ car deg P’ =n — 1 et on
a n — 1 racines distinctes.

n—1
P’ n 1
(2) On peut supposer que P est unitaire alors P’ = n H(X—bk). On écrit — =
el P k=1 X — Qg
P’ P'(a

et on remarque que le coefficient de dans la décomposition de — vaut (ax)

P X —ay P Qr(ax)
ou Qr = . On obtient alors les relations

X — ag
n—1
1 = nHi:l(ak_bi) ¢l: ay — by, Hak—bz‘ H ap — b; '
H#k(ak — a;) no Qg = Qg1 ;0 Gk — G Skl Ak — @41
ap — b; .
Comme a; < b; < agy1 onaa " <lpouri<k—1letap <ap <a; <b <a
k= Qi
ap —b;
pour ¢ > ¢ + 1 entraine que k.
Ak — Qi1
. . oap — b 1 :

On obtient ainsi ————— > — ce qui donne la premiere inégalité.

A — Q41 n
Pour obtenir la deuxieme, on remplace k£ par k£ + 1 dans la premiere relation.
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k

i . P'(x).(P(x) —c¢) : :
Solution 3.5.10 Soit f(z) = . Onéerit que P—a =] | (X — ;) et
(P(z) —a).(P(z) =) 1}
h
que P—b=\ H(X — (3;)7 et on utilise la dérivée logarithmique de P —a et P — b.

e P()—c=t(P(x)—a)+ (1 — £)(P(z) — b) d'oi

k
f(x):tzxflaﬂ—(l—t)zx_wﬂ

J=1

k+h v

en regroupant les deux sommes et en rangeant les 9; dans l'ordre croissant.
k+h .
o fllz)=-> (7725)2 < 0 donc sur chaque intervalle |0;, 0;11[, f décroit de 400 & —o0
i=1 \T — 04

donc f s’annule au moins une fois ce qui fait en tout k + h — 1 zéros de f.

e Onsait (exercice 3.4.4) que D, = (P—a)AP’ est de degré n—k, de méme D, = (P—b)AP’
est de degré n — h d’ou P’ = D,Q, = DyQ,. Or P — a et P — b n’ont aucune racine en
commun (immédiat par ’absurde) donc D, et D, n’ont aussi aucune racine commune,
ils sont donc premiers entre eux. On en déduit que D,|Q, et, par conséquent que
P’ = D,DyQ ou @ est un polynéme de degré n—1—(n—k)—(n—h) =k+h—1—n.
P (P —c¢) Q(P —c¢) )

P-a)P -0  NIX -l [[(X=5) Q(P —c¢) aaumoins k+h—1

racines mais deg(Q(P —c¢)) =k+h—1—n+n =k + h —1 donc on en déduit que

P — c est scindé.

On a méme mieux, P — ¢ a toutes ses racines simples !

e On a alors

Solution 4.1.1 On écrit A = I,,4+aJ+- - -+a™J" et il est naturel de penser & poser A™! = I,,—a.J.
On vérifie par un calcul simple que A(Z,, — aJ) = I,,.
Ona B = I,+2J+---+nJ" ! on pense & la dérivée par rapport a a dans la relation précédente
dou B t=(I—-J)?*=1-2J+J%

En résolvant le systtme CX = Y, on a X = C7'Y et, par un calcul simple, on arrive &

C-1= ZU (C désigne la matrice formée des conjugués des éléments de C).

Solution 4.1.2 M(z,y,z,t)M(j;;,yzt) = (22 + y? + 22 + t3)I;. On déduit de cette relation que
le déterminant de M, .. est égal & £(2* + y* + 2% + ¢*)® donc que M est inversible ssi

T
2?24 yi 4 22412 M(:r,yvzvt)'

(x,y,2,t) # (0,0,0,0) puis que son inverse est
Puis N? = —(y* + 2% + ¢*)I, d’ou :

M" = (zI;+ N)"=> (Z) 2P NP

p=0

[n/2] [(n—1)/2]
n n
_ 1) n=2k(, 2 | 2 L g2k 1)k n=2k—1(,2 | .2 L 2\k N
) e T T S A F
On peut avoir une expression de M™ en fonction de I, et M en remplacant N par M — xly.
Remarque : on a M? — 2xM + (2% + y*> + 22 + t*)I, = 0 et donc le polynome P(X) =
X% — 22X + (2% + y* + 2% + t?) est un polynome annulateur de M.
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Comme M~! = (22 + y*> + 22 +t*)"'M™, on en déduit la valeur de M ™" sin >0 :
[n/2] n [(n—1)/2] n
- _ \k n—2k( 2 | 2 | 2\k 1kt n—2k—1(,2 | .2 | 42\k
M =" (1) (%)x W+ 2+ L+ > (-1) (2k+1>x (v + 22+ 12)FN
k=0 k=0
car NT = —N.

Solution 4.1.3
(1) Tr(AB) = Tr(BA) est immédiat. On montre ensuite par récurrence sur n que (AB)" =
A(BA)"'B d’ou
Tr[(AB)"] = Tr[A(BA)" ' B] = Tr[BA(BA)" '] = Tx[(BA)"].
(2) On prend X = Ejj, = (0;6;%) alors si on pose AX = (¢;;) on a

n n
Cij = E AipOphOjk = E ain0jk
p=1 p=1

et donc, si i # k, ¢;; = 0 et cgr, = agp, d’out Tr(AX) = agy. On a done, pour tout (h, k),
QApp — bk;h soit A = B.

(3) On utilise les relations E;;E;; = E;; et E;;E;; = 6;;E;; donc, si i # j, p(E;;) = 0.
forment une base, on peut conclure a l'existence de A € K tel que p = ATr.

Solution 4.1.4 On écrit : M(z,y) = I + yN ot N? = 4N — 5[. Soit z = 2 + ¢ solution de
2% =4z — 5, on définit alors ¢(z + zy) = M(x,y).
On vérifie alors facilement que ¢ est un isomorphisme de corps.

Solution 4.1.5 L’ensemble des matrices magiques est un sous-espace vectoriel de M3(R).

0o 1 -1
(1)A = (-1 0 1 est une base de l'’ensemble des matrices magiques anti-
1 -1 0
symétriques.
0 a b
Eneffet,siA= | —a 0 c | estune matrice magique antisymétrique alors a+b = 0
-b —c 0
et b+c=0donc A=aA,.
1 -1 0 111
S;=1—-1 0 1 ],5 |1 1 1] estunebasedel’ensemble des matrices magiques
0o 1 -1 111
symétriques.
En effet, si on cherche S matrice magique symétrique de somme nulle, S =
vy a b
a [ c | alors a+ 3+~ =0 et si on fait la somme de toutes les lignes, on trouve
b ¢ «

a+B+y+2a+b+c)=0soita+b+c=0donca=a,3=bety=c. Puis3b=0
sur 'antidiagonale et a + ¢ = 0 donc S = aS5].
Enfin, si S est une matrice magique symétrique quelconque, S — %SQ est une matrice
magique symétrique de somme nulle.
(2) Comme toute matrice se décompose en la somme d’une matrice antisymétrique et d’une
matrice symétrique, la réponse est immédiate.
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Solution 4.1.6 On écrit A = (CCL Z) , B = (: g) puis on exprime que AB = BA en utilisant

le fait que si b ou ¢ sont nuls, alors a — d # 0.

Le résultat est alors immédiat.

Remarque : on appelle commutant de A 'ensemble des matrices qui commutent avec A mais le
résultat établi ci-dessus ne se généralise pas a M,,(K) (sauf si, par exemple, A est diagonalisable
et a toutes ses valeurs propres d’ordre 1).

1 1
Solution 4.2.1 Q(I” + X)) est le projecteur sur F; parallelement a Es et §(In — X) est le

projecteur sur Ey parallelement a FEj.

En choisissant une base dans E; et une dans Fs, la matrice de I'’endomorphisme associé a X
I, 0

s’écrira : ) X sera donc semblable a cette matrice ou p et ¢ désignent les dimensions

0 -1,
respectives de E; et Ej.
On éan , oy B 3.\ 1 (2L, 0
n écrit ensuite que : X*—3X 421, = (X — §In) — Z[" donc X sera semblable a ( 0 Iq>'
2 — dac
L’équation générale se mettra sous la forme : (X + 2_a["> = Ta?[n’ comme b? — 4ac est

positif, on peut se ramener au cas précédent.
Conclusion : les solutions de I’équation aX? +bX +cl,, = 0 avec b*> — 4ac > 0 sont données par
les conditions

—b+ b2 — 4acl

0
_ 2a P -1
JA € GL,(R), Ipe[0,n] | X =A ' ISyl I
2a

Solution 4.2.2 On prend la transposée, on écrit que c’est la matrice de passage de la base
canonique de R, [X] alabase eg =1,e1 =1+ X,... e, = (1 + X)"™

k .
On a alors X* = Z(—l)’(f) e; ce qui donne l'inverse de la transposée.
i=0

En conclusion 77! = (ti;) avec tj; = (—1)%1(;:1)'

Solution 4.2.3

(1) Le théoreme de Cayley-Hamilton donne le résultat mais il n’est pas nécessaire de
I'invoquer !
Soit x un vecteur de E tel que uP~!(x) # 0, posons e, = uP~*(z) (e, = x) alors la
famille (ex)rep p) est libre ;

P
si Y AuP~%(x) = 0 alors, on compose par uP~! et on trouve \,uf~!(x) = 0 soit
k=1

Ap = 0. Puis, par une récurrence descendante, on prouve de méme que A, = 0.
On a donc p < n et si p = n, dans la base ainsi construite, la matrice de u sera celle
demandée.
(2) Ona (I, — A)(I, + A+ A?+---+ AP71) = [, donc I,, — A est bien inversible, d’inverse
(I, + A+ A% +-- -+ AP~1) (en prenant I'algebre engendrée par I, et A).
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4 -1 =2
Solution 4.2.4 On trouve | -2 3 —4
-1 -1 3

Solution 4.2.5 On note (ey, e, e3) la base canonique de R3.
Ker f = Vect(e; + e3,e2 + e3), Im f = Vect(e; — 3ea — 2e3).

0
B = (e1—3ey—2e3, e3+e3, €1) est une base dans laquelle f admet pour matrice A = | 0
0

Il est évident que A% = 0 donc f2 = 0 et par conséquent f* = 0 pour n > 2 soit M" = 0.

Solution 4.2.6 Par I’absurde, on suppose A non inversible, il existe donc X # 0 tel que AX = 0.

Soit k € [1,n] tel que |x)| = max|z;|. On a agpxy = — Y ajz; et, en prenant les modules
7k
agiler] <Y largl-lzl < lag] |
ik 7k

ce qui donne une contradiction en divisant par |xy]|.

Solution 4.3.1 Soient f et g les endomorphismes de F = K" associés aux matrices A et B. On
a: fog=0doncImg C Ker f ce qui donne d’'une part Rg(f) + Rg(g) < n.
D’autre part : (f + g)(F) C f(E) + g(F) donc Rg(f) + Rg(g) = n (car (f +g)(F) = E).
Conclusion : on a bien Rg(A) + Rg(B) = n.

n

Sp 0 ... 0
i=1
Solution 4.3.2 A? = 0 PP ... Pipa
0 pwp ... D

D’ou :

o siy p; #0 :Rg(A%) =2,
o siY p?=0et (p1,p2,...,pn) #(0,0,...,0) : Rg(4?) =1
e enfin (p1,po,...,pn) = (0,0,...,0) : Rg(A42) =0.

Solution 4.3.3 Cf. exercice 2.3.3.

Solution 4.3.4 Si M"™ # 0 alors il existe X matrice unicolonne telle que M"™X # 0. On prouve
alors que la famille (X, M X, ..., M"X) est libre ce qui est impossible.

Solution 4.4.1 D’une part, le déterminant du systéeme est nul, d’autre part, la condition de
compatibilité (i.e. la condition pour que le systéeme admette une solution) s’écrit :

a(@®>+1)(b—c)+bb* +1)(c—a)+c(+1)(a—b) = —(a—b)(b—c)c—a)(a+b+c)=0.

Calcul du déterminant : on multiplie la premiere ligne par —1 et on 'additionne aux deuxieme
et troisieme lignes. On met a — b en facteur dans la deuxieme ligne, a — ¢ en facteur dans la
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troisieme ligne ce qui donne (en notant A ce déterminant)
b+c be—1 (1+0*)(1+¢?)
A=(a—Db)(a—c)| 1 c (a+b)(1+ c?)
1 b (a+c)(1+ b?)
on multiplie ensuite la deuxieme ligne par —1, on 'additionne a la troisieme, on la multiplie

par —(b+ ¢) et on I'additionne a la premiere, ce qui donne, en mettant (b — ¢) en facteur dans
la derniere ligne et (1 + ¢?) dans la premiere ligne

0 -1 1—ab—ac—"bc
A=(a=ba—c)b—c)(1+)|1l ¢ (a+b)(1+¢*) |=0.
0 1 —-14+ab+ac+bc

Remarque : en reprenant les calculs que 'on vient de faire on trouve la relation suivante sur
les lignes du déterminant

(b—c)(1+a*) Ly + (c—a)(1 +b*) Ly + (a —b)(1 + *) L3 =0

ce qui correspond bien a la condition de compatibilité.

Solution 4.4.2 Le déterminant A du systeme vaut :
(a+b+c)a+b—c)la+c—b)(a—b—c).

—a(b* + & — a?)
(a+b—c)la+c—b)la—b—rc)
permutation circulaire pour z et t. Pour x, on utilise la relation : x +y + z +t = 2.

Soit P le plan d’équation P = a+b+c =0, @)1 celui d’équation )1 = a+b—c =0 et de méme
Qa, Q3(A = PQ1Q2Qs).

e Si P=0et Q; # 0 alors le systeme est possible, indétermination d’ordre 1.

e Si )1 = 0 uniquement, alors le systéme est impossible (de méme Q; = 0).

e Si P=0,Q =0,(a,b,c)#(0,0,0) alors : y = z,x —t = 1, indétermination d’ordre 2.
e Sion a 3 valeurs nulles, alors a =b=c¢=0.

et on fait une

D’otu, dans le cas ou A est non nul : y =

Solution 4.4.3

e Premier systeme : on additionne les deux premieres équations, puis les deux dernieres,
en posant X = z +y, T' =t + 2z, on obtient le systeme de 2 équations a 2 inconnues
suivant ;

(a+b)X+T =2a
X+ (@a+bT =2a

2
qui donne X =T = rba—i—l a condition que a + b # £1.
On recommence, mais cette fois on soustrait les équations, on pose ¥ = x — v,
Z =t—z dou
(a=b)Y+Z =2b
Y+(a—-bZ =2
2(ab—1* —1 2(a—2b
et Y = % et Z = # a condition que a — b # £1. On peut alors

en déduire x, y, z, t.
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e Pour le deuxieme systeme, on utilise les déterminants, on a des déterminants de Van-
dermonde un peu partout : on trouve

A__(b—a)(a—c)(b—c) . (a+ c)(a+ b)a?
B a2b?c? " (b—a)(c—a)la+b+c)
Solution 5.1.1
(1) On pose 7 = oco™!. Siz ¢ {o(a1),0(az),...,0(a,)} alors 7, = z, si x = o(a;), alors
T, = oc(a;) = o(a;41)(si i # p). D’ou le résultat.
(2) On prend ¢ = (1,2) et 0 = (1,2,...,n)s, alors oco™! = (2,3),

de méme, o*co ™ = (k+ 1,k + 2) et 0" teat™ = (n, 1).

Puis on montre que (z,i+2) = (i + 1,7+ 2)(¢,i 4+ 1)(i + 1,7 + 2) et par récurrence
que (i,7) sécrit en fonction de (1,p) ou p € [2,n]. On peut alors conclure car les
transpositions engendrent &,,.

(3) Soit t; = (i,4),ta = (k,1) : si {i, 7} = {k, 1} alors t1ty = id.
si Card{i, j} N {k,1} = lt1ty est un cycle d’ordre trois.
si{i,7} N{k,1} =0 alors, on a (¢, k,1)(4, j,1) = (4,7)(k,1).

Comme tout élément de A, s’écrit comme un produit pair de transpositions, on en
déduit le résultat.

Solution 5.1.2

1
(1) On trouve les valeurs : 1 — X, 5,1 — X’ ﬁ et =

On sait en effet que (1 2) et (1,2,3,4) engendrent Sy or, si B(xy, 9, x3,14) = A alors

B(.Tg,l'l,xg,.f&l) = X

. Ty —To2Xy — T3
Soit A = B(xy,x3,T4,71) =

alors
X1 — T3 Ty — T2

xy —xy  (z1 —13) + (T3 — T9) of TAT T3 (4 — 21) + (11 — 23)

L1 — 3 T1 — X3 Ty — X2 Ty — To
d’ou
A= (1_333—$2> <(£C4—$1)+(331—$3)> ::C4—:C3_)\_x3—332x1_3;3
T3 — 21 Ty — T2 Ty — To T3 — T Ty — To
=1-A

ce qui donne effectivement les valeurs prises par B en examinant les différents cas (ce
qui peut prendre un certain temps).
(2) On pose :
) =X L) =14 L) =+, ) =15, N = . fo(N) =
0 — 7\ J1 — y J2 _)\7 3 - A’ 4 _1_)\7 5 _1—A’

Soit G = {fo, f1, fo, f3, fa, fs} muni de la loi de composition. On a f3 = f; o fo,
fa= fao fi, fs = fio foo fi. On définit alors 'application ¢ par

p(Id) = fo, ¢((1,2)) = f1, ¢((2,3)) = f2,
90((17 273)) = f3, 90((17 372)) = fu 90((17 3)) = /s

alors ¢ est une bijection compatible avec les lois o dans G3 et dans GG ce qui permet de
dire que G est un groupe isomorphe & S3 (le seul groupe d’ordre 6 non commutatif).
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Solution 5.1.3 Si p désigne la permutation en question, on étudie les couples (i, 7) tels que :
1<jgetp >pj:
1,7 impairs ou ¢ pair, j impair : pas d’inversion.

i, pairs, on a inversion : i =2i',j =25/, 0<i <j <n : ("Jrl

2
i impair, j pair, inversion : 1 =2i' + 1,7 =25,0<¢ <j <n : (";rl) couples.
Conclusion : p est paire.

) couples.

Solution 5.1.4 On remarque tout d’abord que o(a,b,c)o™! = (a(a), o (b), o(c)).

Soit 0 € &, telle que o(a) =d’, o(b) =b et o(c) = .

Si o est paire alors c’est la permutation cherchée.

Si o est impaire, comme n > 5, il existe une transposition laissant a’, b', ¢ invariants, la
permutation paire 7o convient.

Solution 5.1.5 On utilise la relation o(i,j)0~' = (0(i),0(j)) pour toute transposition (i,
Comme o commute avec toutes les permutations on a (i,j) = (o(i),0(j)) donc {i,5}
{o(i),0(j)}. Pour k # j on a aussi {i,j} = {o(i),0(k)} donc o(i) = i, o est I'identité.

7)-

Solution 5.2.1 On a : Ay, = (a® — b*)" en développant par rapport & la premiere ligne.
B, et C,, vérifient la relation : u, = 2cosfu,_1 — u,_2 (toujours en développant par rapport a
la premiere ligne), d’ou :
i 1)6
L G ) L 40,
sin 0 . o

e B, =¢(n+1) ou ¢ est du signe de cosf si sinf =0
e ct C), = cosnb.

Solution 5.2.2 On a :

. xn—f—l / B (n + 1)1.71 1 — xn—f—l
1—=x n

1
Pl)=1+2z+--- = :
(x) +2r+---+nzx ( - +(1—x)2

- 27
On pose w = €' alors

sik#0
n—1 — ok
P =142+ 4" = 711(71(11) |
sik=0
2
- n(n+1) (—n)*! "M+l T
Dou II = 5 i = (=1)»! 5 car H(l — W) = Q1) ol Q(X) =
[T -wb k=
X" —1 -
~ __1 et Q(1) = n.
1 2 .. n
n 1 - n-—1 o
Soit A=1. . . , et Q= (WD), e = (Chy..., Cy) (les C; désignent
2 ... n 1

les colonnes de €2). On a alors

AQ = (P(1)Cy, ..., P(Ww"'Cy))
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d’ott det(AQ) = ITdet Q2. Comme (2 est inversible (matrice de Vandermonde) on peut conclure

N (n+1)

A, =T =(-1) :

Solution 5.2.3

(1) On dérive D(z) colonne par colonne, a chaque fois, on aura une colonne de 1 que I'on
retranchera aux autres colonnes, on aura ainsi une somme de déterminants ne dépendant
pas de z.

Remarque : le calcul de la dérivée d’'un déterminant (application multilinéaire) peut
se faire effectivement colonne par colonne (comme le calcul de la dérivée d'un produit).

(2) Comme D'(x) est constant, D(x) est une fonction affine de z. D(—a) = w(a), D(—b) =

b+x a+x bw(a) — aw(b

w(b), dott D(x) = bfaw(a) + af “w(b) et D = D(0) = %

(3) Le cas ou b = a se traite en considérant que D est une fonction de b, continue (c’est
un polynome) et en passant a la limite dans l'expression ci-dessus on trouve D =
w(a) — aw'(a).

Solution 5.2.4 Si (4, 7) € [0,n]* alors A = 2D(zq, x1, ..., T,).

Si (z,7) € [1,n]?, on écrit la premiere colonne sous la forme 2+ (z;, — 1) et on utilise la linéarité
A=A +MouAy=(2,1+a3,...,1+a}) et Ag= (2 — 1,1 +2%,...,1+a}).

Pour calculer A1, on retranche la moitié de la premiere colonne a toutes les autres, on obtient

A = ZkaD(xl, ey ).

k=1
Quant & Ay, on retranche la (n — 1)*™¢ colonne a la ni®™e .. la (n —k — 1)®™¢ A la (n — k)ieme
et on trouve :

Ay = (21, — 1,2} —apy ..., 2f — 2l = H(xk —1)D(xq,...,x,).

Le résultat final est alors immeédiat.

Solution 5.2.5 On utilise ici la propriété suivante : cos(nay) = 2" cos™ ay + P,_1(cosa;) ol
P, désigne un polynome de degré inférieur ou égal a n — 1. Le déterminant sera alors égal a

2”(”_1)/2V(cos ag,COS Ay, ..., COSAy)

(déterminant de Vandermonde).

Solution 5.2.6
e On fait L; < Ly — Ly puis Ly <+ Ly — L3 d’ou

b+c—a b—c—a 0
A= (a+b+c)? 0 cta—bc—a—>b
a? b2 (a+0b)?

puis on développe et on trouve A; = 2abc(a + b+ c¢)3.
e On fait Cl <—Cl —02+03 et 03%03—01 d’ou
a b+c c a c
Ay =2]a® V*+* &2 2 2
PRI S B B3

=)

= 2abc(a — b)(b —¢)(c — a)
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e On fait apparaitre des 0 sur la premiere colonne en faisant Ly «— Lo — Ly et L3 «—

L3 — L, et on développe par rapport a la premiere colonne puis on fait 'y «— C; — Cj
et Cy «— Cy — ('3 ce qui donne

0 1 1 1 1 1 1 0 0 1

A — 0 —b? a?—c b _ b2 2 2 2| = 92 2 2 2 p2
P70 a? -2 —c? Al 2__ b2 ¢ __2C o a 2 —_62 2 ¢ __02 2_ 2

1 B 2 0 a c c a c c c

puis on développe par rapport a la premiere ligne et on trouve Az = (a —b+c¢)(a+b—
c)la—b—c)la+b+c).

Solution 5.2.7 On fait successivement C,, < C,, — C,,_1,..., Cy «— (Cy — C d’ou
P(1) AP(1) ... AP(n-—1)
P(2) AP(2) ... AP(n)
P(n) AP(n) ... AP(2n—2)
puis on recommence le processus avec les colonnes 3, ..., n, les colonnes 4, ..., n,..., les colonnes
n—1,n dou
P(1) AP(1) ... A™P(1)
P(2) AP(2) ... A™1P(2)
P(n) AP(n) ... A" 'P(n)

Or A" 1P =0 car deg AP < deg P — 1 donc D = 0.

Solution 5.2.8 On considere les applications linéaires f et g associées aux matrices A et B
dans K" et KP. g n’est pas injective donc f o g n’est pas bijective, la matrice AB de f o g n’est
pas inversible, son déterminant est nul.

Solution 5.2.9 On se place dans la base (S;;, A) ou S;; = Eij + Eji, i < j et Ay = By — Eu,
k < 1 ((S;;) est une base de I'ensemble des matrices symétriques et (Ag) est une base de
I'ensemble des matrices antisymétriques). Dans cette base, la matrice de ¢ est diagonale,
M(yp) = Diag(1,...,1,—1,...,—1) ou la nombre de —1 est égal a la dimension de I’ensemble

. o n(n—1)
des matrices antisymétriques donc det p = (—1) 2 '




