ALGEBRE LINEAIRE ET POLYNOMES (R)

1. ESPACES VECTORIELS

1.1. Espaces vectoriels.

EXERCICE 1.1.1.

On prend E = Ry[X] (polyndéme de degré inférieur ou égal a 2 sur R).

(1) Montrer que (1, X +1, X% — X + 1) est une base de E.

(2) A chaque P € E, on fait correspondre ensemble E(P) obtenu en multipliant P par
un polyndme arbitraire M de R[X] et en prenant le reste modulo (X3 + 1) de tous les
polynémes PM. Montrer qu’on obtient ainsi pour F(P) un sous-espace vectoriel de E.

(3) Onpose S=X +1et T =X?— X + 1, montrer que £ = E(S) ® E(T). Quelles sont
leurs dimensions ?

EXERCICE 1.1.2.

Soit 21 < Ty < -+ < x,, n réels. On note E le R-espace vectoriel des fonctions de classe C' sur
x1, T,| telles que fiiz, »..,1 soit polynomiale de degré 2.
H @ Z-H} g
1) Montrer que E est de dimension finie ; préciser sa dimension ; trouver une base de F.
q p
(2) Méme question avec des fonctions de classe C? telles que fii, 4,.,) s0it polynomiale de

degré 3 (on parle de fonctions splines).

EXERCICE 1.1.3.

Soit F un R-espace vectoriel de dimension n, F' et GG 2 sous-espaces vectoriels de méme dimen-
sion.
Montrer qu’il existe un sous-espace X de Etelque E=F & X =G P X.

EXERCICE 1.1.4.

Soient F', GG, H 3 sous-espaces vectoriels d’'un méme espace vectoriel E.
(1) Montrer l'implication F C G = F+ (GNH)=(F+G)N(F+ H).
(2) La réciproque est-elle vraie 7

EXERCICE 1.1.5.

Soient £ un K-espace vectoriel, I un ensemble d’indices non vide, (F;);c; une famille de sous-
espaces vectoriels de E. On suppose que

(R) V(i,j) e I?, Ik el, FUF;CF

(1) Montrer que U F; est un sous-espace vectoriel de E.
iel
(2) Trouver un exemple d’espace vectoriel E avec I = N, les F; étant tous distincts, vérifiant
la propriété (R).
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1.2. Translations, sous-espaces affines.

EXERCICE 1.2.1. Lemme de Kakutani

Soient (' et Cy deux parties convexes non vides disjointes de E espace affine. On suppose que
C1UCy # E 5 soit ¢ C1UCy et on désigne par I'; I'enveloppe conveze de C;U{z} (i € {1,2})
i.e. le plus petit convexe contenant C; U{x}, soit encore ’ensemble des barycentres positifs des
éléments de C; et de z.

Montrer que 1'un au moins des ensembles I'y N Cy, I'y N Cy est vide (on pourra d’abord faire le
raisonnement en dimension 2 puis s’y ramener).

EXERCICE 1.2.2.

Soit £/ un R-espace vectoriel. Une partie I' de E est un cone convexe ssi
V(a,b,\, ) € I*xR2, Aa+pub e T

(on supposera par la suite que I' est un cone convexe). On notera I'™ = {z| — 2 € '} (cone
opposé a I'). Le faite du cone est FF = I' N ['". Soit H un hyperplan défini par une forme
linéaire ¢ de E telle que H = Ker ¢. On posera :

Hy = {zlp(z) >0} Hi = {z|p(z) > 0}
(et des définitions analogues pour H_ et H*).
On dit que H est latéral pour I' si (I' € Hy) ou (I' C H_) et que H est strictement latéral

pour I'si HNI = F.
Enfin T" est de type fini ssi il existe une famille finie de vecteurs (a4, ..., a,) telle que

P
rel < Jay,...,qp) € RE, x:Zaiai.
i=1

(1) Montrer que I' est convexe (on prendra ici la structure affine de E), que F' est un
sous-espace vectoriel et que I'\ F' est convexe.

(2) Montrer que, si H est latéral, il contient F' ; montrer que tout hyperplan strictement
latéral est latéral.

(3) Montrer que, si I est de type fini, il en est de méme de ' N H.

EXERCICE 1.2.3. E

Soit (a, b, ¢) un triplet de points indépendants d’un plan affine, (p, ¢, r) un triplet de points tels
que
pE Dbc> /AS Dcaa re Dab'

On rappelle que wv représente la différence des abscisses de deux points (u,v) d’une droite D
relativement a un repere affine de D.
Prouver les équivalences :

(1) pb.ge.ra = pe.ga.rb < (p,q,r) alignés.
(2) pb.ge.ra + pe.qa.rb = 0 < (Dgy, Dy, D) appartiennent & un méme faisceau i.e. sont
concourantes ou paralleles.
On pourra montrer que 3 droites D; d’équations u;x + v;y + w; = 0 sont concourantes
Uy V1 Wy
ou paralleles ssi [uy vy ws| = 0.
us V3 W3
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EXERCICE 1.2.4.

Soient 7 points (a,b,c,p,q,r,s) deux a deux distincts tels que (a, b, c) ne soient pas alignés,
{p,s} C Dpe, s € Dy, v € Dy, ¢ € Dy €t (Dyp, Dy, Der) appartiennent & un méme faisceau
(cf exo précédent).

b b
Calculer p: + S:
pc  sc

1.3. Applications linéaires.

EXERCICE 1.3.1.
Sia € R, u € E, R-espace vectoriel et f € L(E) telle que f3 = Idg.
Résoudre I'équation z + af(x) =uouz € E.

EXERCICE 1.3.2.

Soit E un K-espace vectoriel, f et g dans L(FE).
(1) Montrer que Ker(go f) = Ker f < KergNIm f = {0}.
(2) Montrer que Im(go f) =Img < Kerg+1Im f = E.

EXERCICE 1.3.3.

Soit E' un K-espace vectoriel, f et g dans L(F).

(1) Montrer que f et g sont inversibles ssi g o f et f o g le sont.
(2) Montrer que Idg —f og € GL(E) = Idg —g o f € GL(E).

EXERCICE 1.3.4.

Soit ' un K-espace vectoriel, p et ¢ 2 projecteurs de E.

(1) Donner une C.N.S. pour que p + ¢ soit un projecteur.
(2) Déterminer alors Ker(p + ¢) et Im(p + q).

EXERCICE 1.3.5.

Soit ' un K-espace vectoriel, p un projecteur de E et ¢ = Idg —p. On pose
P={feL(E)|JueLl(E), f=uop}
Q={ge€L(E)|TveL(E), g=vogq}.

Montrer que P et () sont supplémentaires dans L(FE).

EXERCICE 1.3.6. Soit ' un K-espace vectoriel, p et g 2 projecteurs de E. On suppose
que po g = 0.

(1) Que penser der =p+qg—qop?
(2) Déterminer Imr et Kerr.




4 ALGEBRE LINEAIRE ET POLYNOMES (R)

2. DIMENSION DES ESPACES VECTORIELS

2.1. Familles de vecteurs.

EXERCICE 2.1.1.

Dans C(R, R), quel est le rang du systeme fi, fo, f3 ou

fi(z) =sin(x + 1), fo(x) =sin(z + 2), f3(z) = sin(x + 3).

EXERCICE 2.1.2.

Montrer que les familles suivantes de vecteurs de F(E, R) sont libres :

(1) E=01] fu w1

(2) E=R2, fop : (z,y) — e (a,b) € R?, généraliser,
(3) B =10, +00, fap : (w,y) — 2", (a,) € R%.

, a €]0,1],

2.2. Dimension d’un espace vectoriel.

EXERCICE 2.2.1.

Déterminer une base et la dimension de F' = Vect(f1, f2, f3, f1) C F(] — 1,1[,R) ol

11—z 1+x 1

filz) =/ ——, folx) = T fs(z) = N Ja

V142

@)= =

EXERCICE 2.2.2.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*, A(E) I'ensemble des applications de E dans
E qui sont constantes.

(1) Montrer que A(F) est un espace vectoriel.
(2) Calculer dim A(E).

EXERCICE 2.2.3.

Soit E le sous-espace vectoriel des applications de C? dans C qui s’écrivent sous la forme
flay) = > aiga'y’.
i<2,j<2
(1) Déterminer dim F.
2

0xdy

E dont on déterminera I'image et le noyau.

(2) On définit lapplication u : f € F — . Montrer que u est un endomorphisme de
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2.3. Rang d’une application linéaire.

EXERCICE 2.3.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R, v et v 2 endomorphismes de E tels que
fog=0, f+ g inversible. Montrer que Rg(f + g) = Rg f + Rgy.

EXERCICE 2.3.2.

Soit E et F' deux R-espaces vectoriels de dimension finie, f € L(E, F), g € L(F, E). On fait
les hypotheses : go fog=get fogo f=Ff.

(1) Montrer que £ = Im g & Ker f.

(2) Comparer les rangs de f et g.

EXERCICE 2.3.3.

Soit f € L(E) ou E est un R-espace vectoriel de dimension finie, f # 0.
Montrer que
f est un isomorphisme ssi Vg € L(E), Rgfog=Rggo f.

EXERCICE 2.3.4.

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
Si f € L(E), montrer que
dim Ker f? < 2dim Ker f.

EXERCICE 2.3.5.

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
Si (f,g) € L(E)? sont telles que

f+g=1Idg et Rg(f)+Rg(g) <dimFE

alors montrer que f et g sont 2 projecteurs.

EXERCICE 2.3.6.

Soient F, F', G 3 espaces vectoriels sur K de dimension finie. Si f € L(E, F) et g € L(F,G).
(1) Montrer que Ker(gjm ) = KergNIm f.
(2) Montrer que Rg(g o f) = Rg(f) — dim(Ker g N Im f).
(3) En déduire que Rg(go f) > Rg(f) + Rg(g) — dim F.

EXERCICE 2.3.7. E

Soient F et F' 2 espaces vectoriels de dimension finie sur K, (f,g) € L(FE,F)?. Montrer
I’équivalence
Kerf+Kerg =F

Rg(f +9) = Re(f) + Relg) & {Imf NImg = {0}
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3. POLYNOMES

3.1. Polynomes a une indéterminée.
EXERCICE 3.1.1.

Soit E = Ry[X], a, b, ¢, 3 réels.
Déterminer une base de E dans laquelle les coordonnées de P sont : P(a), P'(b), P"(c).

EXERCICE 3.1.2.

Soit P € R,_1[X] tel qu’il existe r > 0 avec P(k) = r* pour tout k € [1,n].
Calculer P(n+ 1).

3.2. Fonctions polynomiales et rationnelles.

EXERCICE 3.2.1.

Soit (P,) la suite de polynomes définie par: Py =1, P, = -X, Pyio+ XP,1+ P, =0,n>0.
(1) Expliciter P,.
(2) Quelles sont les racines de B, ?

EXERCICE 3.2.2.
Soit P(X) =2X3— X? — X — 3 un polynome de C[X].
(1) Vérifier que P a une racine rationnelle, factoriser P.
(2) Montrer que les images D et E des racines de P’ sont a lintérieur du triangle ABC
formé des images des racines de P.
(3) Montrer qu'il existe une ellipse de foyers D et E inscrite dans le triangle ABC'

EXERCICE 3.2.3.

Soit P =aX?+bX +cet Q=aX?+ X +v 2 polynomes de C[X] avec ac # 0. Montrer
qu’ils ont une racine commune ssi

Cet exercice utilise la théorie des déterminants qui est vue au chapitre 2 a partir de la page 54.

EXERCICE 3.2.4.

On considere les endomorphismes D et A de R[X] définis par :
D(P)= P'et A(P)(X)=P(X +1)— P(X).

Montrer, en justifiant les sommes, que 1’on peut écrire

— 1 n — (_1)71—1 n
A:Z‘THD etDzzl A"

n

Interprétation ? (Réservée aux étudiants de deuxieme année.)
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EXERCICE 3.2.5.
Soit P € Z[X] tel qu’il existe 4 entiers distincts A; tels que P(\;) = 7 pour i € [1,4].
Montrer que 'équation P(n) = 14 n’a pas de racine dans Z.

EXERCICE 3.2.6. E

Soient 21, 29, 23 trois nombres complexes distincts. Montrer que
21 22 <3 <1 22 Z3
- —0= S+ S+ - =0.
Z9 — 23 Z3 — 21 Z1 — k2 (2’2 — 2’3) (2’3 — Zl) (21 — 2’2)
La réciproque est-elle vraie ?
Etudier le cas ou les z; sont réels.

EXERCICE 3.2.7.

Trouver tous les polynomes P € R[X] tels que

k+1
Vk:eZ,/ P(t)dt =k +1.
k

EXERCICE 3.2.8.

Soit n € N*, @ € R\ 7Z ; on considere le polynome P(X) = (X — 1)" — e**(X + 1)™.

(1) Déterminer les racines de P.
n—1

(2) En déduire une expression simple de [] cotan(x + kn/n)  (nz # 0[x])
k=0

EXERCICE 3.2.9.

Déterminer les polynomes P € C[X] tels que :
P(X?) = P(X +1)P(X —1).

EXERCICE 3.2.10. |[I C Résolution de I'équation du troisieme degré
L’objet de cet exercice est de résoudre 1’équation

B 4ar’+br+c=0
ou a, b, ¢ sont des nombres complexes.

1) Montrer que 'on peut, par translation, se ramener au cas de ’équation réduite
q p p q
(1) 2° + pr+q=0.

(2) On pose x = u + v, montrer que, en choisissant 3uv = —p, u® et v3 sont racines de

3
I'équation U? + qU — % =0.

(3) En déduire une méthode de résolution de I’équation réduite (1).

2 3
(4) Sip et g sont des réels vérifiant (%) + <£> > 0, donner les solutions de (1) sous forme

. 3
explicite.
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EXERCICE 3.2.11.

Soient A(X) = X? +0X?+ cX +d et B(X) = X2+ aX + 3 2 polynomes a coefficients dans
C ; on suppose que be # 0.

Montrer que les couples (a, 3) tels que B|A sont ceux qui vérifient les conditions :

1
a #0, ﬁ:§(a2+b—c/(1) et a® 4 2ba* + (b* — 4d)a® — 2 = 0.

Que penser de ce résultat ?

3.3. Polynoémes scindés.

EXERCICE 3.3.1.
Soit P € R[X]| un polynome réel non nul de degré n > 2.

(1) Montrer que si P est scindé dans R[X], alors P’ I'est également.

(2) On suppose que P(X) = Y7 ap X" est tel qu'il existe j € [1,n—1] tel que a? < a;_1a;41.
k=0
Montrer que P n’est pas scindé dans R[X]| (on montrera que, si @ est un polynéme

scindé, alors Vi € R, Q(1)Q"(t) — Q'(¢)* < 0).

EXERCICE 3.3.2.

Trouver les racines de P(X) = X* —5X?% 4+ 9X? — 15X + 18 sachant qu'il existe 2 racines dont
le produit vaut 6.

3.4. Divisibilité dans K[X].

EXERCICE 3.4.1.

On se propose de déterminer tous les couples de polynomes réels (P, Q) vérifiant :

(1) PP+ (1-XH)Q*=1.

1
(1) Par dérivation, montrer que Q[P ; en déduire que Q* = — P'* avec n = deg P > 0.
n
(2) En déduire que (2) (1 —X?*)P"— XP' +n*P =0.
(3) On définit T,, € R[X] par T, (cosf) = cosnf ; montrer que T, est solution de (2), en

déduire toutes les solutions de (1) (7, est appelé polyndéme de Chebychev, on le divise
parfois par 27! pour qu’il soit normalisé—n > 1—).

EXERCICE 3.4.2.

On considere le polynome F, g = X?™ —2X™ cosmf + 1 € C[X] ou m € N*.

(1) Effectuer la division euclidienne de Fj, ¢ par Fy (on supposera dans un premier temps
sin k6

sinf # 0 et on fera intervenir des quantités ——).
sin

(2) Calculer le p.g.c.d. de F,, ¢ et F, ¢ pour m, n > 0.
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EXERCICE 3.4.3.
Soit P = X4 —2X3—-2X24+10X —Tet Q=X*—-2X3—-3X2%2+13X — 10.
(1) A Taide de I’algorithme d’Euclide, trouver 2 polynomes U et V tels que UP +VQ =1
avec deg U < deg () et degV < deg P.
(2) En déduire un polynome de degré aussi petit que possible dont le reste de la division
par P est X2+ X + 1 et dont le reste de la division par Q est 2X? — 3.

EXERCICE 3.4.4.
Soit P € C[X], montrer que, si P(X") est divisible par X — 1 alors P(X") est divisible par
X" —1.

3.5. Etude locale d’une fraction rationnelle.

EXERCICE 3.5.1.

Soit P € C[X], A = {ay,as,...,a,}) I'ensemble des racines de P et A’ 'ensemble des racines
/

de P’ ; décomposer la fraction rationnelle o

En déduire que :
a2 aja
Vze A\ A : J 1)
e Z\z o Z\z—aP

(o o est 'ordre de multiplicité de a;) et en conclure que A’ est inclus dans 1’enveloppe conveze

de A.

EXERCICE 3.5.2.

Soient n € N* et aq, s, ..., a, les racines dans C du polynome X™ + 1.

Montrer que
n

X" —1 1 1
Fu(X) = (X2_1)(Xn+1) ﬁ; (X —oy)(X —ay)

EXERCICE 3.5.3.

Simplifier I’expression suivante :

1
(X + k)X +k+1)(X+k+2)

Yip =
k=0

EXERCICE 3.5.4.

1
Calculer les dérivées successives de f(z) =

x2 —2xcosf+1°

EXERCICE 3.5.5.

Soit P € R,,[X] admettant n racines réelles distinctes non nulles : xq,. .., x,.
On écrit P(X) = > a; X" a, # 0.
i=0
1 1

Mont S
ontrer que ZZI P ) o
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EXERCICE 3.5.6.

Soit (Zo, ..., Z,) € C" deux & deux distincts tels que
1

VP e C,1|X]|,P(Zy) = — P(Z;).

< 1[X], P(Zo) o Z (Z:)

On pose p(X) = [[(X — Z)).
i=1
1) Montrer que pour tout (z1,...,x,) € C" on a =—> x.
(2) Montrer que ¢(X) = ¢(Zy) + E(X — Zo)¢'(X).

(3) En déduire le développement de ¢ suivant les puissances de (X — Z).
(4) Trouver tous les n + 1-uplets (Zy, Z1, ..., Z,) vérifiant la condition initiale.

4. CALCUL MATRICIEL

4.1. Opérations sur les matrices.
EXERCICE 4.1.1.

Structure de 'ensemble des matrices G = {A, =

e

,n € Z,a € C} muni de la

o O
O = O
_ 3 o

multiplication des matrices.

EXERCICE 4.1.2.

Soit A et B 2 matrices carrées d’ordre n telles que AB — BA = B.
Montrer que, pour tout p de N*; ABP = BP(A + pl).
En déduire que B est singuliere (on dit qu’une matrice est singuliére si elle n’est pas inversible).

EXERCICE 4.1.3.

Soit A, B, C' des matrices carrées d’ordre n telles que ABC = 0.
Montrer que, si aucune n’est nulle, deux d’entre-elles sont singuliéres (i.e. non inversibles).
Généralisation a A1 Ay ... A, =0.

EXERCICE 4.1.4.

Soient A et B 2 matrices de M,,(K), on suppose qu’il existe a # 0 et b # 0 tels que
AB = aA + bB.
Montrer que AB = BA.
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EXERCICE 4.1.5.

Chercher toutes les matrices (X,Y) € My(R)? vérifiant le systeme

XYX =1
YXY =1,
EXERCICE 4.1.6.
02 -1
Soit M= [0 2 0 | e M3(R) et K ={zM, xR}
00 2

(1) Montrer que (K, +, X) est un corps.
(2) A-t-on K \ {0} C GL3(R) 7

EXERCICE 4.1.7.

Soient A et B deux matrices de M,,(K) telles que B et B — AB~!A soient inversibles.

AX -BY =0

Résoud X,Y) € M, (K)? le systt '
ésoudre en (X,Y) € M, (K) esyseme{BX—AY =1,

EXERCICE 4.1.8. Egalité de Wagner
Soient A, B, C' 3 matrices de M5(K) quelconques, montrer que

(AB — BA)*C = C(AB — BA)*.

EXERCICE 4.1.9.

. A B N . . , rs
Soit M = ( BT C) ou les matrices A et C' sont des matrices carrées symétriques.

Montrer que, si A et S = C — BYA™!B sont inversibles, alors M est inversible.
Calculer alors M~!.

EXERCICE 4.1.10.

Montrer que, si A et B sont 2 matrices carrées complexes d’ordre n, on a :

A B

det {—B A

] = det(A +iB) det(A —iB)

EXERCICE 4.1.11.

Montrer que, pour tout hyperplan H de M, (K), on a H N GL,(K) # 0.

EXERCICE 4.1.12.

Soit A € M,,(K), on suppose qu'il existe U et V' dans M,,(K) telles que
Vp € {1,2,3,4}, AP = \'(U + pV).
Montrer que, pour tout entier p # 0, A? = \P(U + pV/).

11
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4.2. Matrices et applications linéaires.

EXERCICE 4.2.1.

On suppose a et b distincts dans C et on considere I’endomorphisme ¢ de C,[X] défini par :

H(P(X)) = (X — a)(X — BP'(X) —n(x — 210

)P (X).

Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique (1,X,X2% X3 ..., X") puis dans la base
(Po, Pr, Po, ..., Py) ot Po(X) = (X —a)" *(X — ).

EXERCICE 4.2.2.

Soient E et F' 2 K-espaces vectoriels de dimension finie, u et v dans L(E, F).
(1) On suppose que Rg(v) < Rg(u).
a) Montrer qu’il existe g € GL(F), d € L(E) tels que gov = uod.
b) Montrer qu’il existe 6 € GL(E), v € L(F) tels que vo§ =you.
(2) Si Rg(u) = Rg(v) alors montrer qu’il existe g € GL(F'), d € GL(FE) tels que gov = uod.

EXERCICE 4.2.3.

Soient A € M35(R) et B € Ms3(R). On suppose que

0 -1 -1
AB=[-1 0 -1
1 1 2

Montrer que AB est la matrice d'un projecteur de rang 2, que RgA = RgB = 2 et que
BA == [2.

4.3. Rang d’une matrice.

EXERCICE 4.3.1.

1 2 ... n
Quelest lerangde A, = |, " | 5 3o
3n—2 3n—1 ... 4n—3

EXERCICE 4.3.2. E

Soit f : M, (C) — C différente des applications constantes : A — 0 et A +— 1. On suppose
que :

V(A4, B) € M, (C)?, f(AB) = f(A)f(B).
Montrer que A non inversible ssi f(A) = 0.

EXERCICE 4.3.3.

Soit A € M,,,(K) \ {0}. Montrer '’équivalence suivante

A(Xy,..., X,) € (M,a(K))

p
I i = T, ... T
(Vi Y)) € (M, (K))P° familles libres telles queA = X Y, + -+ + X, Y, ".

Rg(A)=r < {
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EXERCICE 4.3.4.

Soient A € M,, ,(K) et s un entier naturel. Montrer I’équivalence suivante :
Rg(A)<s< 3¢ >0, IBe M, (K) | AB=0et Rg(B)=p—s.

4.4. Systémes d’équations linéaires.

EXERCICE 4.4.1.
ari+ro+ -4z, = 1

rt+oare+ - t+x, =

Résoudre le systeme : sur C.

T+ wy+ - tax, = B

EXERCICE 4.4.2.

Soit A € Mn(R>, A= (aij) ou Qi = 1— 5@] Calculer A~

EXERCICE 4.4.3.

1
Soit H,, = (h;;) ou h;; = F—] la matrice de Hilbert d’ordre n ; a ’aide de
i+7—

N L
F<X)_;X+j—1

calculer 'inverse de H,,.
Terminer le calcul lorsque n = 4. Qu’en penser ?

5. DETERMINANTS

5.1. Groupe symétrique.

EXERCICE 5.1.1.

Soit p premier et G le sous-groupe de My(Z/pZ) formé des matrices inversibles (que I'on écrit
G =GL(2,Z/pZ)).

Montrer que G est un groupe multiplicatif. Donner le nombre d’éléments de G.

EXERCICE 5.1.2.

Calculer vvu=t'v™ ot u = (123) et v = (456) cycles dans &,, pour n > 6.

EXERCICE 5.1.3.

Calculer le produit de 2 transpositions (3 cas) ; en déduire que A, est engendré par les cycles
d’ordre 3.
Montrer alors que {(123),(124),...,(12n)} est générateur de A,,.
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EXERCICE 5.1.4.
Soit n > 3 et (A, B) une partition de [1,n] telle que
A={a1,a9,...,apfoul<a <ag<---<a,<n,
B ={by,bg,...,bp_ptou1<b <by<---<by,<n.

1 2 ... p p+1 ... n)

On considere la permutation o =
ap Gz ... Qp b1 bn—p

Déterminer la signature de o.
Exemple : A={n—p+1,...,n}, B={1,2,...,n—p}.

5.2. Déterminants.

EXERCICE 5.2.1.

Calculer le déterminant suivant :

ap + by aq . aq
A - ao as + by ... ao
an an c.. Gy + by,
EXERCICE 5.2.2.
sin(2an)  sin(og +ag) ... sin(og + ay)
Caleuler A, — sin(ag'—k a1)  sin(2an) ... sin(ag'%— an)
sin(&n. +ap) sin(a, +az) ... sin(éan)

EXERCICE 5.2.3.

Calculer det(a;;) = A, ot a;; =2, i1 =1, a;;-1 =3 et a;; =01 |i — j| > 2.

EXERCICE 5.2.4. Déterminants de Vandermonde

Soient (x1,...,2,) n complexes (n > 2), montrer que le déterminant de Vandermonde
1 e 1
T e e Tn
Vizy,...,zn) = | . .| vaut H (x; — ;).
: . I<idi<
T T

EXERCICE 5.2.5.

On prend F = K" avec n > 2, f et g 2 endomorphismes de E. Pouri < jet (z1,29,...,2,) € E"
on définit
0ij = det(xy, ..., f(xi), ..., 9(z;), ..., xn)

ot les seuls vecteurs x; et z; ont été remplacés par f(z;) et g(z;). On définit de méme d;; pour
1> 7.
Montrer qu’il existe a(f, g) € K tel que

Zéij = a(f,g)det(z1, 22, ..., 2n)

i#]
et donner I'expression de a(f, g) en fonction de Tr(f), Tr(g) et Tr(f o g).
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EXERCICE 5.2.6. E

2

yz—ax* =a
Soit (a, b, ¢) € R?, résoudre le systeme ¢ zox —y?> =0b en (2,9, 2).
xy— 22 =c

1. INDICATIONS

Indication 1.1.1
(1) Immédiat, les degrés sont étagés.
(2) Ecrire R = PM — Q(X? +1) avec deg R < 2.
(3) Pour montrer que F = E(S) + E(T'), décomposer la fraction rationnelle )1?(3?1, E(S)N
E(T) = {0} est immédiat.
Indication 1.1.2
(1) S’intéresser a E’ le R-espace vectoriel des fonctions f continues sur [z, z,] telles que

f\@s,z:,1) SOit affine par morceaux. dim E' = n et il est facile de passer de £’ a F.
(2) On utilise le méme procédé.

Indication 1.1.3 Prendre une base de F'N G que l'on complete en une base de F' et de G puis
de FE et construire X en définissant une base. On peut aussi raisonner par récurrence sur dim F'.

Indication 1.1.4

(1) F+(GNH) C (F+G)N(F+ H) immédiat, pour I'inclusion dans I’autre sens, remarquer
que (F+G)N(F+H) =GN (F+ H) puis écrire z € GN(F+ H) sous la forme x = y+2
avecr € G,ye Fetze H.

(2) Prendre un contre-exemple dans le plan vectoriel.

Indication 1.1.5

(1) Les vérifications sont immédiates.
(2) Penser a E = K[z].

Indication 1.2.1 Faire un raisonnement par ’absurde, si I'y N Cy est non vide, soit yo = tx1 +
(1 —t)x € Cy, de méme pour I'y N CY, soit y; = t'zy + (1 — ')z € Cy ou x; € C; alors montrer
que les segments [x1,y1] et [x2, yo] se coupent.

Indication 1.2.2

(1) T convexe et F' sous-espace vectoriel : immédiat. Pour prouver que I' \ F' est convexe,
raisonner par 1’absurde.

(2) Premiere question : immédiate, raisonner par I’absurde pour la deuxiéme question.

(3) Répartir les générateurs de I' selon qu’ils sont dans HY, H* et H (les z; dans H7, les
y; dans H* et faire intervenir les vecteurs v;; = ¢(z;)y; — p(y;)z;.

Indication 1.2.3

(1) Ecrire les coordonnées barycentriques de p, g, r dans la base affine (a,b,c) et exprimer
la condition d’alignement a 'aide d’un déterminant.

(2) On écrit uav + vB + wy = 0 une équation barycentrique de D,,, on exprime que D,,
passe par a et p, on fait de méme pour les 2 autres droites. On exprime enfin que les
droites appartiennent a un méme faisceau.

sb

b
Indication 1.2.4 On trouve p: + ==0.
pc sc

Indication 1.3.1 Composer par f et f2 et distinguer les cas a # —1, a = —1.
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Indication 1.3.2 Remarquer que : Ker(go f) D Ker f et Im(g o f) C Img, les 2 questions
proposées sont donc équivalentes a

Ker(go f) CKer f & KergNIm f = {0} et Im(go f) DImg < Kerg+Im f = E.

Indication 1.3.3

(1) C’est une propriété générale des applications (la linéarité n’intervient pas).

(2) Faire intervenir Idg +goho f ot h= (Idg —fog)™L.
Indication 1.3.4

(1) La C.N.S. est pog=gqop=0.

(2) Montrer que Im(p + q) = Imp + Im g et Ker(p + q) = Kerp N Kergq.
Indication 1.3.5 Si f € PNQ écrire f =uop® = fop, puis, si f € L(E), f=fo(p+q).
Indication 1.3.6 r est un projecteur, Imr = Im p + Im ¢, Kerr = Kerp N Kerg.
Indication 2.1.1 Penser aux formules d’addition des sinus.
Indication 2.1.2

(1) Utiliser I'unicité de la décomposition d'une fraction rationnelle.
(2) Soit I C R? un sous-ensemble fini, se ramener au cas oit I C JX K ol J et K sont finis,
montrer ensuite que la famille f, : z +— e* est libre. La généralisation se fait avec
fa(z) = el@®) ou (a]x) est le produit scalaire canonique de R”.
(3) Méme chose qu’a la question précédente.
Indication 2.2.1 On a des relations simples entre fi, fo et f3, fs.
Indication 2.2.2 Utiliser un isomorphisme.
Indication 2.2.3
(1) La famille (1,z,y, 22, zy, y?, %y, xy?, v*y?) est une base.
(2) On trouve Imu = Vect(1, z,y, zy) et Keru = Vect(1, z,y, 2%, y?).
Indication 2.3.1 Utiliser dim F' + dim G > dim(F + G) avec F' = f(F), G = g(F).
Indication 2.3.2
(1) Facile, on montre F = Im g + Ker f et Im g Ker f = {0}.
(2) On obtient Rg(f) = Re(g).

Indication 2.3.3 Pour la réciproque, montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de £, F' # E
alors il existe H hyperplan tel que F' C H.

Indication 2.3.4 Compléter une base de Ker f en une base de Ker f? par (g4, .. .,&,,) et prouver
que la famille (f(g;)) est libre.

Indication 2.3.5 On montre que £ = Im f @ Im ¢ puis on prouve que f2? = f.
Indication 2.3.6

(1) Immédiat.

(2) Appliquer la formule du rang & gjmm ;.

(3) Utiliser la formule dim(# N G) + dim(F + G) = dim F' + dim G.

Indication 2.3.7 Utiliser Rg(f +¢) < dim(f(F) + g(E)) = Rg(f) + Rg(g) — dim(Im f NIm g).
En déduire que (f + ¢)(E) = f(E) + g(E) et conclure pour le sens direct.
Pour la réciproque, prouver que f(E)® g(E) = (f + g)(E).
Indication 3.1.1 Utiliser les polynomes 1, X —a, (X — b)?%.
Indication 3.1.2 Utiliser 'application A(P)(X) = P(X + 1) — P(X) et calculer A"(P).
Indication 3.2.1

(1) Résoudre la récurrence double.
(2) Poser z = 2cos#.
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Indication 3.2.2
(1) On cherche la racine sous la forme a/b ou a|3 et b|2.
(2) Les racines de P’ sont réelles.
9
(3) Lellipse admet Z(x —1/6)? 4+ 4y* — 1 = 0 comme équation.
Indication 3.2.3 = Montrer que P, X P, @), X sont linéairement dépendants.
< distinguer les cas : P et () proportionnels, P et () non proportionnels.
Indication 3.2.4 Les sommes sont finies, penser ensuite a la formule de Taylor, utiliser la base
XX -1(.)(X - 1
de Hilbert e, = ( I ')< p+1)
p!

. Pour linterprétation, penser a ’exponentielle et

au logarithme.
4
Indication 3.2.5 Utiliser la division dans Z[X]| de P — 7 par Q(X) = [[(X — \).
i=1

Indication 3.2.6 Si P(X) = (X —2z1)(X — 29)(X — 23) alors P'(21) = (21 — 22)(21 — 23), il suffit
3 3

donc de prouver que si A = > z;P'(2;) = 0 alors B = Y z[P'(2)]> = 0. Sur C, la réciproque
=1 i=1

(A
est fausse.

Indication 3.2.7 Utiliser Q(z) = [, P(t)dt.
Indication 3.2.8 Résolution de z" = a puis utiliser le produit des racines.
Indication 3.2.9 Si P n’est pas constant, obtenir une contradiction en considérant l’ensemble
de ses racines.
Indication 3.2.10
(1) Poser y = + 3.
3

(2) On au® +v® = —qet udv® = _r

(3) Il suffit de résoudre 1’équation du second degré, attention au choix de v (qui dépend de
u).
(4) O)n obtient les formules de Cardan avec des racines cubiques réelles.
Indication 3.2.11 On fait la division euclidienne de A par B. La méthode proposée permet
de résoudre I'équation du quatrieme degré.
Indication 3.3.1
(1) Penser au théoreme de Rolle et bien gérer les racines multiples.

’ " 12
(2) Si @ est scindé sur R alors, en calculant 9 montrer que %}Q < 0 et appliquer ceci

au polynéme Q = PU~,
Indication 3.3.2 En utilisant les fonctions symétriques élémentaires, p; = 6, p; = 3 (produits
des racines prises 2 a 2) on trouve $; et sy (sommes des racines).
Indication 3.4.1
(1) P A @ =1 puis on dérive, enfin on montre que P’ et ) sont proportionnels.
(2) Remplacer * puis dériver.
(3) Trouver une relation de récurrence entre 1,,, T,,—1, T;,—o. T,, vérifie (2) : calcul simple de
dérivée. On montre ensuite que les seules solutions polynomiales de (2) sont de degré

ee’
n. Les solutions sont alors (¢T,,, —7T)) n € N*.
n

Indication 3.4.2
(1) Faire une récurrence et des calculs...
(2) Sion pose d =m A n alors montrer que Fy, g A F, g = Fyp.
Indication 3.4.3 On trouve : U = X? — X? —5X +7et V = —X3+4+ X2+ 4X — 5 puis, apres
calculs, le polynéme cherché est —3X7 4+ 5X6 + 19X° — 58 X% 4 5X3 + 134X? — 158X + 57.
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Indication 3.4.4 On a P(1) = 0 et 1 = e2k/n)n,

Indication 3.5.1 La décomposition de % c¢’est du cours, prendre le conjugué ensuite et penser
aux barycentres.

Indication 3.5.2 Distinguer les cas n = 2p, n = 2p + 1 et faire des calculs. Il y a une astuce
pour ne pas faire tous les calculs, faire intervenir le polynome @, (X) = )g(n__11 et décomposer
(X + 1) E,(X).

Indication 3.5.3 Penser a décomposer la fraction rationnelle (il y a une petite astuce).

Indication 3.5.4 Décomposer la fraction rationnelle.
Indication 3.5.5 Décomposer la fraction rationnelle %.
Indication 3.5.6
(Zo)

(1) Calculer m.

(2) Faire la différence et utiliser le (1).

(3) Dériver et montrer que p(X) = p(Zy) + (X — Zy)™.

(4) On obtient Z;, = Zy + ae?*™/™ (en renumérotant).

Indication 4.1.1 On a un groupe mais qui n’est pas un sous-groupe de GL3(C) si o = 0.

Indication 4.1.2 Relation immédiate par récurrence, raisonner ensuite par ’absurde.

Indication 4.1.3 Distinguer les différents cas en raisonnant par l'absurde. Généralisation
immédiate.

Indication 4.1.4 $(A —bI) et (B — al) sont inverses 'une de Pautre.

Indication 4.1.5 Remarquer que X =Y puis faire les calculs...

Indication 4.1.6 L’inverse de zM pour z # 0 est 22 mais K \ {0} ¢ GL3(R).

Indication 4.1.7 Exprimer Y et reporter.

Indication 4.1.8 Remarquer que Tr(AB — BA) = 0 puis calculer (AB — BA)?.

Indication 4.1.9 Chercher M~ sous la forme M~! = (ﬁoff g)

Indication 4.1.10 A l'aide de manipulations sur les colonnes, montrer que

A B . [A+iB B] _, [A+iB B
det{—B A}_det[—BjLiA A}_det{ 0 A—iB

Indication 4.1.11 H est le noyau de ¢ forme linéaire, poser a;; = ¢(E;;) et distinguer des cas.

} en raisonnant sur les lignes.

Indication 4.1.12 Se ramener au cas ou A # 0 puis exprimer les relations obtenues en écrivant
A3 et A* de 2 facons différentes.

Indication 4.2.1 Calculs simples, dans la base des P la matrice de f est diagonale.

Indication 4.2.2 Toute matrice est équivalente a une matrice de la forme (% 8) ou p est le

rang.

Indication 4.2.3 (AB)? = AB : immédiat. Poser ensuite f, g, h les applications linéaires de
matrices A, B, C' et raisonner avec.

Indication 4.3.1 Rg(A) = 2 (raisonner sur les colonnes).

Indication 4.3.2 Utiliser (et démontrer) que toute matrice est équivalente a une matrice de la

0 I,
forme J, = (0 0).

Indication 4.3.3 Ecrire A = P (I(;" 8> Q.
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I, 0
0 0
utiliser les applications linéaires associées.

Indication 4.3.4 Ecrire A = P ( ) Q) et exprimer B a 'aide de (). Pour la réciproque,

Indication 4.4.1 Faire intervenir s = x1 + -+ - + x,,.
Indication 4.4.2 Résoudre le systeme associé.

Indication 4.4.3 On utilise les P.I.L. et on obtient H~' = (hj;) ol

B — (—1)it7 (n+i—1)!(n+j—1)!
T iti—1 (n=)!i—1)2(n—j)I(G—-1)I2"

qui se justifie en exprimant h}; avec des coefficients binomiaux.

On remarque que, pour n = 4, les coefficients sont entiers ce

Indication 5.1.1 On compte le nombre de (a, b, ¢, d) tels que ad — bc = 0 ce qui nous donne le
nombre de matrices non inversibles. On peut faire plus simplement avec les familles libres.

Indication 5.1.2 On trouve 'identité.

Indication 5.1.3 On trouve soit l'identité, soit un 3-cycle, soit le produit de deux 3-cycles.
Calculer ensuite ¢; o ¢y 0 Cfl ou ¢y et ¢y sont des 3-cycles.

P
Indication 5.1.4 On compte le nombre d’inversions, il y en a I(o) = > (a, — 7).
r=1

Indication 5.2.1 Montrer par récurrence que A, = Gy + > a;0; ou Gy = [[}_ bw, Bi =
Hk;ﬁz‘ b

Indication 5.2.2 A, = 0 sin > 3 car les colonnes sont liées.

Indication 5.2.3 On trouve la relation A,, = 2A,,_; — 3A,,_s.

Indication 5.2.4 Plusieurs méthodes pour arriver a ce résultat, on fait de toutes fagons une
récurrence et on peut utiliser le polynome P(X) = [[1(X — z;) = X" + Z;:g N X7 et
utiliser une combinaison linéaire des lignes.

Indication 5.2.5 Poser A(zy,...,x,) = ) _ 0;; et montrer que A est n-linéaire alternée.

i#]

Indication 5.2.6 Faire intervenir I’expression de la comatrice d’une matrice d’ordre 3 et trouve

un systeme équivalent a com (M) = A.
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2. SOLUTIONS

Solution 1.1.1

(1)
(2)

(3)

Evident, on a une famille de polynémes de degré étagés (donc libre) contenant 3 éléments
(cf corollaire 2.11 sur la caractérisation d’une base page 40).
Soient Ry et Ry 2 éléments de E(P), alors R; = PM; — Q;(X? + 1), donc :

MR+ MRy = P(AM M + Mo My) — (MQ1 + XaQ2)(XP + 1) € E(P).

On remarque que : R € E(S) & S|Ret R € E(T) & T|R ; puis on décompose la
fraction rationnelle :
R a bX +c
X+l X+1 XP—X 11
ce qui donne : R = a(X? =X +1)+ (0X +¢)(X +1) = Ry + Ry ou Ry € E(T)
et Ry € E(S). Re€ E(T)NE(S) < X*+1|R< R =0etenfin : dmE(T) = 1,
dim E(S) = 2.

Solution 1.1.2

(1)

(2)

Soit E' le R-espace vectoriel des fonctions f continues sur [z1,z,] telles que fif,,
soit affine par morceaux.
f est déterminée de maniere unique par la donnée des f(x;), en effet

Tit1)

r — Ti— Ty — X
f|[$i71,zi] = f(xl—l)Tl + f(:EZ) h;

ou h; = x; — x;_1 permet de connaitre f sur [xq,z,].

Soit ¢ : f € E' v (f(z1),..., f(x,)) € R™. ¢ est une application linéaire de £’ dans R™
et on vient de voir que 'on pouvait définir 'application ¢ : (y1,...,y,) € R" — f € E’
ou f est la seule fonction de E’ vérifiant f(z;) = y;. On a évidemment ¢ o 1) = Idga et
1 o ¢ = Idg donc ¢ est un isomorphisme et dim £’ = n.

Soit I : (f,a) € E'xR+— g€ Eoug(x)=a +/ f(t)dt. 11 est facile de vérifier que
Z1

I est un isomorphisme (d’application réciproque D : g € E +— (¢’, g(x1))) et donc que
dim £ =n+ 1.
Remarque : une base de E est donnée par : (f;)icjo,n) ot pour i € [1,n], fi(x;) = s,

On peut aussi prendre comme base la famille (g1, b1, f;);>1 ol
0 six <x;
(x —x)? siz>a;

@) =1, hafa) =2 —ar, fi= [w -] :{

Pour l'autre question, on procede de méme en intégrant une fonction de E et en
redéfinissant les applications I et D.

Solution 1.1.3 Soit (e, es,...,e,) une base de F' N G que l'on complete par les familles

(€p+17 ceey

eq) et (eg41, - - ., €,) pour obtenir des bases de F' et G ; on complete enfin (eq, ..., e,)

par (€.41,...,€e,) pour obtenir une base de E (on utilise ici le fameux théoreme de la base
incomplete corollaire 2.6 page 39).

Alors X = Vect(e1,...,6q—ps€ri1s---,65) OU & = €p; + €44 satisfait les conditions £ =
FeX=GoX.

On pouvait aussi raisonner par récurrence descendante sur r = dim F' = dim G.
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Solution 1.1.4

(1) Les inclusions F+ (GNH) C F+Get F+(GNH) C F+ H sont immédiates donc
F+(GNH)C(F+G)N(F+H).
Comme F' C G alors F+G = G donc (F+G)N(F+H) = GN(F+H). Siz € GN(F+H)
alors t =y+zavecr e G,ye Fetze H z=2—y € G donc z € GN H dou
x € F+(GNH) ce qui donne l'inclusion dans 'autre sens (F+G)N(F+H) C F+(GNH)
et ’égalité.

(2) Vu la formulation de la question, la réponse est NON. Prendre par exemple pour E le
plan vectoriel, F'; G, H 3 droites distinctes. GNH = {0}, F+ G =F+ H = F et
F+(GNH)=F#(F+G)N(F+H)=E.

Solution 1.1.5
(1) On pose F' = UE

iel
e [’ = () car il contient au moins un sous-espace vectoriel de E.
e Soit x € Fet A\ € K alors il existe 1 € I tel que x € F; et A\x € F; C F.
e Soit maintenant x et y dans F, v € Fj et y € F} alors on sait qu’il existe & € I tel
que UF; CFyeto+yel CF.
(2) 1l suffit de prendre E = K[X] et F; = K;[X].

Solution 1.2.1 On fait un raisonnement par I’absurde : on suppose que I';y N Cy est non vide,
soit yo = txq + (1 — t)z € Cy, de méme pour I'y N CY, soit y3 = t'xe + (1 —t')z € Cy ou ; € C.
Alors les segments (dans le plan affine) [zq,y1] et [z2,ys] se coupent (prendre un repere

— —

(x,xx1, TT2) €t écrire les équations de droites).
En effet

e si x, x1, x5 sont alignés alors [z1,41] N [, y2] # O (on est ramené a une droite et on
distingue les différents cas),
e si x, xy, To sont non alignés, comme C; N Cy = ) alors yo # x1 et y; # xo. On a alors

0 to
Y1 (h) et Yo (0>

L’équation de la droite (z1,y;) est X + o= 1.
1

L’équation de la droite (xq,ys) est t{ +Y =1
d’ou, en cherchant 'intersection de ces deux droites, on trouve
_ to(1 — 1) v — t1(1 —t2)
1—tity ' 1 —tity
X >0etY >0 soit, en faJ;QSant un dessin

Y1

T Y2 Ty
les segments se coupent bien en un point m. Or le segment [z1,y;] est contenu dans Cy
et [xq, 2] est contenu dans Cy. m appartient donc a C;NCy ce qui contredit 'hypothese
C1 et Oy disjoints et assure le résultat en dimension 2.
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En dimension quelconque, la situation décrite ci-dessus ne fait intervenir qu’une figure plane,
le raisonnement reste donc valable.

Solution 1.2.2

(1)

Soit (a,b) € T%, ¢t € [0,1] alors ta+ (1 —t)b € T (t = 0 et (1—¢) > 0) donc I est convexe.
On vérifie ensuite que, sia € F', —a € F, puis, si A >0, u >0, c=Xa+pub e F. Si A
ou p ne sont tous deux positifs, on remplace a ou b par —a ou —b. On a bien prouvé

que F' est un espace vectoriel.
Enfin, si (a,b) € "2 (ou IV =T\ F), et sic=ta+ (1 —t)b, t €]0,1[. c€ T etsice F

1
alors ¢ € I'" et comme b = t'c+ (1 —t')(—a) (on t’ = 1—t) alors b € I'” ce qui est

contradictoire (b ¢ F donc b ¢ I'7).

Conclusion : ¢ ¢ F, '\ F est bien convexe.

Supposons que I' C H,, alors " C H_dou F=T'NT"CH, NH_=H.

Soit H strictement latéral : H NI' = F, raisonnons par '’absurde ; prenons a € I' N H}

PB = _ 1

p(a) —p(b)

¢(t) =0=t € F. On a donc une contradiction et en conclusion : I' C H} ouI' C H*

c.q.f.d.

Soit (ai,...,a,) des générateurs de I', on les note (x1,...,2;) s'ils sont dans H7,

(Y1, -, Ym) sils sont dans H* et (z1,...,2,) s'ils sont dans H avec [ +m +n = p.

et b e ' H*. Comme p(a) > 0 et p(b) < 0 alors t =

l m n
Pour x € ', on écrit © = > Njwi + Y 1595 + Y V2.
i=1 j=1 k=1
l m
On va exprimer 2’ = Y \jz; + Y p;y; en fonction des vy; = p(x;)y; — ¢(y;)z; et comme
i=1 j=1
les v;; € H on pourra conclure.

l m l
plz) = @(@) = 0= 3, dip(w:) + 2 pyp(y;) = 0 et en posant w = 3, Aip(wi) =
1= 1= 1=

— > p0(y;) = 0, on vérifie aisément que
j=1

§ : /
)\Z'ILL]"UZ‘J' = Wx.
i?j

Siw =0 alors A\; = p; = 0 pour tout (i, 75), donc x € H,

Siw > 0 alors 2’ s’écrit comme combinaison linéaire positive des v;.

Dans tous les cas, x est combinaison linéaire positive des vecteurs (z) et (vy;).

On a bien trouvé une famille finie de générateurs de I' N H (I' N H est bien un cone
convexe comme intersection de cones convexes).

Solution 1.2.3 (1) Un systeme de coordonnées barycentriques de p dans la base affine
(a,b,¢) est (0, pc, —pb), de méme pour les points g et 7.
0 —gc rb
On sait alors que les points p, g, r sont alignés ssi | pe 0 —ra|=0.
—pb ga 0

(2)

On développe alors le déterminant et on trouve la C.N.S. annoncée (ce résultat est connu
sous le nom de théoreme de Ménélaiis.
Soit ua + v + wy = 0 une équation barycentrique de D,, alors, en exprimant que

D, passe par a et p, on obtient pbj3 + pey = 0 comme équation pour cette droite. On
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procede la aussi de méme pour les deux autres droites.
On exprime enfin que les 3 droites appartiennent a un méme faisceau ssi

0 qa ra

pb 0 rb| =0
pe qc 0

ce qui donne le résultat en développant.

Solution 1.2.4

pb  qa rb b
Grace a 'exercice 1.2.3, on a p__ar__2
o pe qc ra sc
b b
Onadoncp:—i—S::O.
pc  sc

Solution 1.3.1 En composant par f et f2 on obtient : (1 +a®)z = u —af(u) + a®f?*(u) d’ou
_u—af(u) +a*f*(u)

esia#—1:x= 511 . Solution unique car Ker(af +1d) = {0} (en effet,
a
si af(r) = —x alors par composition a®f3(z) = a®x = —z et donc z = 0).
e Sia=—1etsiu+ f(u)+ f%(u) #0 : pas de solution.
2u+ f(u)

e Sia=—letsiu+ f(u)+ f*(u)=0: alors z = +youy € Ker(f —1d). La
solution particuliere s’obtient formellement par passage a la limite quand a — —1 et on
vérifie a posteriori qu’elle convient (ceci peut servir a d’autres occasions car il est plus
facile de faire une démonstration lorsque I'on sait ce que I'on veut démontrer !).

On a utilisé ici la proposition 2.2.10 page 49 qui précise ’ensemble des solutions d’une équation
linéaire.

Solution 1.3.2 On remarque tout d’abord les choses suivantes : Ker(g o f) D Ker f et Im(g o
f) C Img, les 2 questions proposées sont donc équivalentes a

Ker(go f) CKer f & KergNIm f = {0} et Im(go f) DImg < Kerg+Im f =FE.

(1) (=) si Ker(go f) C Ker f, soit y € KergNIm f. On écrit y = f(z) et (go f)(x) =
donc f(x) =0 soit y = 0.
(<) si Kerg NIm f = {0} alors, pour x € Ker(go f) alors f(z) € Kerg ie. f(z) €
KergNIm f = {0} donc = € Ker f.

(2) (=)silm(go f) D Img, soit y € E, g(y) € Img C Im(go f) donc g(y) = g(f(x)) soit
y— f(z) € Kergie. E CKerg+Imf (et donc on a égalité).
(<) si E = Kerg + Im f alors soit t € Img, t = g(z). On écrit z = = + y (ou
(z,y) € Im fx Kerg). On a donc z = f(u) +y donc t = go f(u) +g(y) =go
g(y) = 0. Finalement Im g C Im(g o f).

Solution 1.3.3

(1) Le sens direct est immédiat.
Réciproque : g o f est injective donc f est injective, f o g est surjective donc f est
surjective. f est bijective, il en est de méme pour g.
Remarque : la linéarité n’intervient pas ici.

(2) Posons h = (Idg—fog)™', ona ho (Idg—fog) = (Idg—f o g) oh = Idg donc
hofog=fogoh=Idg.

(Idg—go f)o(ldg+goho f)=Idg—gof+gohof—gofogohof
=Idg—gof+go(h—1Id)o f=1d—E.
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On vérifie de méme que (Idg+goho f)o (Idg—go f) = Id.

Solution 1.3.4

(1) On va montrer que la C.N.S. est pog=¢qop=0.
(<) (p+q?=p*+poqg+qoq+¢*=p+qdonc p+ q est un projecteur.
(=) En faisant le méme calcul que ci-dessus, on obtient tout d’abord po g = —q o p.
Ensuite on a

pog=po(pogq)=—po(qop)
=—(pogq)op=gqop

donc pog=gqop=0.
(2) On va prouver que Im(p+ ¢) = Imp+ Imq et Ker(p+ q) = KerpNKerg, i.e. p+ q est
le projecteur sur Im p + Im ¢ parallelement a Ker p N Ker q.
e On a évidemment Im(p+ ¢) C Imp+ Imgq. Soit z = p(z) + ¢(y) € Imp + Im ¢ alors
p(2) = p*(x) = p(x) et q(2) = ¢*(y) = q(y) donc z = p(z) + q(z) € Im(p + q).
De méme, il est évident que Ker pNKerqg C Ker(p+¢q). Si p(x)+g(z) = 0 alors, en
composant par p, on a p*(z) = p(zr) = 0 i.e. z € Kerp. On a aussi z € Kerg.

Solution 1.3.5
o P et ) sont évidemment des sous-espaces vectoriels de L(F).
e Soit f€e PNQ alors f =uop=vogqdou
f=uop=uop®=(uop)op
= (veg)op=0
donc PN Q = {0}.
eSifeL(E)alors f=fo(p+q)=fop+foqeP+Q.
Conclusion : P& Q = L(E).

Solution 1.3.6
(1) r est un projecteur. En effet

=0 =0 =qop =qop

P’ =p*+ ¢+ (qgop)®+pog+qop—po(gop)—(gop)op—qo(gop)—(qop)og
N s N N J/ N J/ NG J/

=0
=p+qg—qop=r.

(2) Im7 C Imp + Im ¢, montrons 1'égalité :
soit 2 = p(x) + q(y) alors p(z) = p*(z) = p(x) et q(z) = g o p(x) + q(y) donc q(y) =
q(2) — qop(x) = () — qop(z) soit z =p(z) +q(z) —gop(z) € Imr.
Kerr D Kerp N Ker ¢, montrons la aussi 1’égalité :
si p(x) + q(x) — g o p(x) = 0 alors, en appliquant p on a p(x) = 0 puis ¢(x) = 0 c.q.f.d.

Solution 2.1.1 On a évidemment : f; € Vect(sin, cos) et Rg(f1, f2, f3) = 2 car les f; ne sont
pas liées deux a deux.
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Solution 2.1.2

(1) On utilise 'unicité de la décomposition d’une fraction rationnelle :

> —0=Vie[l,n], \;=0

—~ 1 — a;x

1=

(2) Soit I un ensemble d’indices fini contenu dans R? alors on peut trouver J et K
familles finies d’éléments de R telles que I C JxK. On va donc prouver que
Z )\jﬁ@ajm_kbky =0= )\ng = 0.
(j,k)eEJxK
On démontre pour cela que la famille f, : x +— e* est une famille libre :
On procede par récurrence sur n nombre d’éléments de cette famille :
e n = 1 immédiat.
n+1
e On suppose donc que toute sous-famille & n éléments est libre, soit ) \;e%® =0
j=1
ou on a rangé les a; dans I'ordre croissant, on met e*+'* en facteur et on prend
la limite en +o00, on obtient A\,;; = 0 puis \; = 0 en appliquant ’hypothese de
récurrence.
Effectivement, on peut généraliser au cas des familles f,, a = (a1,a9,...,a,) € RP
p
a;x; produit scalaire canonique dans RP en
i=1
utilisant la encore 1'ordre lexicographique dans RP.

(3) C'est la méme chose qu’en 2 en écrivant fiqp (z,y) =€

définies par f,(z) = €e“® ou (alz) =

alnz+blny

1—
Solution 2.2.1 On remarque tout de suite que fi(x) = \/17_7:;2 = f3(x) — fa(z) et que fo(z) =
1+x
——— = f3(x) + fa(x), donc dim F' < 2. Tl n’est pas difficile alors de prouver que (f3, f4) est
V1 — x?
libre.

Solution 2.2.2 Soit ¢ :z € E+— f, € A(F) fonction constante définie par f,(u) = z. ¢ est
un isomorphisme donc, par transfert, A(E) est un espace vectoriel de dimension n.

Solution 2.2.3
(1) La famille (1, z,y, 2% xy, y?, 2%y, 1y?, 2%y?) est génératrice, montrons qu’elle est libre :
soit

2 2 2 2 2 92
a0 + a10T + ap1Y + 20T + a1 1xY + o2y + a21X7Y + a1 22y” + az2x°y” = 0.

Relation que I'on peut écrire Ag(y) + A1 (y)r + Ax(y)x? = 0. Cette égalité étant vraie
pour tout z, on en déduit que Ag(y) = 0, A1(y) = 0 et As(y) = 0. Comme les A;(y)
sont des polyndomes identiquement nuls ce sont des polynomes nuls d’ou la nullité des
Qg5

Conclusion : dim E = 9.

(2) Si f(z,y) = aop + a1,0% + ao1y + a207* + a112y + aog2y® + as,12%y + a122Y? + ag22y?
alors u(f)(x,y) = a11 + 2a212 + 2a;1 2y + 4daz 2y € E. La dérivation étant linéaire on
peut alors affirmer que u est linéaire.

Imu = Vect(1,z,y, zy) et Keru = Vect(1, z,y, 22, 3?).
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Solution 2.3.1 On écrit
Re(f) + Rg(g) = dim f(£) + dim g(E) > dim(f(E) + g(E))
((1)) > dim[(f + g)(E)] > n

(car f+¢g € GL(F)). Puis fog =0« Ker f D Imgdoun—Rg(f) > Rg(g) i.e. Rg(f)+Rg(g) <
n d’ou I'égalité.

Remarque : si f est bijective et si g = —f alors (f + ¢g)(E) = {0} et f(E) + g(E) = E donc
on a bien inégalité dans la relation (1).

Solution 2.3.2
(1) Siy =2 —g(f(x)) alors y € Ker f et x = g(f(x)) +y dou £ = Im g + Ker f.
SizeImgnKerfalors3yeF :x=g(y) et f(g(y)) =0 et donc
gofogly)=gly) =z =0.

On a bien £ =Im g & Ker f.
(2) On a de méme : F' = Im f @ Ker g et avec les dimensions : Rg f = Rgg (on utilise le
théoreme 2.16 page 41).

Solution 2.3.3

(=) Rg(go f) = dim(g(f(E))) = dimg(E) = Rgyg (car f surjective).

Rg(f og) = dim(f(g(F)) = dimg(E) = Rgg (car f injective). On a donc égalité des
rangs.

(<) Supposons f non surjective, posons F' = Im f alors il existe H, hyperplan tel que F* C H
(on utilise le théoreme de la base incomplete corollaire 2.6 page 39)pour compléter une
base F' et on prend pour H I’espace vectoriel engendré par n— 1 vecteurs, en prenant les
vecteurs de la base de F'). Soit a € L(E,R) tel que Kerav = H et ¢ € E tel que f(c) # 0.
Si on définit g par g(z) = a(z)c alors go f =0 et Rg f o g = 1. Par contraposée, on en
déduit que f est surjective.

Comme FE est de dimension finie alors f est bijective (cf proposition 2.1.9 page 42).

Solution 2.3.4
Soit n = dim E et p = Rg(f), ¢ = Rg(f?). On a Ker f C Ker f?, soit (ey,...,e,_,) une base
de Ker f que I'on complete en (eq, ..., €, p,€1,...,Ep—4) pour avoir une base de Ker f2.

p—q p—q
e Montrons que la famille (f(e1),..., f(g,—q)) est libre. Si >~ X;f(g;) =0 alors Y \e; €
i=1 i=1

p=q n—p
Ker f donc il existe des p; tels que > N\ie; = > pje; et comme la famille est libre, alors
i=1 j=1
Vi € [1,p — q], Ai = 0 ce qui permet de conclure.
e On a ainsi ((f(g;))) qui est une famille libre d’éléments de Ker f donc p—g < n—p d’ou
dimKer f2=n—-q=(n—-p)+(p—q) <2(n—p).

Remarque : on pouvait prendre p = dim Ker f comme parametre.

Solution 2.3.5
o £EC f(E)+¢g(E) C Edonc E=Imf+Img.
e dim F = Rg(f) + Rg(g) — dim(Im f NImg) et comme Rg(f) + Rg(g) < dim E alors
Im fNImg={0}.
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o Soitx € E, f(g(x)) € Im f et f(g(x)) = f(z—[f(x)) = f(x)—fof(x) = (d=[f)of(z) =
go f(x) € Img donc f(g(x)) = g(f(x)) = 0 ce qui donne immédiatement, f? = f et, par
symétrie, g% = g.

Solution 2.3.6

(1) Egalité quasi-immédiate, = € Ker(gimys) © (9(x) =0, x € Im f) & 2 € KergNIm f.

(2) On applique la formule du rang a 'application linéaire h = gjms € L(Im f,G) d’ont
dimIm f = Rgh + dim Ker h = Rg(g o f) 4+ dim(Ker g N Im f).

(3) dim(Ker gnIm f)+dim(Ker g+Im f) = dim Ker g+dim Im f = dim F'—Rg g+dim Im f
donc dim(Ker gNIm f) = dim F —Rg g+ [dim Im f —dim(Ker g+Im f)] < dim F'—Rgg.
Conclusion : Rg(go f) > Rg(f) + Rg(g) — dim F.

Solution 2.3.7 On fait la remarque préalable suivante : (f + ¢g)(F) C f(E) + g(E) donc
Re(f +9) < dim(f(E) + g(E)) = Rg(f) + Rg(g) — dim(Im f N Im g).

= Vu la remarque, on a immédiatement Im fNIm g = {0} et dim(f+g)(F) = dim f(F)+
dim g(E) done (f + g)(E) = £(E) + g(E).
Ensuite, si x € E alors f(z) € (f+g)(F) donc il existe y € E tel que f(x) = (f +9)(y)
donc g(y) = f(zr —y) € ImfNlmgie g¢g(y) =0 = f(x —y) et, en écrivant que
r=(x—y)+yonabien E = Ker f + Kerg.

< Soit y € Im f, y = f(z) et, en écrivant x = z +t € Ker f + Kerg alors y = f(t) =
F6) + (1) = (f + 9)(t) € (F + 9)(E) done f(B) C (f +g)(E). Par symétie, g(E) C
(f+9)(E) donc f(E)+g(E) C (f+g)(F) et comme la somme f(E)+ g(E) est directe
on a f(F)®g(E) C (f+ ¢)(E). Linclusion dans 'autre sens étant évidente, on a
f(E)® g(E) = (f + g)(E) soit Rg(f) + Rg(g) = Rg(f + g9)-

Solution 3.1.1 On écrit P = P(a)A+ P'(b)B+ P"(c)C et on applique cecia P =1, P =X —a

etP:(X—b)Qd’oilAzl,B:(X—a)etC’:%[(X—b)Q—(a—b)z].

Solution 3.1.2 Par une récurrence immédiate, on arrive a

n

A"P(X) =) (-1 * (Z) P(X+k)=0

k=0

et, en remplacant X par 1, on obtient

(]

Pn+1)=— :(—1)M (Z) PP = — (= 1)),

Remarque : pour obtenir la premiere formule, on peut écrire A = 7—Id ou 7(P)(X) = P(X+1).
7 et Id sont des éléments de I'algebre des endomorphismes de R,,_1[X] qui commutent, on peut
donc appliquer la formule du binome de Newton qui donne

A" = Zn:(—m—’f (Z) 7t

k=0
qui fournit le résultat attendu car 7%(P)(X) = P(X + k).
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Solution 3.2.1

(1) Si on étudie la suite de réels pg = 1, p1 = —x, Pus2 + TPpy1 + pn = 0, on trouve :

Pn = (=1)" [(z+6)" — (z — §)"]

on+14h

(pour z # +2) on § € C est tel que 62 = 2 — 4. En développant, on va trouver :
—1)n [n/2] 1

P, = (=1 n Xn=28(X2 — 4)k et on vérifie que cette formule est encore
2 =0 \2k+1

vraie pour x = 1+2.

(2) Sion pose x =2cosf, 6 =2isinf et P,(2cosf) = (—1)"

sin(n +1)6

d’ou
sin 0

k
T = QCOSn——I7—T1’ ke [1,n].

Comme deg P, = n et que 1'on trouve exactement n racines, on a bien toutes les racines

de P,.

Solution 3.2.2
(1) On cherche la racine sous la forme a/b ot a|3 et b2, d’ou: P(X) = (2X —3)(X?*+ X +1).

1 7 1 =7
(2) Racines de P : d = VT et e = 6\/_
(3) L’ellipse £ de foyer D et E a pour équation :

1 3
et —3 <e<d< 3 c.q.f.d.

(x—1/6) jtb—j—l—Oouc—\/fb2 \/_

Avec B(j), C(j2), comme BC est tangente & £ alors, par raison de symétrie, £ admet

9
(—1/2,0) comme sommet (faire un dessin), donc : & : Z(w —1/6)>+4y>—1=0. La

3
droite A(3/2)B(j) s’écrit : g(x —3/2) 4+ 2y = 0, elle rencontre £ en un seul point

1 V3

SR

Solution 3.2.3 (Ceci est un cas particulier de la théorie du résultant)

(=) Si A est la racine commune alors P = (X — A\)(IX +m) et Q = (X — \)(nX + p) d’ou
la relation

nX +p)P—(IX+m)Q =0

donc P, XP, ), XQ sont linéairement dépendants c.q.f.d. (ici on sait que | = « et
n=0).
(<) On peut écrire la relation ci-dessus et on distingue les cas
— n = 0 alors, en raisonnant sur les degrés, on a aussi [ = 0, les deux polynomes P et
() sont proportionnels, ils ont donc une racine commune. De méme si [ = 0, on a
n = 0.
—n.d # 0 alors (nX +p)P = (IX +q¢)Q = R. R a trois racines dont deux sont zéros
de P donc ) admet la méme racine que P.
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Solution 3.2.4 Les sommes ont bien une justification car elles sont finies pour tout polynome
(D" P = 0 pour tout polynome P de degré < n et il en est de méme de A" P car deg AP <
deg P —1).

La premiere formule n’est autre que la formule de Taylor pour les polynémes (cf théoreme 1.20

page 32).

XX-D(.)oX=p+1)
P! '

On remarque que Ae, = e,_1. On calcule ensuite De,(i) pour i € [0,p], de méme pour

I'autre membre. Comme on a égalité (apres des calculs un peu laborieux) on peut alors écrire

A=expD —1d et D =In(Id+A).

+00 (_1)71—1

n

On pouvait aussi poser L = )
n=1

Pour la deuxieme formule, on s’intéresse a la base de Hilbert e, =

A" et prouver par récurrence le résultat

(Lp) deg P <p, L(P)=P".

On vérifie que L(P) = P" pour P € {0,1, X} donc (L) et (L) sont acquis.

Montrons alors le résultat par récurrence sur p. On suppose la propriété vraie pour tout
polynome de degré < p.

Si P € R,1[X] alors, comme D et A commutent,

APy =p(ap) =3 T nmp)
ERp[X] n=1
N (f 7(_2”_1A”(P)> .

“+o00 n—1
On a donc D(P) — Z =0 ) A"(P) € Ker A i.e. cette différence est une constante que ’on
=1

note C,. Si on écrit P = a HXp“ + @, deg@ < p, alors, comme la propriété est vérifiée

pour Q Cp = Cxp+1 (si apy1 # 0). Cette constante est aussi égale a C, ;. On calcule alors
D(ep11)(0) :
P R D
Dlepn)(0) = —— = ; —  A(ep1)(0)

=€p+1—n
car 0 est racine de ¢ si k # 0. La constante est bien nulle ce qui prouve la récurrence.
Conclusion : I'interprétation attendue est la suivante : A = exp(D) —Id et D = In(Id +A) qui
sont bien des fonctions réciproques I'une de 'autre lorsque I'on prend des variables réelles.

Solution 3.2.5 Q(X) = H (X — ;) est normalisé, il divise donc le polynéme P — 7 dans Z[X].

En effet, 'algorithme de lelSlOIl euclidienne ne fait pas intervenir de quotient dans Q.
On peut donc écrire P = Q.S + 7 ou S est un polynome a coefficients entiers.

4
L’équation P(n) = 14 s’écrit donc S(n) [[(n—X\) =7

i=1
7 aurait 4 diviseurs distincts, ce qui est impossible.

Solution 3.2.6 Si on note P(X) = (X —21)(X — 22)(X — z3) alors P'(z1) = (21 — 22) (21 — 23),
il suffit donc de prouver que si A = Z ziP'(z;) = 0 alors B = Z z|[P'(2)]* = 0.
Si on développe P(X) sous la forme X3 —aX?—-bX —c (avec a=2z+2+ 23 b=—(2120 +



ALGEBRE LINEAIRE ET POLYNOMES (R) 11

3
2923 + 2321), ¢ = 212223) alors 2, P'(z;) = 32} — 2a2? — bz; = az? + 2bz; + 3c. Comme Y 27 =
i=1

5 N2
(Z zi) — 23" zz; = a* + 2b alors

i=1 i<j

3 3
A:asz+2bZzi+9c:a3+4ab—l—90.

1=1 i=1

De méme, on calcule B et on trouve B = (a? + 3b)A d’ou I'implication recherchée.
Sur C, la réciproque est fausse, en effet,a =b=0et c = —1 donne z; = —1, 29 = —7j, 23 = —J
A=9et B=0.

1
Remarque : si a®> +3b = 0 et P € R[X], alors P'(X) = §(3X — a)?, les racines de P ne sont

pas toutes réelles et simples, dans ce cas, I'implication réciproque est assurée.

2

I

Solution 3.2.7 Posons Q(x) = / P(t) dt alors la relation s’écrit
0

AQ(k) =k +1

(avec AQ(X) = Q(X+1)—Q(X)). Cette relation étant vraie pour tout k, on a AQ(X) = X+1.

A et la dérivation étant permutable, on en déduit que AP(X) = 1ie. P(X)= X +a. Apres

1
calculs, on trouve a = —.

Conclusion : ’ensemble des polynomes cherché est réduit au seul polynéme
1

P(X) =X + 3.

Solution 3.2.8
(1) degP=net P(z) =0& z—1 =2t D/n(x 4 1) = p(r+1) p# 1 car a € R\ 7Z &
1 k
T = e i cot (a+ T , kel0,n—1] cq.fd.
1—0p n
1— (_1)n62ia
1— e2ia

{(—1)"/2 sin=2p

(=1)»=D2cotannz  sin=2p+1

(2) Le produit des racines vaut (relations entre coefficients et racines). On

n—1
= [T cot(z + £2) =
k=0

pose x =

3e

Solution 3.2.9 Si P est non constant, on appelle A 'ensemble de ses racines.
Si a € A alors (a — 1)% et (a + 1)* appartiennent & A car : P[(X +1)?] = P(X +2)P(X) et
P[(X -1} = P(X)P(X —2).
Soit a tel que |a] = sup |b|] (borne atteinte car on est sur un ensemble fini) alors 4|a| =
beA

(a+1)*=(a—1)2<la+ 1>+ |a—1]* = |a+ 1|* > |a| ou |a — 1|* > |a| contradiction, donc
P=0ouP=1

Solution 3.2.10
a a? a’
(1) On posey:x—l—g alors y3:x3—|—ax2+§x—|—2—7. 23+ ar? + bx + ¢ = y® + R(x) ou
R(z) est un polynome du premier degré en x qui va donc s’écrire R'(y) = py + ¢. On

remplace alors y par x.
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(2) Si on remplace x par u + v dans (1) on obtient

u +v° + 3uv(u+v) +plu+v)+q=0
3

dott u® +v* = —q et uPv? = —]27—7 (en tenant compte de la relation uv = —g)
3
u? et v3 sont bien les racines de I'équation U? + qU — ]29—7 = 0.
(3) On résout alors cette équation du second degré, on choisira u racine cubique d’une racine
et v par la relation 3uv = —p. On vérifie alors que

T =u+v, Ty =uj+vj°, v5=uj*+vj
3) +
+ (2 +
3 3 q q>2 <p>3
) +\/ 2 <2 3
S84 q>2 <p>3.2
>9+\/ > \/<2 3/
3 2 3
B RIORIOE
) +\/ > 2) T3]/

qui fournit les trois racines distinctes de (1).

2 3
Remarque : on sait que si (%) + <£> = 0 alors I’équation (1) a une racine double (au moins)

sont racines de (1).

3 _ _

3
(4) Dans le cas qui nous préoccupe on a u ) d’ou les trois solutions

DO [
w3

et que c’est une C.N.S. (cf question (iv) page 33). Ces formules sont connues sous le nom de
formules de Cardan publiées pour la premiere fois en 1545.

Solution 3.2.11 Ona A = BQ + R ou
Q=X*-aX+b—pF+a’et R=(c+2ap—ab—a*)X +d— Bd+ 3 — 8.

La C.N.S. cherchée est R = 0, soit ¢ + 208 —ab —a® = 0 et d — Bd + B> — o?B. Le cas
a = 0 est a écarter car bc # 0 et la premiere égalité ne serait pas satisfaite. A Taide de la
premiere relation, on exprime (3 en fonction de o que I'on reporte dans la deuxieme pour obtenir
a® + 2ba* + (b* — 4d)a? — 2 = 0.

Ce résultat nous permet de factoriser A en un produit de 2 polynomes moyennant la résolution
d'une équation du 3*®™¢ degré. Ceci permet de ramener la résolution d'une équation du qua-
trieme degré sous forme réduite a la résolution d’une équation du troisieéme degré en o et a la
résolution de deux équations du second degré.

Solution 3.3.1

(1) On utilise le théoreme de Rolle. Soient 1 < x5 < ... < x,, les racines de P et m; leur

ordre de multiplicité. Alors d’une part P’ s’annule sur chaque intervalle ouvert |z;, x; [

en un point que 1’on note y;. D’autre part, les racines z; sont des racines d’ordre m; — 1

de P’ (ceci marche méme si m; = 1) donc on trouve n — 1 racines de P’ avec leur ordre
p p

de multiplicité car > (m;—1) = > m; —p =n—p et on a p— 1 zéros simples a rajouter
i=1 i=1

qui sont les y;.

On a bien toutes les racines de P’ qui sont réelles.
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Si P est scindé alors PU~) l'est aussi pour tout j € [1,n — 1]. Le probleme ici est de

dégager une propriété des polynomes scmdes sur R.
q9

Si @ est un polynome scindé alors 5 Z

ou les y; désignent les racines,
1 X — Uk

éventuellement multiples de @ (on utilise une Verswn de la proposition 1.5.11 page 36).
Q//Q Q/Q q
= Z ra
Q* (X — )2 yk)
Q)Q"(t) — Q'(t)> <0 (pour t = yg, on obtlent ce résultat par continuité.
Appliquons ceci au polynome Q = PU~Y pour ¢ = 0.

(j+ 1!
2

On dérive une autre fois, donc on peut dire que Vt € R,

On a Q(0) = (j — D'aj_1, Q(0) = jla; et Q"(0) = (j + 1)!aj41. En simplifiant par
(7 — 1) la relation annoncée, on arrive a : (j41)a;_1a;11 < ja3, inégalité incompatible
avec 1’hypothese a? < Aj_10j41-

Solution 3.3.2 Soient x1, xo, w3, x4 les racines de P et p; = x129 = 6 alors py = x314 = 3,
S1+ s2 =5, 85180 = 9 — (p1 + p2) = 0, 3s; + 65, = 15 (en utilisant les fonctions symétriques
élémentaires cf définition 1.5.13 page 33).

On obtient alors s; = 5, 5o = 0 et en conclusion 2, 3, iv/3 et —iv/3 sont les solutions.

Solution 3.4.1

(1)

Si Q = 0 alors P? = 1. On écarte ce cas par la suite.

(1) = P et Q sont étrangers ; en dérivant : PP’ = (XQ + (X? — 1)Q')Q on arrive a
Q| P’ (on applique le théoreme de Gauss cf théoreme 1.13 page 29 et le commentaire
page 35 apres la définition1.5.17).

Si deg P = n alors deg@ = n — 1 (n > 0) donc P’ et @ sont proportionnels ;en

examinant les termes de plus haut degré dans (1), on obtient : Q% = P’ 2
72
On remplace Q? par —- et on simplifie par P’ aprés dérivation :
n

1
en effet, on a P? + (1 — X2) P'? =1 et, en dérivant, on obtient

P’WP +(1-X?)P"—XP]=0

et comme P’ # 0, on peut simplifier.
On vérifie que T;, est un polynome. En effet, avec la formule de trigonométrie

cosnf = 2 cosfcos(n — 1)0 — cos(n — 2)0

T,, vérifie la relation de récurrence T,,(z) = 2271, (z) — T,,—2(x) pour z € [—1,1]. T, (2)
est une fonction polynomiale (récurrence évidente) et comme un polynome est défini
d’une maniere unique par une infinité de valeurs alors la définition est bien cohérente.
Le calcul montre que 7, vérifie (2) :

d7, —-n _— d?T, n? p nw _—

dr —MSIHTL s djL‘2 —1_x2COSH —WSIHH
et on remplace dans 1’équation.
On vérifie alors que, si P est un polyndéme non nul, solution de (2) alors deg P = n (on
regarde les coefficients de plus haut degré) et donc, si A est choisi pour que P — AT, soit
de degré < n — 1 alors P — \T,, = 0. Les solutions polynomiales de (2) forment ainsi
une droite vectorielle.
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Les solutions de (1) (si elles existent) sont de la forme (AT,,257}) (on a raisonné par
conditions nécessaires) or

1
Ti(x) +(1—a?) =T (x)° =1
N—— N n ,
=cos?nz =Si;lg nx

/
donc Pensemble des solutions est donné par les couples : (¢7,,, iT/l) n € N* et (g,0)
n
oune==lete ==+1.

Solution 3.4.2

in 26 in(k —1)0 ; 9
(1) On vésifie que - @ = X7m-2 4 02 on s sk = DOy sinmd
I 1) in( sz 1)6 sin ¢ sin 0
- sin(m — k —
%Xm_2 T - Xm=k .. 41 (apres récurrences et calculs)
e = 0.

SicosO=1: F,g=(X"-12=Q=(X"1+...41)2
Sicosf=—-1:Q=(X"1—-Xm24...4 (=1)""1)2

(2) Sion pose d=m An alors F,,, g A\ F,g = Fy9. En effet, Fyp divise F, ¢ (remplacer X
par X4 et 6 par df dans le calcul ci-dessus) et Fyg (pour les mémes raisons) divise F, g.

0 - x
Si on suppose que — ¢ Q alors les racines de F,,, o sont les eFOTEE) | € [0,m —1]. Les
u

/ kK
racines communes & Fy, g et F, o vérifient expi( + 27) = expi(f + 2£7) soit — = —
m
k/
car les arguments sont dans Uintervalle [0,0 + 27[. On déduit alors que — = 7 ce

qui donne effectivement une racine de Fyy donc Fjg est un multiple du p.g.c.d. et en
conclusion, Fyg est le p.g.c.d.

Solution 3.4.3

(1) On trouve : U = X3 - X2 —5X +Tet V =-X34+ X2 44X —5.

(2) On cherche un polynome F tel que F'= R+ KP =Ry +LQ ou Ry = X? + X + 1 et
Ry =2X? -3 ; F = Ry + (R; — R:)VQ répond a la question. Pour avoir le polynome
de degré le plus faible, il suffit ensuite de prendre le reste de la division de F' par PQ

pour trouver :
—3X7+5X%+19X5 — 58X* + 5X3 + 134X2% — 158X + 57.

2k
Solution 3.4.4 On a : P(1) =0 donc Vk € N : P((exp(i—w))”) = 0 d’ou : toutes les racines
n
(simples) de X™ — 1 sont racines de P(X™) et donc X" — 1|P(X™).

24 n .
Solution 3.5.1 Ona: — = > % (cf proposition 1.5.11 page 36) donc, si z € A"\ A,
P j=1 X — (lj
P'(z) =0et
P'(2) "\ q = Z —a, "oz " aja;
_ — 0= , i j _ i%
PO "% mw T al T A aP & ap
J=1 7j=1 7j=1 7=1
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Si on ChOlSlt Z | |2 alors, la derniere relation signifie que : Vz € A"\ A, z est
z— aj

Ha;
|z — a;[?
dans l'enveloppe convexe de A (ce qui était évident pour toutes les racines multiples de P).
Ce résultat est assez remarquable et mérite d’étre retenu.

barycentre des a; affectes des coefficients ce qui signifie encore que A’ est contenu

Solution 3.5.2

X% —1
e Sin=2p, P(X)= Y1 1+ X%+ -+ X% 2 donc F,(X) = X1 et on peut

écrire :

. 20

F,(X)= ! = —
& Zn(az—l) X —q; Z

7j=1 J J

ou A; 9 et en utilisant le fait que «; est un nombre complexe de

T(@ - 1D)(X - )
module 1 différent de +£1 : A; + f_lj =

P(X)
X+ 1)(X"+ 1)

1
(X —ay)(X —a5)
ot P(X)=1+ X +---+ X%, alors :

e Sin=2+1, F(X)=

1
7=1

A B v 2a;
EX) =it +Zn(%2-—1)(X—O‘J‘)'

Loy 20 - 1 1
Or > J Z — par conséquent A = — et comme
minel -D)(X —aq;) 2 (X —a)(X —a;) n
lirf zF,(x)=0: B=0.
X"—1 (X
Autre méthode : on pose Q,(X) = G, (X) = (X+1)F.(X) = @n(X) et H,(X) =
) Yol X-1" Xn+1
n + . < ~__Yi
— . O t G, t H,(X Al
n Z:: (X —a;)(X —a;) e (X) = ; —Q ¢ & 2:2:1 X - ors, o
. 2 o +1 o :
vérifie aisément que r; = —— et y; = —————— si o; # 1. En simplifiant 'expression

n(l —a;) nag(a2 —1)
de y;, on trouve y; = x;. Cette deuxieme méthode est plus simple, encore fallait-il voir I'astuce !
Dans les deux méthodes, on a utilisé le résultat de la proposition 1.5.10 page 36 qu’il est
important de bien retenir.

Solution 3.5.3 On a :

1 1 1 1
XX+ hr )X +k+2) 20X +F (X1k+D  2X+k12)
dott
S S 1 . 1
TU2X 0 2(X+1) 2(X4n+1l) 2(X+n+2)
1 1

Remarque : on peut aussi écrire

1
QX +h+ (X +k+2)

X+hX+k+ )X +k+2) 2X+hX+k+1)

et 1a le résultat devient immédiat.
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Solution 3.5.4 On décompose la fraction rationnelle sur C, la dérivation sera plus simple.

1 1 1
Jz) = 2isin 6 (:p—eie Cr— eie)

d’ou, en dérivant n fois :

n+1 1
(1)l S (= 1)k+ (” Z )x"“k sin k6
k=0

sin (2 — 2z 4 1)7+!

f () = =~ . —

2isinf | (x — )l (3 — e~if)ntl

(—1)"n! 1 1 } _

Solution 3.5.5 On décompose la fraction rationnelle en ¢éléments simples et on remplace

X par 0 :

1
P(X)

1 - 1
P(X) ; Pl(z) (X — ;)

(en utilisant la proposition 1.5.10 page 36).

Solution 3.5.6
(1) On pose p(X) = (X — Z;)p;(X) alors

n

o(Z0) = (Zo — Z)pilZ0) = (o~ 20~ 3 @ilZ) = (o — Z0) il 2.

Jj=1

130(Zo) _ i

On remarque aussi que ¢;(Z;) = ¢'(Z;) donc . On obtient alors

- 190 ZO
Z¢@Mr Z%

=1

(2) Soit Y(X) = p(X) —w(Zy) — %(X — Zy)wi(X) alors, ¥ est de degré n au plus et grace a
la relation établie ci-dessus, ¥(Z;) = 0 pour i € [1,n] (car ¢;(Z;) = ¢'(Z;)) donc ¢ =0
c.q.f.d.

(3) On dérive la relation ci-dessus, on obtient (n — 1)¢'(X) = (X — Zy)¢"(X) et si 'on

PX) o,

(X — Zo)nfl .
trouve immédiatement F’(X) = 0 (on a tout fait pour !) donc F(X) = a € C et en
regardant les termes de plus haut degré on en déduit : ¢'(X) = n(X — Zy)" ! d’ou
p(X) = @(Zo) + (X = Zo)".

(4) On aura nécessairement, vu le ¢, (2, — Zy)" = A € C, donc les Z; sont de la forme
Zy = Zy + ae®* /" (on prend k de part et d’autre car les Z; sont distincts et quitte &
les renuméroter ...).

Réciproquement : si Zj, = Zy + ae?*™/™ alors, avec les polynomes (X — Zy)", h <n —1
qui forment une base de C,,_;[X], on vérifie que les Zj conviennent

Remarque : en prenant P(Z) = (Z — Zy)* on obtenait Z(Z Zo)* =0 i.e., avec les

pense aux équations différentielles, on est amené a dériver F'(X) =

formules de Newton, on en déduisait que les Z; etalent racines d'un polynéme (Z —
Zo) —a=0.
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Solution 4.1.1 Comme A, A, = A, , pour (n,p) € Z?, cet ensemble a une structure de groupe
isomorphe a Z
ATTENTION au cas ou o = 0 car dans ce cas la, I’élément neutre pour la multiplication est
0 00
la matrice E= [0 1 0| et la matrice A est inversible dans G sans I’étre dans M3(C).
0 01

Solution 4.1.2 La relation demandée est évidente par récurrence.
Si B est réguliere (i.e. inversible), det B # 0 (cf proposition 2.4.9 page 56) et donc, pour
tout p de N : det A = det(A + pI) ce qui est impossible.

Solution 4.1.3 II suffit de montrer que, si 2 des 3 matrices sont réguli¢res, alors la 31 est
nulle ; pour cela, on distingue les différents cas.

e Si A et B sont régulieres alors on peut simplifier a droite par AB la relation ABC' = 0
donc C' = 0.

e Si A et C sont régulieres, on simplifie a droite par A et a gauche par C' donc B = 0.

e Si B et C sont régulieres, on simplifie a gauche par BC'.

Le cas général se traite de la méme facon, deux au moins des matrices A; sont singulieres.

Solution 4.1.4 On a (A —bI)(B —al) = AB — aA — bB + abl = abl donc A — bl et B — al
sont des matrices inversibles, inverses I'une de l'autre. On a donc (B — al)(A — bl) = abl soit
BA =aA+bB = AB.

Solution 4.1.5 On remarque tout d’abord que XY X =1, = YXYX =Y et YXY =1, =
YXYX = X donc X =Y et les relations proposées sont équivalentes & X3 = I,.

¢ Z) d’ou le systeme de 4

C’est la que ca devient calculatoire. En effet, on écrit X = (
équations
a® + 2abc + bed =1
b(a® +ad +bc+d*) =0
c(a*+ad+bc+d*) =0
abc + 2bed + d? =1

e Sib=c=0 alors on a immédiatement a =1 et d = 1.
e Si b # 0 (par exemple) alors on obtient les 3 équations

a® + 2abc + bed =1
a2 +ad+bc+d®> =0
abc + 2bed + dP =1

soit, en remplagant bc donné par la deuxieme équation dans les 2 autres, on obtient
be=—a?>—ad—d*et (a+d)?=—1soitd=—1—aet bc=—1—a—a’

Solution 4.1.6
(1) e (K,4) est évidemment un sous-groupe de Mj3(R).
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1
o M?=2M donc E = §M vérifie E? = E puis ME = M donc E est I'’élément neutre

1
pour la multiplication dans K. L’inverse de xM pour x # 0 est 4—M
x

De cette remarque, on arrive a la conclusion que (K, +, X) est un corps.
(2) M n’est pas inversible donc K \ {0} n’est pas contenu dans GL3(R).

Remarque : E est la matrice d'un projecteur, on peut ainsi construire des exemples de corps
K a partir de n’importe quel projecteur non nul, différent de I'identité et qui vérifieront la
propriété surprenante de prime abord ou les matrices inversibles dans K ne le sont pas dans

M, (R).

Solution 4.1.7 Avec la premiere équation, on obtient ¥ = B~'AX que l'on reporte dans la
seconde (B — AB7'A)X = I, dol, sion note C = (B— AB'A)", X =Cet Y = B'AC.

Solution 4.1.8
e La premiere idée est de faire le calcul...

e Plus simple : on remarque que Tr(AB — BA) = 0 donc AB — BA = <CCL _ba) donc
(AB — BA)? = (a® + be) I, qui commute avec toute matrice C.

Solution 4.1.9 On cherche M~! sous la forme M~ = (;T g)
On trouve alors vy = S™!, 3 = —A"1BS Y a= A1 (I + BS7'BTA™L

Solution 4.1.10 Si on note C,...,C,,Cyiq,...,Cs, les colonnes, on a :
det(Cl, CQ, ey Cn, Cn+1, cey 02n> = det(01 +’iCn+1, CQ +’iCn+2, ey Cn —F’iCQn, Cn+1, ey an)

Puis, en raisonnant sur les lignes :
det(Ll, N Ln, Ln—l—l; ey Lgn) = det(Ll, ey Ln; Ln+1 - iLl, ey Lgn - ZLn) qud

Solution 4.1.11 On sait que tout hyperplan est le noyau d’une forme linéaire. H = Ker ¢ on
pose a;; = ¢(E;;) ou (E;;) est la base canonique de M,,(K).
e Si I, € H alors le résultat est acquis.

eSil, ¢ H.
— S’il existe k # [ tel que ag; # 0, on cherche A € H sous la forme A = I, + aFEjy. 1
—o(1
suffit de choisir o = M
97
0 1 0
— Si a;; = 0 pour tout couple (i,7) avec ¢ # j alors on prend A =
0 1
1 0

matrice de permutation. A est inversible et ¢(A) = 0.

Solution 4.1.12 Si A = 0 c’est immédiat, on suppose donc A = 1 (quitte a remplacer A par
A/)\) et on commence par rassembler quelques résultats sur U et V.

o A3 = A A% = A%2. A donne U?2 +2UV + VU +2V?2 = U? +2VU + UV + 2V? donc
Uv =VU.
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o A' = AA3 = A2.A? donne (U + V)(U +3V) = U? +4UV +3V?% = (U +2V)? =
U? +4UV +4V? donc V2 = 0.
o A3 = A.A? donne U + 3V = U? +3UV. Or A% = U? +2UV = U + 2V permet de
simplifier U? +3UV =U +2V +UV =U + 3V donc UV =V et U? =U.
Conclusion : par une récurrence immédiate on a U? = U et UP~1V =V et, avec la formule du
binoéme, AP = UP + pUP~V =U + pV.
Remarque : on pouvait avoir directement la réponse en faisant une récurrence sur la propriété

demandée avec AP = (U +V)(U+pV)=U+ (p+1)V.

et p = ab, on obtient la matrice :

b
Solution 4.2.1 En posant s = ot

ns p 0
-n (n—2)s dans la base canonique.
.oonp
0 -1 —ns

On remarque que f(FPy) =
matrice diagonale Diag((5 — k)(a — b)).

Solution 4.2.2 On pose p = Rg(u), ¢ = Rg(v), m = dim E, n = dim F..
(1) a) On écrit la matrice de u dans (e) base de E et (¢) base de F' telles que M(u) =

(%’ 8> alors il existe P € GL,(K) et @ € GL,,(K) telles que M (v) = P (8’ 8> Q.
On a alors

o= (4 = (5 0)-(5 D

1l suffit alors de choisir g de matrice P! dans (¢) et d de matrice ({)q 8) () dans
().

b) On fait de méme avec

M(fu)leP(% 8)(% 8)

(2) On reprend le (a) ci-dessus avec p = q.

Solution 4.2.3

e On vérifie immédiatement que (AB)? = AB donc AB est la matrice d’un projecteur.

e On note F = R? de base (ej,e3) et ' = R? de base (g1,e9,e3). Soient f, g et h
les applications linéaires canoniquement associées aux matrices A, B, AB. Kerh =
Vect (g1 + €9 — €3) donc h est un projecteur de rang 2 et Im h = Vect(eq — 9,63 — £1).

—— ——
=4 =€

e Montrons que Rg f =2. f € L(F,F) doncdimE =2 = Rgf <2 h= fogestde
rang 2 donc Rg f > Rgh > 2. On a bien Rg f =2 et Im f = Im A, f est injectif.

e Comme f est injectif, Imh = f(Im g) donne dimImg = 2 i.e. Rgg = 2.

e Toujours grace a l'injectivité de f, h(z) = 0 < g(z) = 0 i.e. Kerg = Kerh. Comme
h est un projecteur Im A est un supplémentaire de Kerh = Kerg donc gjmp est un
isomorphisme de Imh sur E. (g],¢5) est une base de Im h donc (g(g}), g(¢5)) est une
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base de E.
Finalement g o f(g(c})) = g(h(e})) = g(e}) donc g o f = Idg.

2

Solution 4.3.1 Si on note Cj les colonnes de A, et U =

1
1 alors : Cj41 = C; + U d'ou

1

Cit1 = Cy + jU et le rang de A, est < 2. Comme C; et Cy sont linéairement indépendantes
alors le rang de A,, est bien égal a 2.

Solution 4.3.2 f(I) =1 car f(A) = f(I)f(A) et f est non nulle.
On a alors f(I) = f(A)f(A™) =1 donc, si A est inversible alors f(A) # 0.
On montre ensuite que f(0) = 0 (f(0) = f(A)f(0) et f différente de l'application constante
A 1).
Si A est non inversible, soit r = Rg A < n — 1, alors A est équivalente a J, = (8 —8) (c’est
une version du théoréme 2.25 page 48 ot on a permuté les vecteurs colonnes), J, est nilpotente
((J,)" =0) d’on
FUF) =0=f(J)"

donc f(J,) =0 et comme A = PJ,Q alors f(A) = 0.

Conclusion : on a bien prouvé I’équivalence demandée.

Solution 4.3.3

(=) On sait qu'il existe P € GL,(K), @ € GL,(K) telles que A = P ('g 8) Q. On prend
alors pour X1, ..., X, les r premieres colonnes de P et pour Y;',... YT les r premieres
lignes de Q.

(<) On complete chacune des 2 familles libres (X7,...,X,) et (Y1,...,Y;) en 2 bases et on
écrit la matrice J de I'application linéaire associée a A dans ces 2 bases, ce qui donne

I, 0O
J- ( : O).
Solution 4.3.4

(=) Posons r = Rg(A), r < s alors A =P (

suffit alors de prendre B = Q™! (8 [O ) € M,(K).
p—r
(<) Soit a lapplication linéaire de K? dans K™ associée a A. Il existe b € L(KP,K?) telle
que aob =0 donc Imb C Kera. Or dimImb > p — s donc dimKera > p — s, comme
p = Rg(a) + dim Ker a (théoreme du rang) alors Rg(a) = Rg(A) < s.

I, 0

0 0) Q ou P € GL,(K) et Q € GL,(K). 1l

Solution 4.4.1 Le déterminant du systéme est égal & (o +n — 1)(a — 1)"! (on additionne
toutes les lignes dans la premiere, on met a +n — 1 en facteur dans la premiere ligne puis on
soustrait la ligne de 1 ainsi obtenue a toutes les autres lignes. On obtient alors le déterminant
d’une matrice triangulaire qui se calcule immédiatement).

e Si a =1 le systeme n’est possible que si § = 1.
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e Sia=mn—1alors, en posant s = x; + Ty + -+ + T,, on a : 1 = —(s — FF71) avec
n

g =1.

. 1 B —1 g1 g 1

S 11— = taop=—-—,08=1: 233, =——.
e Siad¢({l, n}, s oz—I—n—lﬁ—lexk po— , B T p—

Solution 4.4.2 Le calcul de A™! équivaut & la résolution du systéme Y x; = y; ; en faisant la
. . JFi
somme de toutes ces équations on obtient : (n —1) )" z; Z . et, en retranchant n — 1 fois

la 7-eme ligne on obtient
1 n
Ty = —n_lzlyj_yi
]:

d’ou l'inverse :
2—n 1

1 2—n

Q(X)

ﬁX—l—j—l

systeme HX =Y s’écrit F(i) = y Or

= (n+i—1)
HZ+J—1 W%

Solution 4.4.3 On a F(X) =

ol () est un polynome de degré < n — 1. Le

QL—j) _ QU-jHE=n!
[Te-5 G-Din—3)

I#35
le résultat suivant

et z; = (décomposition d'une fraction rationnelle) en utilisant

(1) [He-»n=cJJ6-0 [Ja-i.
I#j =1 =i+l )
=(@-1! =(n—j)!

Pour résoudre le systéme, il suffit d’avoir I'expression de Q(1 — j). Or on connait les valeurs
de Q(i) pour i € [1,n] donc le recours aux polynomes d’interpolation de Lagrange s’impose (cf
définition 2.1.5 page 172). On écrit

ZL ouL(X):H)j__ll

I#i

N R et D | R Y !
Lz(l .7) g 1 — i 14+45—1 XH@&Z‘(Z_Z.)
__ U GAn=nt (=D

i+j-1 G- " (@-Din—)
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(on a utilisé le résultat (1) en substituant ¢ a j). D’ou, en rassemblant tous les résultats obtenus

_ (—1)71 (n+j-D! (=)' (t+i-1!

" (J—l'( —J'ZZJrJ—l G-D G—Dm—al -1 "
(—1)t+d (n+i—1Dl(n+7—1)! }

‘§:z+j—1n—www—nmm—ymj—nﬂ%

si H~' = (hi;) alors

O o N et VIR
Yo+ =1 =i = DB =)l - D
et pour n = 4, on trouve

16 —120 240  —140
—120 1200 —-2700 1680
240 —=2700 6480 —4200
—140 1680 —4200 2800

H'=

On remarque que tous ses coefficients sont entiers et certains sont tres importants en valeur
absolue. A un ordre plus élevé, la résolution numérique d’un tel systeme devient tres aléatoire.
Cette matrice peut servir de bon test pour les algorithmes d’inversion de matrice.

En écrivant

(=)™ (n+j—-Din+i-1)

"= T TG - DR — DR(n— )n—7)
(= (4 - 2)! (n+i—1)! i
I T G RSV A
(RS RUES £ S

(=D =D +7 = Din =)

()it — 1) ((21112)) X(?i;:i)x(?ij:D <4

on remarque en effet que les coefficients sont bien entiers.

Solution 5.1.1 Il suffit d’utiliser les propriétés des déterminants pour montrer que G est un
groupe multiplicatif.

M = (CCL Z) € G & det M = ad — be # 0. Pour compter le nombre d’éléments de G, il

suffit de compter le nombre de matrices M telles que det M = 0 : on trouve (p — 1)3 + 4(p —
1)2+4(p—1)+ 1 et donc

Card G = p* — (p— 1) —d(p— 1) —4(p — 1) — 1 = (p— 1°(p + L)p.

Remarque : on pouvait aussi calculer le nombre de familles libres a deux éléments dans
(Z/pZ)?* ce qui fournit directement le résultat et surtout permet de généraliser le résultat a
GL(n,Z/pZ). On a en tout p*> — 1 famille libres & un élément (en effet, toute famille réduite &
un élément non nul est libre) et pour avoir une famille libre a deux éléments, il suffit de choisir
un vecteur non nul (p? — 1 choix) et de compléter par un vecteur non colinéaire au précédent
(p* — p choix car on a exactement p vecteurs colinéaires & un vecteur) ce qui fait (p* —1)(p* —p)
familles libres a deux éléments.
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Solution 5.1.2 On trouve l'identité car u et v sont permutables.

Solution 5.1.3 On trouve soit I'identité, soit un 3-cycle, soit le produit de deux 3-cycles.
Ona (125)0(124)o(125)" ' =(2ji) et (2ji)o(25k)o(25i)~" = (jik). On retrouve ainsi
tous les 3-cycles en distinguant les cas :

On choisit ¢ le plus petit des entiers ¢, 7, k, puis, quitte a prendre le cycle inverse, on peut
s’arranger pour que ¢ < j < k.

e Sii > 3 le calcul fait précédemment s’applique.
e Si ¢ = 2, ca marche aussi.

e Sit =1, 7 =2 on retrouve les cycles du départ.
e Sii=1,j >3, alors, (21j) o (21k) o (215)7! = (2jk).

Solution 5.1.4 On a Card([1,a,] N B) = a, — r pour r < p car les éléments de B s’intercalent
entre les éléments de A et

a, = Card([1, a,]) = Card([1, a,] N A) + Card([1, a,] N B).

(c’est encore la relation sur les cardinaux page 18).
Comptons le nombre d’inversions pour un couple (i,7) i < j :

e si(i,7) € [1,p]% il n’y a pas d’inversion, de méme si (z,7) € [p+ 1,n]?,
esii =1 <p j>=p+1, on aura autant d’inversions que le nombre d’éléments de
B strictement inférieurs a a, i.e. a, —r ; si i@ = b,, on n’aura pas d’inversion, donc
P
I(o0) =Y (a, —7) et g(0) = (=1)1),
r=1

Pour I'exemple on trouve : g(g) = (—1)=PP,

Solution 5.2.1 On prouve par récurrence sur n que

Ay =B+ Z a;f3;
i=1

n
ot o = [] bk, Bi = [ bx-
k=1 ki
La propriété est vraie pour n = 2 (et, par extension, pour n = 1). En notant 4,,_; la matrice

de déterminant A, _q, on a, en utilisant la linéarité par rapport a la derniere ligne :

aq 0
A, A,
An — n + n
Ap—1 0
Ay ... Qp Gy an ... ap b,

On met a, en facteur dans le premier déterminant et pour ¢ < n — 1, on retranche la derniere
ligne multipliée par a; a la ieme ligne ce qui donne le déterminant d’une matrice triangulaire. On
développe le deuxieme déterminant par rapport a la derniere colonne, d’ou A,, = a,,06, + b, A1
ce qui assure le passage du rang n — 1 au rang n.




24 ALGEBRE LINEAIRE ET POLYNOMES (R)

Solution 5.2.2 Si n > 3 alors A, = 0 car, si C; désigne la 7éme colonne alors C; =
COS (/1 sin o
sin q; : + cos : donc les colonnes appartiennent a un espace de dimension
CoS (yy, sin a,
2, elles sont nécessairement liées.
Si n = 2 alors un simple calcul donne Ay = —sin?(a; — ay).
2 1 ... 0
Solution 5.2.3 On peut écrire A, = | “|- En développant par rapport a la premiere
0o ... 3 2

colonne, on trouve :
A, =2A,_ 1 —3A, 5.
Avec A =2 et Ay = 1 on obtient :

A, = (1+iV2)

1
—
V2

Solution 5.2.4 On procede par récurrence sur n.

e Pour n = 2, c’est immédiat.
e On suppose la propriété vraie pour n — 1, montrons la pour n :

n—1 n—>2
si on développe le polynome P(X) = H(X — ;) on obtient P(X) = X""14 > \XJ
i=1 3=0
et P(x;) = 0 pour ¢ < n — 1. Dans le déterminant de Vandermonde V' (zy,...,z,) on
n—2
additionne a la derniere ligne la combinaison ) A;L; des n — 1 premieres lignes (L;
=0
désigne la j + leme ligne). On a alors
1 cee e 1
T e e Tp
Vizy,...,xn) =] . .| =P@)V(z, .. 2e1)
P(zy) ... ... P(zy,)
(car P(x;) =0 pour ¢ < n — 1) ce qui acheve la récurrence.
Solution 5.2.5 Soit A Iapplication qui a (21, 22, ..., x,) fait correspondre ) 6;;.
i#]
e Grace a la linéarité de f et g, A est une application n-linéaire.
e Sixy =2y alors §;; = 0 si ¢ et j ne sont pas dans {1, 2}, sinon

—sij ¢ {1,2} alors 61 + 99 = det(f(z1), x1,...) +det(zq, f(x1),...) =0,

— 012 + 021 = 0,

— de méme 9;; + 0o = 0.
Conclusion : A est n-linéaire alternée donc Ja(f,g) € K tel que A(xy,za,...,x,) =

a(f,g)det(x, o, ..., x,).
e Calcul de a(f,g) : on prend x; = e; base canonique de K", A = (a;;) matrice de f,
B = (b;j) matrice de g.

n
—det(ey, ..., f(€),...,en) = > ar;det(er,... ex,...,6,) = a; (le vecteur e est
k=1

placé en i-iéme position).
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— 0;j = det(eq, ..., a5e;+a;e;, ..., bjje;+bje;, ... e,) car tous les autres termes sont
A A 3 3 ) A 3 ] P .o ¢ — .. ..
nuls (répétition d'un méme vecteur). On a ainsi 6;; = a;;b;; — a;;b;;.
— On obtient le résultat partiel suivant a(f, g) = > a;bj; — > a;;bj; et, en rajoutant
i#] i#]
dans les deux sommes les termes a;;b; on peut réécrire

a(fa g) = Z aiibjj — Z aijbji

(i,)€[1,n]? (i,4)€[1n]?

= Tr(f) Tr(g) — Tx(f o g).

x oz oy
Solution 5.2.6 On peut penser a ’expression de la comatrice. Soit M = |z vy x| et A=
Yy x oz
c b
¢ b a| alors le systeme est équivalent a com (M) = A.
b a c

e Si (z,y, z) est solution du systeme alors
Rg(M) =3 = Rg(4) =3
Rg(M) =2 = Rg(4) =1
Rg(M)<1l =A=0

e det A = 3abc —a® — b — ¢ = (a+ b+ c)(ab+ be + ca — a® — b* — ¢?) et det M =
(x +y+2)(vy + yz + 2z — 2% — y? — 2?) et on remarque la correspondance entre A et
M. Comme det A = det(com (M) = det(M)?* > 0, on obtient une premiere condition
pour que le systéme soit possible (a + b+ ¢)(ab+ be + ca — a® — b* — ¢*) > 0.

Or 2ab + 2bc + 2ca — 2a® — 2b* — 22 = —[(a — b)* + (b — ¢)? + (¢ — a)?] < 0 donc
— soit a = b= ¢, Rg(A) < 2 et vu le premier point, on a 2 cas

x a=>0=c=0, Rg(M) <1 est la seule possibilité donc z = y = z est I'unique
solution,

xa=0=c#0, Rg(A) = 1 donc Rg(M) =2, x +y + 2 = 0 (on ne peut
avoir zy + yz + 20 — 22 — y?> — 2> = 0 sinon * = y = z). En additionnant
les 3 équations, on obtient zy + yz + 2o — 22 — y* — 22 = 3a et, en tenant
compte de la relation z + 1y + 2z = 0, ceci donne 22 + 3% + 22 = 2a. Le systéme
n’est possible que si a > 0 et dans ce cas, les solutions s’obtiennent en prenant
I'intersection du plan x +y + z = 0 et de la sphere 22 + 3% + 22 = 2a soit, en

2/a

— Si a, b, ¢ sont distincts alors a + b + ¢ < 0, la encore, on distingue 2 cas
x a—+ b+ c=0,alors Rg(A) = 2, le systeme n’est pas possible,
xa—+b+c < 0, Rg(A) = Rg(M) = 3, dans ce cas MA = det MI3; =
VVAI; d'ott les solutions (z,y,2) = Abe — a?,ca — b*,ab — ) ot A\ =
++vab + bc + ca — a? — b2 — 2.

posant r = ,xzrcos@,y:TCOS(Q—f—%ﬂ)aZ:TCOS(@"‘%)'




