ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS ET GEOMETRIE (R)

1. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

1.1. Produit scalaire.
EXERCICE 1.1.1.
Soit F un espace vectoriel euclidien de dim 3, (u,v,w,t) € E* :

(1) Montrer que (u,v,w) libre < (u A v,u A w) libre.

(2) Montrer que :

(uAv).(wAt) = (uw)(v.t) = (u.t)(v.w),

(uAV)A (wALt) = (u,v,)w — (u, v, w)t,
)= (

(VA w,wAu,uAv u, v, w)>

(3) Montrer que ¢(z) = z.(vA (wAz)) € Q(E,R) ; trouver une base orthonormée de E qui
soit orthogonale pour ¢ (se ramener au cas ou v et w sont unitaires) ; g est-elle définie,
est-elle positive 7

EXERCICE 1.1.2.

Soit £ un espace euclidien
Montrer que :

ouna; €EReta; €F.

EXERCICE 1.1.3.

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension supérieure ou égale a 2, a, b, ¢ dans E tels
que [|b —al| = e —¢f| = [lc — b
a+b+c

(1) Montrer que si ||z —a| = ||z —b|| = ||z — ¢|| alors x — —5 est orthogonal aux
vecteurs b — a, a — ¢, ¢ — b.
. |b —al| a+b+c
2) Si, de plus ||z — al| = montrer alors que r = ———.
) Si, de s flo —af] = °2 q ’
(3) Généralisation.
EXERCICE 1.1.4.
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension p. Si (z1,z3,...,7,) € E", on définit
G(x1, xa, ..., x,) = det[(z;]z;)].
(1) Montrer que (z1,z, ..., x,) liée & G(x1, 22, ..., 2,) = 0.
Montrer que si la famille (zq, 2o, ..., z,) est libre : G(z1,x9,...,2,) >0

G est appelé déterminant de Gramm.
1
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(2) Si on pose } = x1 + > Ny, montrer que G(x),za,...,x,) = G(x1,22,...,2,) et
i>2
calculer G(Azy,xa, ..., x,) en fonction de G(z1, xa, ..., x,).
(3) Si (z1,x9,...,2,) est libre, on pose : H = Vect(zy,zs, ..., x,), montrer que :
G(z,x1,x9,...,2,)
d IL',H 2 — 9 9 9 Pad 1 ]
( ) G(x1, 29, ..., 2Tp)

EXERCICE 1.1.5.

Soient E un espace euclidien, f et g 2 endomorphismes de E' qui commutent. On suppose que les
matrices de f et g dans une base orthogonale sont respectivement symétrique et antisymétrique.

Montrer que Vz € E, (f(x)lg(z)) = 0 et [[(f — g)(@)]| = [[(f + 9)(@)].

EXERCICE 1.1.6.

Soient E 'espace euclidien orienté de dimension 3, a et b des vecteurs non nuls de E. On définit
f € L(FE) par

Ve e B, f(x) = (alz)a+bAuz.
Quel est le rang de f 7

1.2. Orthogonalité.

EXERCICE 1.2.1.

Soit (e1(t),ez(t),...,e,(t)) n fonctions de classe C! sur I intervalle de R telles que la base
(e1,€9,...,e,) soit orthonormale pour tout ¢.
Montrer que l'opérateur dérivation se traduit par une matrice antisymétrique
€ (t) ex(t)
(i.e. : =A : ou A est une matrice dépendant de ¢, antisymétrique).

en (1) en(t)

EXERCICE 1.2.2.

Soit p € L(E) ou E est un espace vectoriel euclidien.
Montrer que p est un projecteur orthogonal ssi (p> = p) et (Vo € E, ||p(z)| < ||z]]).

2. GEOMETRIE AFFINE

2.1. Isométrie affine du plan et de I’espace.

EXERCICE 2.1.1.

Soit f un antidéplacement du plan (i.e. une isométrie dont la partie linéaire est un endomor-
phisme orthogonal indirect).

(1) Montrer que si f admet au moins un point fixe alors f est une réflexion.

(2) Dans le cas ou f n’a pas de point fixe, montrer qu’il existe un unique couple (¢, s) ou s
est une réflexion affine et ¢ une translation dont le vecteur est dans la direction de I'axe
settelque f=tos=sot.
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EXERCICE 2.1.2.

Soient D; et D, 2 droites non coplanaires dans R? de direction respectives D et Dy. Soient f;
et fy 2 retournements d’axe respectifs D et D,.
Montrer que f; o fo est un vissage d’axe D ou D est la perpendiculaire commune a D; et D,.

EXERCICE 2.1.3.

Dans le plan euclidien rapporté a un repere orthonormé, on considere le carré OABC' de coor-
données (0,0), (1,0), (1,1) et (0,1). Soit LM N un triangle équilatéral orienté positivement tel
que L € [0, A], M € [A,B], N € [C,O].

Montrer que le milieu de M N a pour coordonnées (1/2,/3/2).

2.2. Automorphismes orthogonaux du plan et de I’espace.

EXERCICE 2.2.1.

Soient n réels (b;)iepin) tels que : >° b7 =1, on pose A = (a;;) olt a;; = b;b;.
i=1

Montrer que la matrice 24 — I, est orthogonale.

EXERCICE 2.2.2.

Dans E? euclidien orienté, étudier les endomorphismes représentés dans une base orthonormée
par :

1 -2 -1 2 1 § 1 —4 cosgcosf)  cosgsing  sin ¢
-2 -2 1|,=--4 4 =71, —sinf cos 0
3\1 2 2 I\ 1 8§ 4 —singcosf —singsinf cos o

S’il s’agit de rotations, en déterminer ’axe et l’angle.

EXERCICE 2.2.3.

a [ v
Soit M= [~ a (] € M3R).
B v a
Montrer que M est une matrice de rotation dans une base orthonormée directe ssi «, 3, v sont

les racines d’une équation de la forme 22 — 22 + k o1 0 < k < 5

4sin% 6 .. . -
, expliciter les matrices M correspondantes ainsi que les axes et les angles

En posant k =

des rotations qu’elles représentent.

EXERCICE 2.2.4.

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension supérieure ou égale a deux, soit f € GL(E)
vérifiant z.y = 0 = f(z).f(y) =0.

Montrer qu’il existe a > 0 tel que —f € O(E) (on dit que f est une similitude). On pourra
o
montrer que y étant fixé, il existe p(y) réel tel que Vo € E, f(x).f(y) = p(y)z.y.
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EXERCICE 2.2.5.

Soit A € O(n) telle que I + A € GL,(R).
Montrer alors qu’il existe Q dans M, (R) telle que

=L+ Q) (- Q) =L, — QL+ Q)"

Réciproque ?

EXERCICE 2.2.6.

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n, f € L(F). On considere les 3 propriétés
suivantes :

a) f€O(E),

b) fof=—id

c) Vz € E, (z|f(x)) =

Montrer que 2 de ces 3 propriétés entrainent la troisieme.

EXERCICE 2.2.7.

Soit E un espace euclidien de dimension 3, A € R et u € E. On définit f € L(E) par
Ve e E, f(x) =x+ Az|u)u.

Donner une C.N.S. sur A et u pour que f soit un automorphisme orthogonal. Décrire alors f.

EXERCICE 2.2.8.

Soit £ un espace euclidien de dimension 3 et (a,b, c) € R? tels que a® + b* + ¢* = 1.
Donner la matrice dans une base orthonormée directe de E de

(1) la réflexion par rapport au plan d’équation ax + by + = 0,
ﬁ

ﬁ
(2) la rotation autour de la droite dirigée et orientée par u =at +bj +c¢ k: d’angle g

2.3. Géométrie euclidienne du plan et de ’espace.

EXERCICE 2.3.1.

Dans le plan affine, on définit un triangle par I’équation de ses 3 cotés :
D=uwr+vy+w=0
D =vzr+vy+uw =0
D// — u//x + ,U//y + w// — O

U ovw
et on pose A = |v' v w'| # 0. Calculer l'aire de ce triangle et 'exprimer & l'aide des
u// U” w//
L u/ ,U/ u// " v
quantités : A, d = o | d = ” et d’ = o (en supposant dd'd” # 0).
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EXERCICE 2.3.2.

Dans le plan, reconnaitre la courbe d’équation : (azx + by + ¢)* = d’z + by + ¢ (les formes
linéaires ax + by et a’x + b'y sont supposées linéairement indépendantes).
Trouver une équation de son axe.

EXERCICE 2.3.3.

On considere ’ensemble des coniques d’équation :
2% sin® 0 — 2y sin 20 + y*(1 + cos® §) = a? sin® 0.

Etudier ensemble des foyers puis ’ensemble des sommets de ces coniques.

EXERCICE 2.3.4.
Soient (A, B, (') 3 points d’une hyperbole équilatere (H), K l'orthocentre du triangle ABC' et
M Vintersection de (H) et du cercle circonscrit a ABC.

(1) Montrer que K appartient a (H).

(2) Préciser la position de M par rapport a K.

EXERCICE 2.3.5.
2 2
Soient F 1'ellipse d’équation ZL‘_2 + % =1let A, B, C trois points de cette ellipse.
a

Déterminer les positions de A, B et C sur (F) pour que 'aire du triangle ABC' soit maximale.

EXERCICE 2.3.6.

Soit ABC' un triangle, I" une conique propre (i.e. une ellipse, une parabole ou une hyperbole).
On suppose que I est tangente en P a BC, en Q a CA et en R a AB.

Montrer que les droites AP, BQ, C'R sont concourantes ou paralleles.

EXERCICE 2.3.7. E

Soit ABC un vrai triangle du plan affine euclidien.

(1) Montrer qu’il y a une et une seule ellipse I" circonscrite au triangle ABC' renfermant un
domaine d’aire minimale (ellipse de Steiner).

(2) Montrer qu’il y a une et une seule ellipse v inscrite dans le triangle ABC' renfermant
un domaine d’aire maximale. Comparer I' et 7.

EXERCICE 2.3.8.

Soient Dy, Dy et D3 3 droites de I'espace affine euclidien.

On définit : f : M € Dy — f(M) € Dy ou f(M) est obtenu en composant les projections
orthogonales sur Dy, D3 et D;.

Quelle est la nature de f 7

EXERCICE 2.3.9.

Trouver le symétrique de Oz par rapport au plan (P) d’équation : z + 2y + 3z — 1 = 0.
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1. INDICATIONS :
Indication 1.1.1

(1) Démontrer I'équivalence des propriétés contraires.
(2) Poser W =wAt : (u,v,W)=u.(vAW) et utiliser la formule de Gibbs.
(3) La forme bilinéaire associée B est donnée par B(z,y) = 3[y.(vA(wAz))+z.(vA(wAy))],
g n’est ni définie, ni positive.
Indication 1.1.2 Prendre ¢(\) = >_7" (oyu + Az;)? ot w = Y | ayx; et procéder comme avec
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Indication 1.1.3
(1) L’interprétation géométrique permet de se guider, poser g =
(b—alr—g)=0,(c=blr—g)=0¢et (a—clz—g)=0.
(2) Utiliser la relation de Pythagore.

(3) La généralisation se fait avec n points aq, ag, ..., a, sommets d'un polygone régulier,
@ — WEFe est orthogonal aux vecteurs a; — a;.

Indication 1.1.4

%b*c et montrer que

(1) (=) st x, = >_j_; A\ja; alors montrer que la derniere colonne est combinaison linéaire
des autres.
(<) si (x;) est libre prendre (e;) une base orthonormée de V' = Vect(z;) et montrer que
Mat|(z;|x;)] = AAT.

(2) Retrancher a la premiere colonne la somme des \; xC; pour ¢ > 2 et faire de méme avec
les lignes, on trouve G(Axy, s, ..., x,) = N2G(x1, o, ..., Tp).

(3) Ecrire z = \ey + Yo oty A, est la projection de x sur H.

Indication 1.1.5 Si A et B sont les matrices de f et g dans des bases orthonormales alors

(f(2)]g(x)) = (AX)TBX = —XT"BAX = —(f(z)|g(x)), ensuite développer les carrés ||(f —
9 @)|* et I(f + g)(2)]*.

Indication 1.1.6 Montrer que Ker f = Vect(a)™ N Vect b et en conclure que, si (bla) = 0 alors
Rg f =2, si (bla) # 0 alors Rg f = 3.

Indication 1.2.1 Exprimer € () dans la b.o.n. (eq,...,e,) et dériver les égalités ej.ex, = Opy.

Indication 1.2.2 (=) Evident. («<=) Un dessin peut ici étre d'un grand secours, si x € E,
prendre y = p(x)+A(x —p(x)), et montrer que ||y||* > ||p(x)|* pour en déduire p(x)(z—p(z)) =
0. Prendre enfin z € Kerp et y € Imp et développer (p(z +y)|z +y — p(x + y)).

Indication 2.1.1 La partie linéaire de f est une symétrie par rapport a une droite vectorielle
D.
(1) Soit A le point fixe de f alors f est la réflexion par rapport a la droite A + D.
- —
7

(2) Se placer dans un repere (O, i, j ) ou D est 'axe des x et D+ I'axe des y.

Indication 2.1.2 Se placer dans un repere ou les équations de ces 2 droites s’écrivent Dj :
y =tanfz, 2 =h, Dy : y = —tanfx, z = —h (penser a la perpendiculaire commune) ou faire
un raisonnement géométrique.

Indication 2.1.3 Prendre H le milieu de M N et s la similitude d’angle 7 et de rapport @
telle que HL = s(MN).

Indication 2.2.1 Par symétrie, il suffit de montrer que les 2 premiers vecteurs colonnes de A
forment une famille orthogonale.
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1
Indication 2.2.2 Premiere matrice : axe : | 1| et cosf = —%, et on prenant r = (1 —1 O)
3
-3
on a sinf > 0. Deuxieme matrice : axe : 1 | et cosf = %, sinf < 0. Troisieme matrice :
1
. .0
sin ¢ sin 5
. o 0 o 20 .20 . . o 0
axe : sin ¢ cos 3 et cos = cos ¢ cos” 5 — sin” 7, le sinus est du signe de — cos 3.

(14 cos ¢) sin &
Indication 2.2.3 M matrice orthogonale entraine que o+  + v = £1 et g5 = 0, puis M est
la matrice d’une rotation donne oo + 3+~ = 1 et on a équivalence. On obtient la condition
a, B, v racines réelles de 2® — 22 + k = 0 avec les fonctions symétriques des racines. On a

1
alors sin§ = sin(3p), W = [ 1| détermine I'axe de la rotation, 'angle vaut ¢ = % + %T’T en
1

. . ﬁ
orientant I’axe de rotation par n'.

Indication 2.2.4 Montrer que f(x).f(y) = x.z, puis prendre z L y pour en déduire que z, =
1(y)y et finalement que p est constante et strictement positive.

Indication 2.2.5 Partir du résultat : Q = (I, — A)(I,, + A)7!, la réciproque est immédiate.

Indication 2.2.6 a+b = c¢: prendre (f(x)|fof(x)), a+c=b: développer (z+y|f(x+y)) =0,
b+c = a: écrire (z + f(y)|f(z)+ fo f(y)) =0.

Indication 2.2.7 f est un automorphisme orthogonal ssi A =0 ou u = 0 ou 2 + A||u/|> = 0, si
A=0ouwu=0alors f est l'identité, si 2 + A|ju||* = 0 alors f est la symétrie orthogonale par
rapport & la droite Ru™.

Indication 2.2.8
1—2a% —2ab —2ac
(1) —2ab 1 —2b> —2bc
—2ac  —2bc 1 —2c?
a> ab—c ac+b
2) [ab+c B bc—a
ac—b bc+a A
Indication 2.3.1 Reconnaitre, a une permutation pres des lignes et des colonnes, le déterminant

. 2
de la matrice des cofacteurs. On trouve W.

Indication 2.3.2 Poser X = “%C, Y = 7{’%, on reconnait une parabole, une équation de

aa’+bb’ 0
2@ +b?)

Indication 2.3.3 Les sommets décrivent 2 cercles.
Indication 2.3.4

(1) Si xzy =1 est I'équation de (H) on trouve xx =

son axe est donnée par ax + by + ¢ —

-1
TATBTC '

(2) M est le symétrique de K par rapport au centre de I'hyperbole.

Indication 2.3.5 Faire une affinité pour se ramener a un cercle.

Indication 2.3.6 Si I' est une ellipse, se ramener par une affinité au cas d'un cercle. Si I' est
une parabole ou un hyperbole, faire un changement de repere pour que la droite BC' soit ’axe
Oz, P Torigine. Dans ce cas, P'équation s’écrit 22 — 2y — py®. Avec B(b,0), C(c,0) on trouve

4 2b 202 bte _2bc
les coordonnées de R (l_pr, 1_pr), celles de Q) et celles de A sont (l_pbc, 1_pbc).

Indication 2.3.7 Par une application affine, on se ramene au cas ou ABC' est un triangle
équilatéral.
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Soit ABC' un triangle, on note a, b, ¢ la longueur des cotés opposés a A, B, C, p le demi-
périmetre et S son aire. Montrer les résultats suivants : S® < %(abc)% S < ﬁpQ, avec
égalité (dans les deux cas) ssi le triangle est équilatéral.

Indication 2.3.8 f est une homothétie sauf si les 3 droites sont paralleles.

Indication 2.3.9 On obtient la droite d’équations 2x —y =0,y — 32+ 1 = 0.
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1. SOLUTIONS
Solution 1.1.1

(1) On démontre 1'équivalence des propriétés contraires :
(=) Siu=M\v: cest vérifié, si u Av # 0 alors w = M+ pv = uAw = pu A v ce qui
est aussi vérifié.
(<)SiuAv=AAwalors uA (v—Aw) =0=v— A w = pu c.q.f.d.
(2) On pose : W =wAt : (u,v,W) =u.(v AW) et on utilise la formule de Gibbs (de
méme pour la 29™¢ propriété (cf. page 26). Ensuite
(VAw, wAu, uAv) = (VAW)((wAu)A(uAv)) = (VAW)[((wAu).v)u—((wAu).u)v] = (u, v, w)?.
1
(3) La forme bilinéaire associée B est donnée par: B(z,y) = 3 [y.(vA(wAZ))+z.(vA(wAY))].
On pose v = Aey,w = pey ou |leg]| = |lez|| = 1 alors g(e1) = g(e2) =0
Si (e, e9) est lide, ¢ = 0, si e; A ey # 0 alors g(e; A ex) = —Auep.ea(e; Aeg)?. Donc g
n’est ni définie, ni positive.

Solution 1.1.2 On fait une démonstration qui s’apparente a la démonstration de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz sur R™.

On considere ¢(\) = > (cu + Az;)? ot u = > ayx;. En développant, ¢(\) est un trinome
i=1

i=1
du 2%m¢ degré

P(A) = A% +2) (Z (xixi> -+ |u)? Z(x?
i=1 i=1

qui garde un signe constant donc A’ < 0 donne l'inégalité :

()] - (35) (S5
= Jul? (Za)— (gy) (Za> 20,

Si u = 0, I'inégalité est immédiate et si v # 0, on peut simplifier par ||u/|? > 0.

A=

Solution 1.1.3

(1) L’interprétation géométrique de ce résultat permet de simplifier et de guider les calculs.

, L a+b+c ,
Le triangle abc est équilatéral, on pose g = — Soit # € E tel que ||z — al* =

|z — b||? alors en faisant la demi-différence, on trouve (b — ajz — “2) = 0. Comme
lg—all* = ||g—0b]]*, on a la méme relation en remplacant x par g et donc (b—alr—g) = 0.
On a de méme (¢ —blz —g) =0et (a —clz —g) =0.

(2) On utilise la relation de Pythagore : ||z — al|*> = ||z — ¢||*> + ||g — a||* et comme, dans
: s lb—a
un triangle équilatéral, ||g — al| = alors z — g = 0.
gle éq lg — all 7 g
(3) La généralisation se fait avec n points ay, as, ..., a, sommets d'un polygone régulier. Si
a + - Fay
|z —ai|| = ... = ||z — a,| alors x — ——————— est orthogonal aux vecteurs a; — a;
n

(en fait, il suffit qu’il soit orthogonal & deux vecteurs).
On peut aussi envisager la généralisation au cas d’un polyedre régulier en dimension
>n—1..
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Solution 1.1.4
(1) (=) si (par exemple) : z, = Zl)\jxj alors : (wi|z,) = 3° Aj(wilz;) : la derniére colonne
= =

est combinaison linéaire des autres = G(z1,x2, ..., x,) = 0.

(<) si (z;) est libre, dans V' = Vect(z;) soit (e;) une base orthonormée alors, en écrivant
n

x; = Y apen on a (zi]x;) = Y apaj, et Mat[(x;|z;)] = AAT avec A =Mat(a;;) donc
h=1 h=1
G = (det A)?> > 0 car A est inversible.
(2) On s’interesse a la premiere colonne :

(@) =) (aalay) + Y Nilwilay) et (@]2]) = (wal2h) + > Nilwl)),
22 22 i22

on retranche a la premiere colonne la somme des A\;xC; pour ¢ > 2 (ou C; désigne la
ieme colonne), on fait ensuite la méme opération avec les lignes pour trouver :

Gy, za, ..., 1) = G(x1, 19, ..., 7).

On trouve aussi : G(Ary, 23, ...,7,) = NG (21,22, ..., 7,) en mettant \ en facteur sur
la premiere ligne et sur la premiere colonne.
(3) Tjout vecteur x de E s’écrit

r = /\60 + iAzxz

i=1

n

ou > A\x; est la projection de x sur H et eq est un vecteur unitaire orthogonal a H.
i=1

En utilisant les propriétés du 2. on obtient :

G(z,x1,29,...,2,) = G(Aeg, 21, . .., x,) premiére propriété
= NG(ey, 71,7, ..., 1,) deuxieme propriété
= NG(x1, 7, ..., 23) car (eo|x;) = 0.
Or [\ =d(z, H)

Solution 1.1.5 Soient A et B les matrices de f et g dans des bases orthonormales. On a
(f(z)]g(z)) = (AX)"BX = XTABX = (BX)TAX
= —XT"BAX = —XTABX = —(f(2)|g(z))

donc (f(x)[g(x)) = 0.
Ensuite il suffit de développer les carrés ||(f — g)(x)[|? et ||(f + g)(z)]>.

Solution 1.1.6 On cherche le noyau de f : (z|f(x)) = (z|a)? donc f(x) =0 = (x|a)? = 0 puis
f(z)=0=bAx =0 donc Ker f C Vect(a)* N Vect b.
On vérifie que 'on a Iégalité Ker f = Vect(a)+ N Vect b.

e Si (bla) = 0 alors Rg f = 2.

e Si (bla) # 0 alors Rg f = 3.
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Solution 1.2.1 En fait, il suffit d’écrire que e}, (¢) s’exprime dans la base (ey, es, ..., €,) puis de
dériver les égalités : ej.ex = Opg. Sion écrit, pour un ¢ donné, e;, = A\g1€1 + - - + Agne, alors

(eh.ek)' = e'h.ek + ep.ep = /\hk + /\k;h =0

d’ol, si k # h, Ak = —Akn et Ay = 0 ce qui prouve bien que la matrice (Apx) est antisymétrique.

Solution 1.2.2

(=) Evident car [|p(x)[* = [|z]|* — [z = p(=)[|* < [|l=[]*.

(<) Un dessin peut ici étre d’'un grand secours.
Soit x € E, on prend y = p(x) + A(z — p(x)) alors :

lylI* = Ip()|I* + 2Xp(x)(x — p(2)) + N[z = p(2)|* > [lp)|* = llp(=)]|*
et ceci pour tout A donc
p(@)(z = p(z)) =0

Soit x € Kerp et y € Im p alors

(pz+y)lz+y—pl@+y) =0
= (p(y)|z) = (y|z) en développant.

donc p est un projecteur orthogonal.

Solution 2.1.1 La partie linéaire de f est donc une symétrie par rapport a une droite vectorielle
D.
(1) Soit A le point fixe de f alors f est la réflexion par rapport a la droite A + D.
— —
(2) On se place dans un repere (O, i, j ) ot D est Paxe des z et D+ I'axe des y. f(x,y) =
ﬁ
(r+a,—y+0b) donc f est la composée de la translation ¢ de vecteur a ¢ et de la symétrie

—
s par rapport a ’axe g j +Ox. On abientos=sot.
Montrons maintenant ['unicité de cette décomposition : fo f =tot = 2t (¢t est une
translation) d’ou 'unicité de ¢, celle de s est alors immédiate.

Solution 2.1.2 On se place dans un repere ou 'axe Oz est la perpendiculaire commune a D;
et Dy, O est le milieu de I'intersection de Oz avec ces 2 droites, Ox et Oy étant les bissectrices
des projections de D; et Dy sur le plan perpendiculaire a Oz passant par O. Les équations de
ces 2 droites s’écrivent

D, - y = tan fx D, y = —tanfx
z=nh z=—h

' = cos(20)x + sin(20)y

Le retournement par rapport a D; s’écrit < ¢y’ = sin(260)z — cos(260)y (on utilise les formules

2 =2h—z
classiques dans le plan xOy). Pour avoir l'expression du retournement par rapport a D, il
suffit de changer 6§ en —0 et h en —h. On fait ensuite le calcul de f; o f;. Dans le plan xOy on
ﬁ

a une rotation d’angle 46 et sur 'axe Oz on a une translation de vecteur 4h k .
Remarque : on aurait pu donner une solution purement géométrique.
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Solution 2.1.3 Soit H le milieu de MN, HL = s(MN) ou s est la similitude d’angle B et de

3 — o7 .
rapport > Les composantes de M N sont de la forme (—1, z) donc celles de H L sont données

20020

3 . .
I'ordonnée de H est donc > son abscisse est par construction égale a 5

Solution 2.2.1 Montrons que les vecteurs colonnes de A forment une base orthonormée (cf.
remarque 9.1.7 (ii) page 167). Par symétrie, on ne s’interesse qu’aux 2 premiers, on a :

(202 — 1) 4+ 4(byby)* + - - - + 4(byb,)? = 4b] — 467 + 1 +4b2(1 — %) = 1

et :
(20 — 1)2b1by + 2b1by (265 — 1) 4 4bybob2 4 - - - + 4bybyb? = 0

ce qui permet de conclure.

Solution 2.2.2
On utilise ici la détermination des éléments d’une rotation vue page 167 et le fait que le

Tr(A) — 1
cosinus de I'angle de la rotation vaut %
! 5
e Premiere matrice : axe : [ 1| et cosf = s et on prenant r = (1 —1 0) on a
3
V11
sinff = — > 0.
6
-3 .
e Deuxieéme matrice : axe : 1 | et cos = I sinf < 0.
1
sin ¢ sin —
2 0,0
e Troisieme matrice : axe : —sin ¢ cos — et cos = cos ¢ cos? = —sin? =, le sinus est

p 2 2
(1 + cos ¢) sin B

du signe de — cos 3

Solution 2.2.3 M est une matrice orthogonale ssi
A+ =1letoy=aB+By+va=0

ie.: (a+pB+7)=a’+ 3 +9%+ 20, =1.

On adonc a+ f+vy==xlet oy =0.

Maintenant, M est la matrice d’'une rotation ssi det M = 1ie. o+ 3 ++° —3a8y =1 ce
qui est encore équivalent (en factorisant) a (a+8+7)(a?+ 32 +4*—09) = 1lie.: a+f+7=1.

On aura donc I'équivalence suivante : M est la matrice d’'une rotation ssi a, (3, v sont les
racines réelles de 2> — 22 + k = 0 (on connait les fonctions symétriques élémentaires de ces

4
racines) et la condition pour que ces racines soient réelles est 0 < k < 77 (on utilise les formules
de Cardan ou I'étude de f(z) = 23 — 2® + k).
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4sin? 0 sin
et v = —
27 3sin ¢
sin(3¢p), d’ou les solutions suivantes pour «, 3, v (en écartant le cas ou sinf = 0—qui donne

une matrice de permutation pour M—) :

, apres quelques simplifications, on obtient sinf =

On pose alors k =

sin sin 6 sin 6

3sin(A/3)” 3sin(0/3 +27/3)" 3sin(6/3 + 47/3)

1
7 = | 1] est un vep associé & la vap 1, il détermine I'axe de la rotation, pour avoir le cosinus
1
3a—1 20 2km
de I'angle, il suffit de calculer Tr M i.e. cosy = —5 onva ainsi trouver 1) = 3 + R en

. . —
orientant I'axe de rotation par n'.

Remarque : On peut directement chercher les solutions de I’équation du troisieme degré sous

2cosp+1

la forme z = ol ¢ est 'angle de la rotation. Apres simplifications et réduction, on

trouve ’équation cos 3y = cos 26.

Solution 2.2.4 D’une part, application x — f(x).f(y) est une forme linéaire, on sait donc
qu'il existe z, tel que f(z).f(y) = x.z,.

D’autre part, + L y = x L z,, si on prend tous les x orthogonaux a y, on aura z, = u(y)y.
Par raison de symétrie, si .y # 0, on a pu(z) = u(y). Si z.y = 0, on écrit que pu(x) = pu(x+y) =
u(y) donc pu est constante et strictement positive. On pose u = a? c.q.f.d.

Remarque : On peut aussi se placer dans une base orthonormale (e;) et chercher la matrice
de f dans cette base : f(e;).f(e;) =0 car e;.e; = 0 puis, si 7 # 7,

(f(ei) + f(e;).(f(ei) = f(e;)) =0

1
car (e; +€;).(e; —e;) = 0 donc || f(e;)|| = @ ne dépend pas de i. Conclusion : si a # 0, —f est
a

une isomeétrie.

Solution 2.2.5 On part du résultat ce qui donne comme seul choix possible
Q= (I,—A)I,+A) " =(I,+A) (I, — A)
(les matrices commutent). On a alors
QT =-Qet A= (L + Q) (I = Q) = (ln = QU + Q)"

La réciproque est immédiate.

Solution 2.2.6

ath = c|: ona (f(x)[f o f(x)) = (z[f(x)) = —(z[f(x)) =0,
a+c = b|: en développant (z + y|f(x+y)) = 0 on obtient (z|f(y)) = —(y|f(x) d’ou

(f o fz) +x|f o f(x) + ) = 2(x|x) + 2(z[f o f(x))
f)(f(x))) = —(f@)|f(2)) = —(z]z) Lot (f o f(x) + z[f o f(x) + z) = 0 soit

[btc = al: (e + FW)If @)+ F o fy) = 0= (alf(y)) — (I f (@) =0,
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Solution 2.2.7 f est un automorphisme orthogonal ssi (f(x)|f(y)) = (z|y) pour tout couple
(z,y) de E ce qui est équivalent a

V(@ y) € E%, Malu)(ylu)(2+ Au*) = 0.
f est donc un automorphisme orthogonal ssi A = 0 ou u = 0 ou 2 + A|jul|* = 0.
e Si A =0ouwu=0alors f est l'identité.

e Si 2+ \|ul|> =0 alors f(z) =z — 2(||:E||2|L2)
u

u, f est la symétrie orthogonale par rapport a

la droite Rut.

Solution 2.2.8
(1) La réflexion par rapport & R+ s'écrit s(7) = 7’ — 2(7'|%) W donc sa matrice s’écrit
1—-2a*> —2ab  —2ac
—2ab 1-—2b* —2bc
—2ac  —2bc 1 —2c*
a®> ab—c ac+b
(2) Onar(Z) = (W|2)W +u AT donc sa matrice s’écrit | ab+c V> bc—a
ac—b bc+a A

2

Solution 2.3.1 On trouve

2|dd'd"| -
En effet, si A” e DnD" : A” ay avec ay = il ay = d oud =" Yletar=1" "
9 . a/Q/ 1 d//? 2 d// 1 UI w/ 2 w/ u/
L’aire du triangle est donnée par
1 1 1 1
- a// a/ a - - A/
oy @ = Sgar | &
" d d
oun A" = |d} dy dy| (cf. question (i) page 27) ; on reconnait, & une permutation pres des
dy dy dy

lignes et des colonnes, le déterminant de la matrice des cofacteurs.

Solution 2.3.2 On reconnait une parabole : on pose

ar + by +c v — —bx + ay

'équation devient X2 = oY + BX + 7 avec o # 0 car on a supposé que les formes linéaires
ax+by et a’x+b'y étaient indépendantes. En posant successivement X' = X — g, Y = Y—i—%

on obtient I'équation X"? = aY".
Une équation de son axe est donnée par :

X =

b4 aa’ + bt _0
ar + by + ¢ I

Solution 2.3.3 Les sommets décrivent la courbe d’équation polaire r = +av/2cosf ie. 2
cercles.
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Solution 2.3.4

(1) Soit zy = 1 I’équation de (H) (on a fait une similitude). On cherche I'intersection de
-1
la hauteur issue de A avec (H) : on trouve zx = ———— expression symétrique en
T ATBIC
A, B,C et, par raison de symétrie, on trouve le méme résultat en prenant les hauteurs

issues de B et C' donc K appartient bien a (H).
(2) Ensuite, on cherche I'intersection de (H) avec (C) : 2? +y* — 2ax — 2by + ¢ = 0 =
x* — 2ax3 + cx? — 2bx + 1 = 0; le produit des racines vaut zazgrcxry = 1 = M est le
symétrique de K par rapport au centre de ’hyperbole.
Remarque : cet exercice illustre bien le fait que les calculs en géométrie peuvent étre

considérablement simplifiés en utilisant I’algebre (et ici les relations entre coefficient et racines—
cf proposition 8.3.9 page 141—).

Solution 2.3.5 La nature du probleme n’est pas changée si ’on fait une affinité, on peut donc
se ramener au cas ou (F) est un cercle et dans ce cas, il faut et il suffit que le triangle ABC
soit équilatéral : on fixe A et B alors le triangle d’aire maximale est obtenu en prenant C' a
'intersection du cercle et de la médiatrice (2 choix possibles). Le triangle doit étre isocele et
par raison de symétrie, équilatéral.

Cet exercice tres classique permet d’apprécier comment des considérations géométriques sim-
plifient les calculs.

Solution 2.3.6
e Si I est une ellipse, par une affinité, on se ramene au cas d'un cercle, dans ce cas la
propriété se démontre en utilisant le théoreme de Céva.
e Si I' est une parabole ou un hyperbole, on fait un changement de repere pour que la
droite BC soit I'axe Oz, P l'origine. Dans ce cas, I’équation de la conique peut s’écrire

x? — 2y — py? (voir a la fin). On prend B(b,0), C(c,0). De B, on peut mener deux
tangentes a [, la premiere est I’axe Ox, la deuxieme est la droite y = (x —b) qui

2b 202 )
1—pb?’ 1 —pb?”

1+ pb?

coupe I' en R de coordonnées (

b 2b
Les coordonnées de () s’obtiennent par symétrie, celles de A sont ( re , ¢ ).
1 —pbc’ 1 — pbc
L’équation de la droite AP est y = ﬁx, apres calculs, celle de la droite B() s’écrit
c
2c?

=————(x—0D).

Y 20—b—|—pbc2(x )

be(b + c)
b2 + 2 — be — pb?c?

L’intersection de ces deux droites est le point d’abscisse x = qui

est symétrique en b et ¢ ce qui prouve la propriété dans ce cas.

Réduction de I’équation de la conique : si on prend pour origine P tel que 'axe Oz soit tangent
A la conique, alors, ’équation de cette conique sera: az? + 2bxy + cy? + dy = 0. a est non nul
(sinon, on aurait une conique dégénérée en 2 droites), on peut alors s’arranger pour que a = 1
pour obtenir : (z+by)?+ (¢ — b*)y* +dy = 0. Faisons alors le changement de repere défini par:

X? Y
X =a(r+by), Y = Bdy avec affd = 1 on obtient: — — %YQ + ] = 0. Puis en imposant la
a a

1 2
condition: — = — on trouve le résultat demandé

g o
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Solution 2.3.7 Par une application affine, on se ramene au cas ou ABC' est un triangle
équilatéral (une application affine dans le plan est déterminée de maniére unique par I'image de
3 points non alignés). Ensuite, pour des raisons de symétrie (ARNAQUE), 'ellipse en question
dans les 2 cas est un cercle qui est respectivement le cercle circonscrit au triangle ABC et le
cercle inscrit.

Indications de preuve (méthode due a Steiner) Soit ABC' un triangle, on note a, b, ¢ la longueur
des cotés opposés a A, B, (', p le demi-périmetre et .S son aire. On commence par montrer les
résultats suivants :

3v/3

[} S3 < ](_3—4( bC)2,
e S < ——p
S 3 \/gp
avec égalité (dans les deux cas) ssi le triangle est équilatéral.
On en déduit alors, en notant R et r les rayons des cercles circonscrits et inscrits, que S <

3v/3

TRQ et 3v/3r? < S avec égalité (dans les deux cas) ssi le triangle est équilatéral.

Il en résulte alors, par transformation affine d’'un triangle équilatéral en un triangle quelconque,
de par la conservation du rapport d’aire par une transformation affine les deux résultats suivant

e Soit F une ellipse, d’aire S, circonscrite a un triangle 7" d’aire Sy. Le rapport Sg/Sr

/7 . 7/ N ﬂ- Id . / . ) . 9.
est supérieur ou égal a 3—\/§ avec égalité ssi le centre de l'ellipse est I'isobarycentre du
triangle.

e Soit E une ellipse, d’aire Sg, inscrite a un triangle 7' d’aire Sy. Le rapport Sg/Sr

7
est inférieur ou égal a ——= avec égalité ssi le centre de D'ellipse est I'isobarycentre du

3V3

De ces deux résultats découlent I’existence et 'unicité des deux ellipses de Steiner.

triangle.

Solution 2.3.8 f est une transformation affine de D; car la composée de deux transformations
affines est une transformation affine.

Soient u; les vecteurs unitaires directeurs de D;. Posons cosf; = .U, cosfy =
Uy.13, cosfs = tz.i;. On a f(ﬁl) = cos b cos Oy cos 051, (f(ﬁl) = Aiy) donc f est une ho-
mothétie. Si les 3 droites sont paralleles alors f est une translation.

Solution 2.3.9 La droite cherchée est déterminée si on en connait 2 points : C' € (P) N Oz
1
(0,0, §) et O" symétrique de O/(P) ; on obtient alors : 2x —y = 0,y — 32+ 1 = 0 comme

équations.




